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Introduzione

Il progetto di ricerca in cui si inserisce la pmetgetesi dottorale consiste nella realizzazione
di un’edizione interattiva delrithmeticaUniversalisdi Isaac Newton.

Tale trattato e stato composto tra il 1673 e il3,6&olto probabilmente come testo per le
lezioni che Newton teneva all’Universita di Camleri@ fu pubblicato per la prima volta da
W. Whiston nel 1707, senza la sua autorizzazione.

Nel 1722 lo stesso Newton ne pubblico una nuovaioee revisionata, e attualmente se ne
annoverano cinque edizioni latine (1707, 1722, 14352, 1761), tre inglesi (1720, 1728,
1769), e una francese, pubblicata da Noel Beaudelk802.

Sebbene ci sia un precedente costituito dal progeélizzato da D. E. Joyce, nel sito della
Clark University, relativamente adgtlementidi Euclide, attualmente non esiste nessuna
edizione interattiva del testo di Newton, né driditattati classici in cui sono presenti
problemi matematici di un pari livello di compléssi

L’'importanza di un simile progetto risiede nellapaeita che la potenza divulgativa di
internet ha di far rivivere le opere classicheceendendo I'interesse verso esse, come
afferma I'autore del sito dedicato all’'opera di Ede, e questa tesi dottorale si inserisce in
esso, attraverso la costruzione di alcune delle agim interattive che illustreranno i
problemi affrontati da Newton nel suo trattato.darticolare, la sezione piu ampia del
primo tomo, € dedicata al modo di trasformare lestjoni geometriche in equazioni, € in
essa l'autore risolve sessantuno problemi geometqoasi tutti per via algebrica,
compensando l'uso semplice della geometria coitarso a manipolazioni algebriche, e

corredandoli con figure esplicative. Dal momentee dhli figure non hanno un ruolo



puramente chiarificatore, bensi fungono da supp@tsono parte integrante della
risoluzione, mi sono occupata della loro costrugierin questa tesi trattero dell’esecuzione
di alcune di esse.

Il software di cui ho fatto uso, & la seconda wersidi quello prodotto con il nome di
CABRYI dall’'UniversitdaJosephFourier di Grenoble. La scelta di utilizzare tale softwdra
guelli adatti allo scopo, € legata sia alla suaraffizione sul piano scolastico, in quanto &
diffuso in molte scuole europee di ogni ordine, alla possibilita di risolvere problemi
complessi, scindendoli in altri piu semplici, ctaukilio dellemacra

Costruire un'immagine interattiva che illustra uata problema, significa costruire una
figura in cui sono presenti tutte le soluzioni gebblema, e in cui si possano modificare
inoltre, gli elementi che costituiscono i dati iaiz per valutarne gli effetti sugli oggetti
finali.

Le difficolta che nascono dal raggiungimento ditalle obiettivo, sono dovute a due ragioni.
La prima, consiste nel fatto che quando Newtonchi#t® la sua opera, il suo proposito non
fu di determinare tutte le soluzioni dei problenfir@tati, come risulta subito evidente
visionando il testo, ma piuttosto la convinzione miter esprimere ogni proprieta
geometrica in termini algebrici, e la ricerca dimodo per mostrare, a scopo didattico, la
potenza del metodo algebrico.

La seconda, consiste invece nel fatto che le egnazsolventi cui egli riduce ciascun
problema, dipendono dalle relazioni che sussistoa@li elementi che sono coinvolti nel
problema, in virtu delle loro reciproche posizionella figura che illustra la risoluzione,
pertanto, in tutti i casi in cui cambiando la pase degli oggetti iniziali, cambia anche
'equazione risolvente, le risoluzioni da lui prgp® non permettono di individuare le
soluzioni che corrispondono a ogni configurazione.

Nei casi in cui la costruzione dellimmagine eségucon l'ausilio della risoluzione
proposta da Newton, non permette di individuargetué soluzioni, ho ripercorso i
procedimenti risolutivi, individuando i punti esadtt cui dalle parole dell’autore, si evince
la scelta di un percorso che non é dovuto alleeegig del problema, o alla presenza di
qualche vincolo, bensi a una scelta arbitraria atpedallo stesso Newton, per giungere a
una soluzione. Analogamente, per determinare leuzswli dei problemi nelle

configurazioni che conducono ad altre equazioralventi, ho ripercorso i procedimenti



risolutivi, facendo riferimento alle figure corrmpdenti a tali configurazioni, e
modificandoli laddove ci0 é stato necessario.

Poiché, spinto dallo studio dei testi classicingarticolare di Pappo, Newton risolve per
via geometrica alcuni dei problemi presenti mgiithmeticaUniversalis ho avuto modo di
appurare che le costruzioni basate sulle risoluzggometriche, sebbene in generale
presentino gli stessi inconvenienti di quelle basstlle risoluzioni algebriche, sono in
generale piu semplici e piu complete, pertanto|gepstruzione delle figure interattive, ho
preferito fare uso, quando esistenti, delle risoltizgeometriche sia di Newton, sia di altri
matematici.

Ad ogni modo, i procedimenti adottati per supelaranzidette difficolta comportano che
gli algoritmi che si celano dietro la realizzaziodieogni disegno interattivo, non siano
costituiti da un’unica costruzione, bensi dall’'ureadi piu sotto-costruzioni.

La presenza di piu sotto-costruzioni implica perdulieriore difficolta, consistente nel
fatto che le sotto-costruzioni danno luogo a piluzoni, che possono corrispondere alla
stessa configurazione, o a configurazioni divekss. primo caso, esse devono coesistere,
nel secondo, per evitare ambiguita o la visualimree di soluzioni errate, ciascuna sotto-
costruzione deve essere invalidata ogni qualvaddtadisposizione degli oggetti che
intervengono nel problema, non da luogo alla caméigione per cui le soluzioni da essa
generate soddisfano le condizioni del problema.

Nasce dunque una nuova esigenza, che € quellaistire ad avviare ciascuna sotto-
costruzione solo quando si verificano determinatal&ioni, pertanto & necessario stabilire
cosa caratterizza le configurazioni in cui devolsseee visualizzate le soluzioni cui da
luogo ciascuna sotto-costruzione, e vincolare fawdi ogni sotto-costruzione all’esito
positivo della richiesta che ne esprime la condigio

In effetti, il raggiungimento di un simile obiettiwichiederebbe I'uso di un software che,
mantenendo la semplicita e le capacita interatt®eleCABRI| fosse dotato della possibilita
di inserire negli algoritmi che si celano dietroclestruzioni, segmenti di programma per
risolvere ogni indecisione con l'ausilio di semptomandi coméf, if thenelse ecc.

Riuscire a sviluppare un software che mantenendmatatteristiche di quello attuale, ne
superi i limiti cambiandone la filosofia, per dardh forza di un linguaggio di

programmazione, € indubbiamente un interessantdgmma aperto.



Tuttavia, dal momento che un simile progetto ridei@in lavoro di equipe, in questa fase
della ricerca tutti i problemi di tipo tecnico spdono stati aggirati adottando delle strategie
che, pur forzando la natura d€IABRI permettono di simulare quei comandi di un
linguaggio di programmazione necessari per ottegkreffetti desiderati. Questa scelta e
stata operata considerando I'importanza che I'aitue del progetto ha, sia per la didattica,
sia per la storia della scienza, in quanto, un’igime interattiva che accompagna la
spiegazione di una nozione legata ad un problettra,ad essere di grande impatto visivo,
permette di osservare, a differenza di un'immagitatica, come variano le soluzioni e il
loro numero, al variare dei dati iniziali, inoltde, possibilita di riscoprire opere dimenticate,
puo riportare all’attenzione dei concetti che oggirebbero assumere un nuovo ruolo,
dando dei suggerimenti utili per la ricerca.

La suddivisione dei problemi presentati nella tesidiversi capitoli, € stata fatta in base ai
metodi usati per la realizzazione delle immagini,quanto essi danno luogo a diverse
tipologie di costruzione, ciascuna delle quali iecle il ricorso a tecniche informatiche
diverse. Un ulteriore capitolo € dedicato alla ti’Adne della versione originale in cui gli
anzidetti problemi sono presentati nel testo di tdew

In particolare, I'esposizione della descrizioneatigh alla realizzazione dellimmagine
interattiva che illustra ciascun problema, e pretadla un breve cenno alla risoluzione
presentata da Newton (quantita considerate notmgiite scelte, equazioni risolventi,
soluzioni), e dall'esposizione di tutte le altrealuzioni utilizzate, invece la traduzione
delle versioni originali, € corredata da note espiive che ne facilitano la comprensione.

by

Inoltre, per la numerazione dei paragrafi in ogapitolo, & stato rispettato I'ordine
numerico dei problemi, tuttavia, ove ci0 si € remxessario per garantire una miglior
comprensione, e stato inserito uno schema in cappresentata la struttura del capitolo,
ovvero la dipendenza di ogni problema dai probldiecussi nello stesso capitolo o negli
altri.

Infine, per rendere piu semplice la lettura dellesatizioni relative alle costruzioni
effettuate corCABRI sono stati usati i caratteri in grassetto pelveog tutte le parole che
si riferiscono ai comandi predefiniti dal softwaceai nomi dellenacrocreate, e, per dare
la possibilita di visionare le costruzioni, e stattegato alla presente un CD — Rom, in cui

si trovano tutti i disegni interattivi realizzati.



1

Costruzioni ottenute mediante il ricorso a risoluzioni
geometriche

Nel presente capitolo & descritta la costruzionke denmagini interattive relative a
problemi che possono essere ridotti a problemi goon piu semplici, o per i quali esiste
un’equivalente risoluzione geometrica.

Sebbene la numerazione dei paragrafi segua lagimpoe con cui Newton ha presentato i

problemi nellArithmeticaUniversalis la struttura del capitolo € la seguente:

Problema XLIII Problema XLV Problema XxXxIX Problema LX
Problema XLIY Problema XxI Problema XX¥II Problema LXI
Problema XLVI




| Problemi X1V, XVI e XXIV, non sono presenti nelkchema in quanto sono indipendenti
dagli altri. In particolare, il primo é stato ridotda Newton ad una equazione di terzo grado,
e la sua soluzione é stata costruita mediant@dqalimento indicato da Viéte, il secondo e
stato costruito determinando le sue soluzioni cqumeti d’intersezione di una retta e di
un’ellisse, e il terzo e stato costruito mediaegisoluzione presentata da Apollonio nel
suo trattato sullénclinazioni

Per quanto concerne i restanti problemi:

B | Problemi XLIII, XLIV, XLV e XLVI, sono relativi & Contattidi Apollonio, e per
la loro costruzione sono state analizzate sia deluzioni geometriche proposte
dallo stesso Newton n€luaestionunsolutiogeometricasia le risoluzioni proposte

da Viete nellApolloniusgallus

B Del Problema XXI, che e ridotto da Newton ad unaaaipne di secondo grado, &
presente sia la costruzione ottenuta riportandouin opportuno sistema di
riferimento le radici dellequazione risolventeada costruzione geometrica che

permette di ridurlo al Problema XLV.

B Il Problema XXVII & stato costruito determinando dee soluzioni come punti
d’intersezione di due luoghi geometrici, la cuitcosione & descritta nel Problema
XXXIX (Paragrafo 3.5).

I | Problemi LX e LXI sono relativi ai contatti maao per soggetto una conica, € la
loro costruzione e stata eseguita mediante leudgmii geometriche proposte dallo

stesso Newton n&olutio Problematis Veterum de Loco Solido



1.1 Problema XIV

Trovare il triangolo ABC di cui i tre lati AB, ABC, e l'altezza CD sono in progressione

aritmetica.

Figura 1

Posto AC = a, Newton sceglie come incogniBC = x, e riduce il problema all’equazione

di terzo grado8x®-36ax + 54& x- 258 = (, tuttavia conclude la sua risoluzione

affermando che se avesse postG- BC= d e avesse scelto come incogn® = x,

sarebbe giunto, con un procedimento piu cortoegiliazionex® = 24d*x+ 48d° (¢ ) !, che

e piu semplice della precedente.

Trattandosi di un’equazione di terzo grado, dungueicibile per radicali, malgrado
I'espressione delle radici in funzione dei coe#fiti non sia affatto semplice, € possibile
realizzare un disegno interattivo relativo al pevbé in esame determinando tali radici con
l'ausilio della calcolatrice interattiva presenteGABRI Vi e perd un’alternativa indicata
da Viete, costituita dalla possibilita di ridurfequazione in questione alla determinazione
di due medi continui proporzionali, che permetteatjgiungere molto piu semplicemente

lo scopo prefissato.

! paragrafo 5.4, nota 227.



Piu precisamente, n&kattato sulla comprensione delle equazjdriete dimostra che per i
cubi affetti da termini lineari, ovvero equazioréldipo A°—3BP A= B’ D (#)? in cui il

guadrato della costante € maggiore del quadruplout® di un terzo del coefficiente piano,

3
p
ovVvero in c:ui(B"D)2 >4(3%J — D? > 4B®, esistono quattro segmenti in proporzione

continua tali che, ponendd uguale alla somma dei medi, il prodotto degliessir(o dei
medi) €B", e la somma degli estremD& >,

Ovvero, esistono quattro segmehti b, ¢ e k, tali cheh:b=b: c=c k, A=b+c,
B =hlk=blce D=h+k.

Poiché Viéte ha precedentemente osservato chegpemunare la somma di due radici,

noti il loro prodotto e la somma dei loro cubi, oge risolvere l'equazione
A’-3BP A= D’ (#), in cui A indica la somma delle radicB® il loro prodotto, eD*® la

somma dei loro cufii per rendersi conto della veridicita della suaesene & sufficiente
confrontare le equazioni&( e @). In tal modo infatti, si evince chB’D e uguale alla

somma dei cubi delle radici, ovvero alla somma adi dei medib e c, della serie di

p 3
continui proporzionalh, b, c ek, pertantoD = B'D_ b—+03 = E +E =h+k>,
BP bc c b

Poiché I'equazioned = 24d*x+ 48d°, che & del tipoA’-3B? A= B° D, conB? =8d° e
D =6d , verifica la condizioneD? >4BP (essendoD? =36d* e 4BP = 32d*), esistono
quattro segmenth, b, ¢ e k, tali cheh:b=b:c=c k, A=b+c, B°=hk=8d e
D =h+k=6d. Pertanto, per determinare una radice dell'equezid = 24d*x+ 48d°, e

2| a struttura dell’equazione é dovuta dllegge di Omogeneitahe Viéte ha introdotto nel terzo capitolo
dell'lsagoge(1591), secondo la quale possono essere confeontaiommate solo grandezze dello stesso
genere. Egli fu il primo ad introdurre una nettatidizione tra I'importante concetto di parametrtidea di
guantitad incognita, e in particolare uso le constirger denotare le quantita note e le vocali paratare le
incognite.

% The Analytic ArtTreatise on the Understanding Equatip@spitolo VI, Teorema Il, p. 172

* The Analytic ArtLibro secondo, Zetetica XX, p. 111

2 2
® Le uguaglianzeh :b— ek= % , seguono rispettivamente ttab=b: ce b:c=c: k.
c



quindi una soluzione del problema, occorre deteangilue medi continui proporzionali tra
h=4d ek =2d° e poi sommarli.

Nella Proposizione XXV deSupplementunGeometriag Viéte ha affermato che in una
serie di medi continui proporzionali, indicati c@e D gli estremi e corA il secondo

termine, si ha ched’® = B?D. Infatti, seB: A= A: Z= Z: D daB: A= A: Z si ottiene

2 3

z :% edaB: A=7Z: Dsi ottieneA[Z:%: B[D, ovvero A’ = B*D.

Di conseguenza, per determinare i medi continup@rmonalib ec, tra 2 e 4, e
2

sufficiente calcolard = 3Jh? [k =234d ec= % =2¥2d.

Per realizzare co@ABRIun disegno interattivo relativo al problema inraeadopo aver
disegnato una@emiretta di origine Q, e unsegmentoQL su di essa, che rappresenta la
guantita notaAC — BC= d(fig. 2), ho dunquenisurato la lunghezza dQL e hocalcolato

i valori dib ec, e quindi diCD = x= b+ c.

Fatto cio, hocalcolato le lunghezze dei lati del triangolo, che datadtgsi sono uguali
rispettivamente aAB= x+3d, AC= x+2d, BC= x+d % e, dopo aver disegnato una
retta r e unpunto A su di essa, ho individuato i vertiBie C, e poi iltriangolo cercato
ABC, trasportando la misura diAB sur, e le misure dAC e BC rispettivamente s e su

B.

La soluzione cosi determinata € I'unica soluzioelpdoblema, in quanto, indicata cara

radice reale dell'equazione 38 Si ha che
x*—24d°x- 48 = ( x-a)( ¥+a »a®- 24d) e il discriminante A =-3a7 + 96d?

dell’equazionex? + ax+ a? - 24d*& negativo.

® Dal momento chér+k=6d e hk=8d?, h ek sono radici dell'equazion¥ - 6dt+ 8d> = 0.
" The Analytic ArtSupplementurGeometriag Proposizione — XXV, p. 416

8 paragrafo 5.4, note 227 e 228.

® A=-302+96d°=-3b+ )"+ 96(12:—:{b2+ ¢+ 2be 32d2) che, essenddb(t=8d°, & uguale a
-3(b? +¢? +16d” - 32d°) = - { P+ - 16d)<- § e 16d)=- B 16f- 16)= .



Pertanto, inserita nella figura costruita una das#ltesto in cui € indicato come interagire
con essa, ho ottenuto un disegno interattivo distif in modo esauriente il problema
esaminato (fig. 3).

Xx=b+c=567 cm

AB =865 cm
408 eem AC=765 cm
" a BC=6,66 cm
AC-BC om0

Figura 2
Q L
AC-BC
C
Muovendo il punto L
lungo la semiretta QL.
& possibile variare il
valore di AC-BC.
A D B

Figura 3



1.2Problema XVI

Su una base data AB, costruire il triangolo ABG;ul vertice C e su una retta CE data di

posizione, e la cui base € media proporzionalevegtica tra i lati.

Figura 1

Determinato il punto medib, di AB, e indicati corE, il punto d’intersezione della retteB
con la retta data di posiziofi#C, e conD, il piede della perpendicolare condotta dal punto
cercatoC su AB, Newton sceglie come incogniC—- AB= x, e, posto in accordo con i

DATI di Euclide,AB=a, FE=b e% :E, riduce il problema all’equazione di secondo
e

grado:
322 -@F-4€ b
2
4e? + 3d°

X- =
Sebbene il problema in esame ammetta in generalsaluzioni, egli scrive la sola radice

—2e?b+ d\/sé 4-38 |5+f1 da

X = , € conclude poi la risoluzione del problema

4¢” + 3d?

affermando che notg tali sonoBC e AC, in quantoBC = a+ x e AC = a— x*°.

Per realizzare un disegno interattivo relativorabfema in esame, dopo aver stabilito se, e
in che modo, I'equazione risolvente dipenda daitpakizione degli enti geometrici che
costituiscono i dati iniziali, si possono individade soluzioni del problema determinando

le radici dell'’equazione risolvente con l'ausili@lid calcolatrice interattiva. Vi &€ pero

10 . . , . . :
La seconda soluzione corrisponde all’altra radeléatjuazione risolvente.



un’alternativa molto piu semplice che consente, Bigervenire alla determinazione di
entrambe le soluzioni del problema, sia di visuaiz in quali casi il problema non
ammette soluzioni. Piu precisamente, poiché laHerga diAB &€ media proporzionale
aritmetica traAC e BC, si ha cheAC+ BC= 2AE, pertanto i due pun€@ che soddisfano le
condizioni del problema sono i punti d’interseziatedla retta data di posizior@E, con
I'ellisse di fuochiA e B, e semiasse maggiofs™.

Per eseguire tale costruzione cGABRI| dopo aver disegnato duette r e s, € un
segmentoAB, sus (fig. 2), ho disegnato punto medio F, di AB, e isimmetrici P e Q, del
puntoF, rispetto al punt@ e al puntd, che costituiscono due vertici della suddettasdi

Per determinare gli altri due verti&l e S, dopo avemisurato la lunghezza dAB, ho

calcolato la lunghezzaFR=+ AB - FB = TBZ—%Iéz\/S_Aé, del semiasse

minore e, dopo averkaasportata suF, individuando il puntd, ho intersecato derchio di
centroF passante pdr con laretta perpendicolaret, as passante péft.

Poiché per disegnare un’ellisse c@MABRI occorre evidenziare cinque punti, ho poi

2 2
determinato un ulteriore punto dell’ellisse mede’eaﬂequazionei—2+ﬂ2 =1, che la

AB AB
rappresenta nel sistema di assi cartesiani dir@igie assi et. In particolare, dopo aver

calcolato I’ordinataﬁz%ﬁ?,, del punto di ascissﬁ:%ﬁ, I'ho trasportata su B,

individuando il puntal, e ho individuato il puntd@ dell’ellisse intersecando derchio di
centroB passante pel, con laretta perpendicolare a s passante pdB. Disegnata infine

I'ellisse €, passante per i pur®, Q, R, SeT, ne ho determinatogunti d’intersezioneC e
C’, con la rettar, che esistono soltanto see £ non sono esterni, e ho completato la

costruzione disegnanddriangoli ABC e ABC’, che soddisfano le condizioni del problema.

" The Mathematical Papers of Isaac Newtwol. V, p. 239, nota 296



AB=3.83 cm
FR=3.32 cm
BT =287 cm

Figura 2

Nel disegno interattivo, in cui compaiono entraniesoluzioni del problema, é presente
anche l'ellisset, in quanto permette di stabilire in quali caspibblema non ammette
soluzioni, inoltre ho inserito una casella di tgséw indicare quali sono gli oggetti mobili e

come possono essere spostati (fig. 3).

I punti A e B, sono mobili sulla
retta in cui giace il segmento
AB, e larettar pud ruotare
intorno al punto Z, ed essere
traslata spostando lo stesso
punto. Inoltre, se larettare
I'ellisse (avente A e B come
fuochi, e 2AB come asse
maggiore) sono esterni, il
problema non ammette
soluzioni.

Figura 3



1.3Problema XXI

Determinare un punto C sulla retta DF tale che,dse questo punto si conducono due
segmenti AC e BC, per due punti datie B, la differenza di questi due segmenti sia

uguale ad una linea data

Figura 1

Per risolvere il problema, condotte dai pukhe B, le perpendicolarAD e BF, alla rettaCF,
Newton sceglie come incognitBC = x, e pone, in accordo conDATI di Euclide,
AD=a, BF=b, DF =c e AC- BC=d.

Nell'ipotesi cheAC sia maggiore dBC *?, riduce poi il problema all'equazione di secondo

grado:
(dz—cz)xz—ZCezx+ d d&- é=0(),
2 2 _ 12 _
in cui =2 +d > b Cz, e conclude la sua risoluzione scrivendo la saldice
_@ctJeéd-ad+ 4 dé
X= o )
In effetti, il problema in esame ammette in gereeraue soluzioni a cui, nella

configurazione considerata, € possibile perveniegliemte le radici dell’equazione |

tuttavia se il puntd® si trova a sinistra del punfg I'equazione risolvente del problema non

12 Supponend@C minore diBC, si perviene alla stessa equazione.
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e pill @), bens‘l(d2 —02) xX+2cé x+ o &- 4=0"(a), pertanto, in tale eventualita, per

determinare le due soluzioni del problema occoromsiclerare entrambe le radici
dell'equazione4).

Dal momento che la diversita tra) e (¢ ), consiste solo nel segno del coefficiente del
termine di primo grado, le due equazioni hannocianjpposte, pertanto, per distinguere i
due casi, € sufficiente considerare soltanto lécrati (¢ ), e riportarle in un sistema di
coordinate cartesiane, di origibe avente I'orientamento dell'asse delle ascisserdipnte

dalla posizione del pun®® rispetto al punté**.

O I e e e e e e e e

Figura 2

Per realizzare co€ABRI tale costruzione, dopo aver disegnato guati A e B, e una

retta r (fig. 3), ho rappresentato il valore assoluto delifierenza delle lunghezze dei
segmentiAC e BC, ovvero|d|, con unsegmentoQL, avente I'estremd. mobile sulla
semiretta QL. Completata in tal modo la costruzione degli eggometrici che

costituiscono i dati iniziali del problema, ho disato lerette perpendicolaret es, alla

rettar, passanti rispettivamente p®e B, i punti d’intersezioneD, dit conr, eF, discon

13 Sj ottiene sostituendo I'espressiof€ = FD+ DC = c+ x, all'espressione=C = DC- DF = x- ¢, nel
procedimento risolutivo di Newton (Paragrafo 5.7).

14 per giungere all’equazion® ), Newton ha post)AC-d= BC, pertanto determinate le radici di tale
equazione, per essere certi che con esse si individdei punti che soddisfano le condizioni debfgma,
occorre verificare sia che la distanza del pux{o del puntd) dai punti soluzione sia maggioredjisia che

la quantitae® + cCOCD(= X) sia non negativa (in quanto, in caso contraricasitie AC+ BC= d).

11



r, e il sistemadi assicartesianDJxJy”. In seguito, ho determinato faisura deisegmenti

éHJé&—éd+é&ée
d?-c?

AD, BF, DF, e QL, e, dopo avecalcolato i valori x+=

__Eo-Jeéd-dd+ dd¢
dZ_CZ

ascisse del sistema fissato, individuando cosipdui C e C'. Dal momento che i punti

, delle radici di ¢), li ho trasportati sull'asse delle

determinati appaiono anche se non soddisfano Idizioni del problem#, ho disegnato i

segmentiAC, BC, AC’ e BC’, e, dopo avemisurato la loro lunghezza, hoalcolato le

guantita:
_gllreBad (1 seC soddisfa le condizioni del probke
~ gHac-sd-4 | inesistente altrianti
e

eBod

e successivamente i prodotiix(x+) e mx(x-) . Trasportando i risultati ottenuti

_ gllremeehd (1 seC ' soddisfa le condizioni del praie
inesistente altrienti ’

sull’asse delle ascisse del sistema di riferimento fiskat@oi individuato due nuovi punti
C e C’, che appaiono solo se soddisfano le condizioni del prahlpertanto, dopo aver
nascostoi punti determinati in precedenza e i segmenti da esx=nti, ho disegnato i
segmentiAC, BC, AC’ eBC’.

!5 Trasportando il numero 1 sul puntoD, ho individuato un puntd), e quindi il cerchio di centroD
passante ped, che ha raggio unitario. Poi ho determinagouinti d’intersezione Jx e Jy, di tale cerchio
rispettivamente con Isemiretta DF e con laretta perpendicolarear, passante pdD, e infine ho definito il
sistema di assDJxJy. L'esigenza di definire I'unita di misura di tadéstema di assi uguale a 1, nasce del
fatto che in esso verranno riportati i valori delalici dell’ equazione risolvente del problemavdee, la
scelta didx sulla semirettd®F, cambia I'orientamento dell'asse delle ascisséymzione della posizione &
rispetto al punta@\.

16 Nota 14.
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I|AC-BCI1=3,07 cm i

i s AC=739 cm
AD_—3,45 cm BC=10.45 cm
BF =275 cm IAC-BCI1=3,07 cm
DF=3.56 cm n=1,00
X+=-6,03 cm nx X+ =-6.53 cm

%x-=531 cm

B
AC'=633 cm
BC'=3.26 cm
1AC -BC' 1=3,07 cm
m = 1,00
mx(x-)=531 cm

F o

Figura 3

Analizzando la figura ottenuta per stabilirne il correttazfanamento, ho tuttavia appurato
che la dipendenza dix dalla semirettdDF, che e inesistente nel caso in Bugiace sulla
retta t, fa si che in tale eventualita la costruzione non abbigolud’er ovviare
all'inconveniente, dopo aver posiziondosullaretta t (fig. 4), e aver disegnato gunto
d’intersezione Jx’, del cerchio unitario di centrD, conr, ho definito il sistemadi assi
DJx'Jy, e ho trasportato sul suo asse delle ascisse i \¢thei radici. Poiché in tal modo,
nel caso in cuB non giace su, appaiono costruzioni errate o sovrapposte a quele gi

disegnate, dopo aver misurato la distadzadi B dalla rettat, ho calcolato la quantita

- 1 seB giace su . . .
q= el ={ g e successivamente il suo prodotto per la radi¢e

inesistentaltrimenti

Trasportando il risultato sullasse delle ascisse del nuovo sistema di &ss poi
determinato uno dei punti che soddisfano le condiziehpdoblema nella configurazione

considerata, ma che non appare in altre configurazigmal momento che quan&ogiace

sut si ha che(x-)=-(x+), per determinare l'altro punto soluzione, ho disegrihto

simmetrico del punto gia trovato rispetto al puri2o
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IAC-BC1=055% cm 5
AD =243 cm t
BF=3.24 cm dB=0,00 cm
DF=0,00 cm q:]'(m

Xx+=3,01 cm

%-=301 cm qxx+ =301 cm

IAC-BCI1=0,55 cm
z=100

zx(x+)=3,01 cm

Figura 4

Come nella costruzione relativa al caso generale, i @BetC’ cosi determinati appaiono
anche se non soddisfano le condizioni del problendante, disegnati segmentiAC e
BC, emisurata la loro lunghezza, hcalcolatola quantita:
e/ 1"eBdd (1 seC soddisfa le condizioni del probke

) W ) { inesistente altreenti
e successivamente il suo prodotto per. Trasportando il risultato ottenuto sull’asse
delle ascisse del sistema di riferimento fissato, ho paricheato un nuovo punt@ e il suo
simmetrico C’, rispetto aD, che appaiono solo se soddisfano le condizioni dellgmudh
nel caso in cuB giace su. Pertanto, dopo aveascostoi punti determinati in precedenza
e i segmenti da essi uscenti, ho disegnatgimentiAC, BC, AC’ eBC’.
La figura costruita € ora completa oltre che corretta, antuin essa compaiono tutte le
soluzioni del problema in ogni configurazione, pertamascostoil sistema di assi, e
inserita in essa una casella di testo, ove é indicato spab gli oggetti mobili, e come

14



possono essere spostati (fig. 5), ho ottenuto un diseigterattivo che illustra

esaurientemente il problema.

IAC-BCI

Spostando il punto L lungo la
semiretta QL. si pud variare
la differenza di ACe BC,
inoltre i punti A e B sono
mobili, e la rettar pud
ruotare attorno al punto Z, o
essere traslata spostando lo
stesso punto.

Figura 5

Poiché lo stesso problema puo essere altresi risoltoegecamente, malgrado abbia gia
raggiunto I'obiettivo di realizzare un disegno interattivassoerelativo, ho analizzato anche
la costruzione relativa alla risoluzione geometrica, qrfrontarla con la precedente e
stabilire quale delle due consenta di raggiungerespimplicemente lo scopo a cui €
finalizzata la loro realizzazione.

In particolare, la risoluzione geometrica consiste malirre il presente problema, al
problema della determinazione dei cerchi passanti perpdati e tangenti un cercfilp

mediante semplici considerazioni, ovvero, osservando @éio A’ il simmetrico diA

rispetto alla retta data (fig. 6)Ceil cerchio di centrd e raggiold| =|CA- CB, i puntiC e

C’ che soddisfano le condizioni del problema sono i centrcerchiG eH, passanti peh e

A’, e tangent{. La veridicita dell’asserto e conseguenza del fatto abiti,K e H i punti di

contatto dig eH, con il cerchia?, i segmentKB e BH hanno lunghezza pari|a|, mentre i

' The Mathematical Papers of Isaac Newteal. V, p. 195, nota 232.
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segmentiCK e C’'H, hanno lunghezza pari rispettivamenteCA& e C'A, pertanto,

ICA-CH= CK- CB=| de|C'A-C'H=C B- C H=| d.

Figura 6

Per realizzare tale costruzione d0ABR]| dopo aver disegnato dgenti A e B (fig. 7),
unaretta r, il simmetrico A’, di A rispetto a, horiportato il segmentdQL sul puntoB, e

ho poi applicato al cerchio compasso e ai pdné A’, la macro Cerchi per due punti
tangenti un cerchid®. Poiché talenacroé stata definita dopo avere nascosto i centri dei
cerchi finali, che appaiono anche quando non dovrebberdisegnat®@ e C' comepunti
d’intersezione della rettar, con l'assedi una corda dei cerchi determinati, e, dal momento
che tali punti, come nella costruzione precedente, appaamche se non rappresentano
soluzioni del problema, ho costruito due punti sovrap@osssi, che vengono visualizzati
solo se soddisfano le condizioni richieste.

Piu precisamente, disegnatsegmentiAC, BC, AC’, BC', AM e AM’, conM e M’ punti

medi rispettivamente dAC e AC’, e, misurata la loro lunghezza, hcalcolatole quantita:

_glf*e B4 (1seC soddisfa le condizioni del probe
~ gHAced-d

inesistente altrienti

e

18 paragrafo 1.8.
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inesistente altrienti ’

e successivamente i prodottix AM e m'x AM'. Trasportando i risultati ottenuti sul

g/ 1Ac-8C-d {1 seC ' soddisfa le condizioni del proiie

punto A, ho poi individuato due punt® e Q’, che appaiono solo se i centri dei cerchi
determinati con lamacro Cerchi per un punto tangenti un cerchig soddisfano le
condizioni del problema. Pertanto, dopo aver determingtonti d’intersezione N, del
segmentAC con il cerchio di centroA passante pe®, e N’, del segment®C’ con il
cerchio di centroA passante pe®’, ho disegnato isimmetrico C, di A rispetto aN, e il
simmetrico C’, di A rispetto aN’, che a differenza dei punti omonimi appaiono solo se
soddisfano le condizioni del probleniascostidunque i punti determinati in precedenza e
i segmenti da essi uscenti, ho completato la costruzimegrhndo segmentiAC, BC,
AC eBC'.

Analizzando la figura costruita per stabilire la suaettezza, ho tuttavia appurato cheBse
giace sur, la macro Cerchi per un punto tangenti un cerchioda luogo a due cerchi
diversi da quelli che appaiono in geneldidig. 8), pertanto per completare la figura,
occorre analizzare tale caso separatamente. Inottighénel caso in cui il punta giace
sur, si ha cheA coincide conA’ e la suddettanacro non da luogo a nessun cerchio, €
necessario ripetere la costruzione scambiando i raoh B,

Sebbene analizzando tutti i casi particolari sia pdesibmpletare la figura in costruzione,
dal momento che la prima figura costruita € molto piu $empin quanto unione di due
sole sotto-costruzioni, ho scelto di illustrare il presente Iprob mediante la figura

interattiva gia costruita.

19 . . N . . . og4a . . P, .
La macroin questioneg unione di trenacrg una delle quali da esito solo se i punti inizgiicciono su
una circonferenza concentrica al cerchio iniziale.

22 Nel caso in cul e B giacciono entrambi sy essi coincidono entrambi con i loro simmetrispetto a tale
retta, pertanto occorre determinare le soluziohpdgblema in modo diverso.
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IAC-BC1=0,55 cm
IAC-BC' 1=0,55 cm

AC=329 cm
BC=3.84 cm
IAC-BCI=055 cm
n'=1,00

AM =164 cm
AMxn'=164 cm

AC' =389 cm
BC'=4,44 cm
m'= 1,00

AM =222 cm
AM'xn'=222 cm

Figura 7

IAC-BCI1=0,55 cm

Figura 8
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1.4 ProblemaxXXIV

Inserire nell’angolo retto EAF, un segmento dato EFmodo che questo segmento esteso
passi per un punto C, egualmente distante dalle diee rche comprendono l'angolo

retto.?!

Di tale problema Newton presenta due diverse risolyzieme indica una terza. Piu
precisamente, determinato il punto med® del segmentoEF (fig. 1), e posto

CB=CD= ae EG= FG= Db, egli inizialmente sceglie come incogn(f4s = x, e riduce il

, . . . . 2a° ,+2a’b’
problema all’equazione di quarto grado biquadratiéa= op? X b di cui scrive
+ —_

2L s tratta deproblema del quadratmoto anche comaroblema (al modo) di EraclitcE un caso particolare
del problema del romhgpresentato da Apollonio nelle slrelinazioni e deve la sua denominazione al fatto
che Eraclito, geometra non altrimenti noto, siclegata antecedente Apollonio, pare ne abbia dato una
soluzione diversa

Nel terzo libro dellaGéometrie Descartes espone un metodo che permette sialdiirst se un problema
ridotto ad un’equazione di IV grado & piano o smlisia di ridurre I'equazione nel caso in cui ibpiema e
piano, e, per corredare la sua spiegazione corseim@o, prende in esame proprid’iioblema di Eraclito
trovato in Pappo.

Prima di applicare il suo metodo a tale problenh®, esprime con la richiesta di prolungare il la@ di un
dato quadratdAD, fino al puntoE, in modo cheEF sia uguale ad una linea dad{B, egli ne espone la
soluzione di Pappo, che consiste nel prolun@dino al puntoG, in modo cheDG sia uguale N, e nel
determinare il punto cercak) come intersezione del cerchio di diamd3f® con la rettaAC.

Osservato che tale soluzione si ottiene scegli@@a@ome incognita, Descartes afferma poi che chiusgue
proponga di risolvere tale problema senza averdiéaita con simili costruzioni, & indotto a sceagk come
incogniteCF o DF, ottenendo in tal modo, anche se piu facilmenté&equazione difficile da risolvere senza
il suo metodo. Pertanto, posBD = CD= a, EF = ¢, e scelta come incognitaF = x, riduce il problema

allequazione x*-2ax+(2a®- ¢)X-2a&x d4=0, e, applicando il suo metodo, mostra come

determinarne la soluzionBF :x:%a+\/:11 az+711c2 —\/—jrtf——;af'+—;a/ g+ & . Assicurato infine che

scegliendo come incogniF, CE, o BE, si ottiene ancora un’equazione di IV grado, ma sgmplice da
risolvere, Descartes lascia al lettore il compitagpurare la veridicita della sua affermazione.
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la sola soluzionex:\/a2+ b +Va'+4a& . E in seguito, post€D=a e EF =b,

sceglie come incognitaCE=x , e riconduce il problema all'equazione
+ 2
x* +2bx zbz{ X -2abx &B=0,cheriduce a®+bx-&=+a/ &+ B %
-2a
H
K
B A
k F
|
| G
: E
|
|
T D
Figura 1

Osservato poi, che il punt® giace sulla circonferenza del cerchio di certr® raggioGE,

egli conclude la risoluzione affermando che tracciateelpgndicolaréGK alla rettaAC, e

posto AK=y, AC=e e EG=Db, si perviene allequaziong’ = —%ey+% ¥ %4, che

22 |n realta, seb>~2a, l'equazione ammette un‘altra radice positivas= \/a2 +P-Ja'+4dl8
corrispondente ad un segmeft®’, inserito nell'angolo rett& AF, ma passante per il punt

Zin effetti, il segmentcCE che Newton ha scelto come incognita, ha lo stessio del segmentBF nella
costruzione di Descartes (nota 21), quindi NewtarsVolto il compito che Descartes ha lasciatottbre, di

verificare che scegliendo come incogriBta si ottiene un’equazione di IV grado piu semplieeridolvere, di
guella determinata nell@aéomeétrie

24 Paragrafo 5.9, nota 238.
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permette di determinardK, e quindi il puntoG, come intersezione dKG con la
circonferenza di centrA.

Nel Quaestionum solutio geometrfcaNewton tratta geometricamente alcuni problemi
relativi alle Inclinazioni®®, e in particolare risolve il problema del rombo, dstente
nellinserire in un angolo datBDAB, un segment&B di lunghezza data, giacente su una
retta passante per un punto det¢fig. 2). Per risolvere tale problema, che ha comsoc

particolare ilProblema del quadratcegli determina un punt®, tale chePQ = CB, sulla

retta perP alla quale appartiene il segmer@8, come intersezione del cerchio di cerfro

e raggioCB, con l'iperbole descritta d@ al variare della lunghezza del segmeGi Piu
precisamente, egli dapprima dimostra che il puptdescrive una conica, osservando che
tracciati i segmentQR e PR, parallelirispettivamente aAD e AB, si ha la proporzione
PD: DC(= AD- QR = PR QF*. E poi osserva che si tratta di un’iperbole, in quanto

facendo tendereQR e PR allinfinito, dalle proporzioni AD-QR: QR= PD P e
PD+ PR: PR= AD QF® si deduce rispettivamente cteR=- PD e QR= AD, da cui

segue che la rettAB e la retta pefS parallela aAD (ove S € il punto diPD tale che
PS= PD), sono asintoti della coni¢d

Tale costruzione potrebbe essere utilizzata per r@aézun disegno interattivo relativo al
problema in esame, in quanto, disegnAt e AD l'una perpendicolarmente all’altra

(fig. 3), presoP sulla bisettrice dell’angolo formato da tali rettedeterminata I'iperbole

> The Mathematical Papers of Isaac Newtwbl. IV, pp. 260 — 261.

28 bj tale trattato di Apollonio, purtroppo andato geto, si conosce il contenuto in quanto fa partsieme
ai trattati sullaSezione di un rapporfsullaSezione di un’areasullaSezione determinataui Contatti sui
Luoghi pianj e ad alcune opere di Euclide, Aristeo ed Eratestali una raccolta dal titoldesoro
dell’Analisi, anch’essa andata smarrita, di cui ci sono penéepeti i sunti di Pappo.

2’ AD-QR= DC, in quanto i triangoliPQR e ACB sono isometrici, per il secondo criterio d’'isongtr
Inoltre, dalla proporziond®D: DC(= AD- QR = PR QR, si deduce ch@® descrive una conica in quanto,

nel sistema di riferimento cartesiano obliquo dgioe P e assiPR e QR il luogo descritto d& € definito
dal’'equazione PDxQR= PR DA- QR, ovvero dallequaziond PR+ PD)(QR- DA=- PDx D/. The

Mathematical Papers of Isaac Newtdrol. IV, p. 261, nota 35.

%8 Sj ottiene applicando la proprieta del comportfe fima proporzione.

29 Sebbene nel disegno di Newton siano possibili dliezioni, la seconda delle quali &€ corrispondetiige a

posizione diBC nell’angolo opposto al vertice @AB, quandoBC é sufficientemente grande, ci sono due
ulteriori soluzioni, corrispondenti alla posiziodé C al di sotto diD. The Mathematical Papers of Isaac

Newton Vol. IV, p. 261, nota 38.
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descritta dal punt®, per completare la costruzione é sufficiente riporsarepuntoP un
segmento la cui lunghezza rappresenta quella del seguofemntserire tra le rett&B e AD,
e determinare poi il punt®, attraverso cui deve passare la retta Pathe risolve |l

problema, mediante lintersezione della circonferenza pamso con liperbolé® .

Figura 2

0n generale, per disegnare un’iperbole &#&BRIoccorre individuare cinque suoi punti, ma in @@, dal
momento che l'iperbole descritta dal pugassa sicuramente pere per il suo simmetricB’, rispetto al
centroC’ dell'iperbole (determinato dall'intersezione degdiintoti), & sufficiente individuarne solo treta
fine, considerato ch® descrive I'iperbole al variare della lunghezza segymentdC, basta riportare sB i
segmenti intercettati tra le ret¥ e AD, da due qualsiasi rette passanti Pee individuare poi il simmetrico
T, rispetto &C’, di uno dei punti cosi individuati.
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Tuttavia, in tal modo si ottiene una figura non completajuanto in essa mancano le due
soluzioni corrispondenti ai segmenti di lunghezza uguale dagdata, ma passanti per il

puntoP.

Figura 3

Per poter realizzare un disegno interattivo in cuigaiono tutte le soluzioni del problema,
ho dunque esaminato la soluzione del problema del romberpa¢s da Apollonio nel suo
trattato sulldnclinazionf™.

Nella sezione del VII libro dell€ollezionidi Pappo dedicata al | libro delieusis tale
problema & suddiviso in due problemi, I'ottavo e il nBndi cui il primo & il problema (al

modo) di Eraclito, ovvero del quadrato, e il secondolaive al caso in cui il segmento di

% Tale opera & dedicata alla classe greiblemi piani (ossia risolvibili con il solo adsildi linee rette e
cerchi), relativi alle costruzionneusis Secondo la definizione data da Pappo, una céstreineusisé la
costruzione di una linea retta che passa attravargunto dato e intercetta tra due rette, dueecuwnsu una
sola curva, un segmento di lunghezza data. In genarna costruzioneeusis anche se le curve che fanno
parte della questione sono solo linee rette e gemdn € riconducibile ad un problema piano, e &io
confermato dal fatto che problemi non piani, coraetrisezione dell’angolo e la ricerca di due medi
proporzionali, sono riconducibili a costruziam@usis Pappus of AlexandriadBook 7 of the CollectigrPart 2,
pp. 527 — 534.

32 pappus of AlexandrigBook 7 of the CollectigrPart 1, pp. 202 — 207.
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lunghezza data passa per il vertice del rombo su ceifeftua la costruzionaeusis In
particolare, nell'ottavo problema, che & preceduto dalemeni®®, ed & seguito da una
sintest’, si prevede I'inserimento di un segmento di lungheista ©, tra i prolungamenti
dei lati del quadratoABA/™ (fig. 4), che non passi per il vertid®@ da cui é fatta la
costruzione, invece nel nono problema, di cui & presestdo undiorisma preceduto da
un lemmé&’, viene determinata la lunghezza minima del segméntaffinché esso possa
essere inserito passando per il verBce

Il lemma su cui si basa la dimostrazione del probleelaquadrato afferma che, dato un
quadratcABA/ (fig. 5), e disegnata una retta passanteBpelne incontra irH il lato 47, e

in E il prolungamento diA/, la retta pelE perpendicolare alla precedente, incontra il

prolungamento dB4, in un puntaZ tale chelA* + HE? = AZ>.

3311 primo di tali lemmi costituisce solo un’osseri@ne supplementare.

3 Nel VI libro delle sueCollezionj dopo aver presentato Tlesoro dell’Analisicome una speciale risorsa
dedicata a chi, dopo aver studiato lementj voleva acquisire la capacita di risolvere problgeometrici
riguardanti le curve, Pappo descrive in modo cotoplemetodo usato dagli autori di tale opera, @ski
metodoanalitico, che € basato sanalisi (che pud esseteorematicao problematica a seconda che con essa
si cerchi una verita o di ottenere codao cio che é richiesto), €intesi Piu precisamente,dhalisi consiste
nel determinare una serie di conseguenze, a pd&ioi che si cerca, fino a giungere alla premessad una
sua nota conseguenza (in tal modo, se si arrivanamettere qualcosa di impossibile, anche il prohlém
impossibile), lasintesiconsiste nell’invertire il percorso per ottenerawlimostrazione valida. E opportuno
osservare che, sebbene l'invertibilita del percalisaostrativo sia possibile solo se i suoi pasabsoostituiti
da condizioni necessarie e sufficienti, 'applicam delmetodoanalitico prevede lo studio delldeterminatio
del problema, ossia lo studio delle condizioni @iolubilith, che non sono altro che le condiziohec
garantiscono linvertibilita del percorso. Infinegl metodo analitico si chiamdiorisma la discussione
preliminare relativa a quando, come e in quanti inmb essere risolto un dato problenfappus of
Alexandria, Book 7 of the CollectipRart 1, pp. 66, 67.

% |1 lemma aldiorisma, & attribuito da Pappo agli antichi, inoltre landistrazione defiorismaé dello stesso
Pappo, e cid suggerisce che Apollonio pud avensicierato ovvio, o averne dato una diversa dimpisina
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Detto @il punto d’incontro dBZ, con la retta peE parallela a4, e osservato che:
B gli angoli FE® e ZEH sono entrambi retti, pertanto I’angoldﬁH , ovvero

I'angolo ABH %, & uguale all'angol@ E©*";

% ’angolo ABH @ uguale aII’angoId‘EH , perché sono angoli alterni interni formati dalleghiele BZ e
AE, con la trasversaBE.

3"E dovuto al fatto che gli angoz%@ e FEH , sono uguali perché complementari dello stessmlang
BEO.
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B l'angolo ZOE & uguale all’'angolo rett®AH , e E© = BA, pertantoEZ = HB>%,

B i punti 4 Z E e H, appartengono allo stesso cerchio, pertanto
ZB[BA = EBOBH®,

B dall'uguaglianzaBz? = BE? + EZ, si ottieneBZ [ZA = BEOEH+ BH*:

B BE[CEH+ BH* = EBOBH+ EH *, pertanto BZ[ZA = EBOBH+ HE , ovvero

BZ[ZA = ZBOR\+ HE;
la tesi del lemma si ottiene sottraendo ad amboembri dell'ultima uguaglianza la
quantitaBA [AZ *®,
La risoluzione dell'ottavo problema, € invece costpodaanalisi e sintesi L'analisi,
consiste nel supporlo gia risolto, e si ottieneegiandoEH perpendicolare BE (fig.
4), e osservando che dalluguaglianZbl®> =A%+ ZE? (ottenuta applicando il lemma

precedente), segue cHgE e dato di posizione. Tale uguaglianza consentattintli

38 Segue dal secondo criterio di isometria applicatdangoli rettangolEGZ e BHA..

% Segue dal fatto che il quadrilatero convesso iddato da tali punti, essendo formato dai triangoli
rettangoliHEZ e HAZ, ha gli angoli opposti supplementari.

40 Segue dal teorema delle secanti, applicato al epassante per i pundi, Z, E eH, e alle secanBE e BZ

“ QOsservato che BZ=BA+AZ e BE=BH+HE , [luguaglianza BZ?=BE’+ EZ diviene
BZ(BA+AZ)= BE BH+ HE+ EZ. Eseguendo i prodotti e sostituendtB a EZ si ottiene poi

BZ[RA+ BZ[A Z= BEIBH+ BE]IHE HE che essendo ZB[BA= EBOBH diviene
BZ[AZ= BEOHE+ HB.

“?  BE[EH+ BH =(BH+ EHJOEH+ BH  =BH[EH+EH’+ BH'=  BHEH+BH)+ EH’ =
= EBIBH+ EH’

*® BZIAZ- BA[AZ= ZBJR- R Z HE, ovvero AZ[{BZ- BA)= BA[{ BZ-A 2+ HE , ovvero
ancoraAZ? = BA®*+ HE®. Pertanto, essendBA =T'A, sihaAZ® =T A*+HE?.
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~

affermare che essendo ndéi\ e ZE, lo é ancheAH, e di conseguenzBH. Pertanto,
essend@H dato anche di posizione, tale € il semicer@#d, e poiché anchAE é dato di
posizione, tale € il punt, e di conseguenza il puni) e quindiBE.

La sintesj consiste nell’osservare che dato un quadraipuka linea®, e presdAH tale
che AH?=TA%+0©?, si ha cheHA & maggiore dAl', pertantoHAAB > Ar?. Da tale
disuguaglianza segue infatti che il semicerchioB$ti cade oltre il puntd, pertanto
disegnato il punto d’'interseziorte di AE con il semicerchio di diamet®H, poiché per il
lemma precedentAH? =A%+ ZE?, si ha che® eguagliaEZ, e dal momento ch® &
dato, risolve il problenta

Per quanto riguarda il lemma che preceddiagrisma del nono problema, esso afferma
sostanzialmente che, dato un triangolo isosBéle (fig. 6), e dettd\ il punto medio della
sua bas®Il’, ogni segmento passante feintercetta tra i lati del triangolo, eventualmente
prolungati, un segmento maggiore Bli. DisegnatoEZ, e prolungatoAB fino a Z, la
dimostrazione di tale lemma e basata sulla pogdailal prendere nell’angold, I'angolo

ACH uguale allangoloBZE, dovuta al fatto cheABI (= BrA) & maggiore dell’angolo
BZE™. In tal modo infatti, si ha la proporzio®&\: AB=TA: AH*, dalla quale, poichZA
& maggiore diAB*', si deduce ch&A=(BA) & maggiore diAH, e quindi chezA &

maggiore diAH, da cui segue chBl" & minore dizH*, e quindi diEZ Disegnata inoltre

un’altra linea®K, e dimostrato con un procedimento analogo al plextte cheEZ e

4 Nella sintesj viene inoltre dimostrato che la soluzione & uné&ahe tra due segmenti uscentiBjal pit
piccolo é quello piu vicino B. Piu precisamente, disegnata un’altra liB&a(fig. 4), I'unicita della soluzione
segue dal fatto che se anch’essa risolvesse ilggnahNA dovrebbe essere ugualeEZ, ma poichéZB &
maggiore diNB, BA dovrebbe essere minore B, e cido € assurdo. Inoltre, poichd & maggiore dBE, e
BZlo e diBN, alloraNA € maggiore dZE, pertanto la linea piu vicinalaé sempre minore dell’altra.

5 L'angoloABI™ & esterno al triangolBZA , pertantoABI = BZE+ B\ Z.

“8 Sj ottiene dalla similitudine dei triang@BA e AHT, dovuta al primo criterio.

7 |n quantoZ BA > BZA .

“8 Ppoiché BA & wuguale a AZ, dalla proporzione segue cheZA[AH=BA? , pertanto
2 2 2
ZH=Z0+AH=za+ B0 S 28+ BAT 220 _op o g
ZA ZA ZA

27



minore diOK, si ottiene ch®I™ e la minore di tutte le linee rette passantifyez che la piu

vicina ad esso e sempre minore delle altre.

Figura 6

Infine, il diorisma al nono problema, che Pappo afferma essere ovvimnsiste
nell'osservare che, disegnato un romhBl A, ed EZ perpendicolare adA (fig. 7), si
ottiene un triangolo isoscel®AZ pertanto, per il lemma precederi, € minore di tutte le

linee passanti peX e la piu vicina ad esso € minore delle altre.
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Figura 7

Sebbene con la costruzione indicata nella sintsottavo problema, si possa costruire la
soluzione del problema in esame solo nel casoiiit sagmento da inserire non passi per il
vertice B del quadrato su cui si effettua la costruziovesis il lemma su cui si basa
I'analisi dell'ottavo problema, si puo estendere anche s @a cui il segmento da inserire
passi per il verticdB del quadrato, con la sola differenza dB8 =AZ- BA, anziché
BZ =AZ+ BA* (fig. 8).

Pertanto, per realizzare un disegno interattivating al problema in esame, ho eseguito la
costruzione descritta da Pappo in entrambi i cagrasndicati, determinando il punt®

come intersezione del cerchio di diameste conAE (figg. 4 e 8°).

“9La dimostrazione del lemma nel caso consideratitigine ripercorrendo la dimostrazione precedeme
facendo riferimento alla figura 8.

*In tale figura il ruolo diH e Z & scambiato, come nella figura 5 relativa al lenuhea precede I'ottavo
problema.
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Figura 8

Piu precisamente, dopo aver disegnato gt r, passante per upunto I', e laretta
perpendicolare s, ar, passante pdr (fig. 9), ho disegnato ldisettrice b, dell'angolo
formato dalle due rettte ho fissato upunto B su di essa. Per completare la costruzione
degli oggetti che costituiscono i dati iniziali ggloblema, ho poi disegnato usemiretta

di origine Q, e unsegmentoQP su di essa, che rappresenta il segmento da serir
nell'angolo formato dalle rettee s. Fatto cio, ho condotto d&le rette perpendicolarit e

h, alle retter e s, e, dopo aver disegnato i lgponti d’intersezioneA e, con tali rette, ho
riportato il segmentoQP sul punto B, individuando cosi ilpunto T sulla rettat.
Determinato poi, ipunto d’intersezioneH, delcerchio di centro4 passante peF, conh,

ho disegnato ipunto medio M, dei puntiB e H, e quindi ilpunto d’intersezione E, del
cerchio di centroM passante pds, con la retta, che rappresenta un punto della rettaBer
che intercetta tra le rettee s, un segmento uguale@P. Disegnata laetta BE, ho allora
determinato iunto d’intersezioneZ, di tale retta con la ret® e ho completato la prima

* Per disegnark ho fissato upunto R sulla prima retta, e ysunto Ssulla seconda.
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parte della costruzione disegnandselgmentoEZ, e il segmentoE’Z’, intercettato tra le

retter es, dalla rettasimmetrica alla rettaBE, rispetto alla retté.

Figura 9

Per eseguire la seconda parte della costruziodisegnare le due rette passanti Beche
intercettano tra e s un segmento uguale al segme@®, ho poi disegnato l'ulteriore
punto d’intersezioneH’, del cerchio di centrd passante per (fig. 10), conh, il punto
medio M’, dei puntiB e H’, i punti d’'intersezione E” e E™, del cerchio di centroM’
passante pds, con la retta, lerette BE” e BE™, e infine isegmentiE’"B” eEB™ , da
esse intercettati tra le rette s, che sono uguali @P.

Nel caso in cui il segmen@P ha lunghezza minore de¢gmentoGO, intercettato tra e s

dallaretta perpendicolare ab, passante pds (fig. 11), i puntiE” e E™ non esistono. Per
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rendere palese che l'esistenza delle soluzionipdeblema rappresentate dai segmenti
E"B” eE”B” , dipende dalla lunghezza del segme@f®) horiportato tale segmento sul
puntoQ, e ho cosi individuato punto V sulla semirett®P. In tal modo infatti, & evidente
che il problema in esame ammette due soluzioR g&ce a sinistra del pun¥g e quattro

se giace dalla parte opposta.

Figura 10
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Figura 11

Infine, cambiando opportunamente i nomi degli ofigete intervengono nella figura, e
inserendo in essa una casella di testo in cuiieata quali sono gli oggetti mobili e come
possono essere spostati (fig. 12), ho ottenutoigegdo interattivo che illustra il problema

esaminato, in cui compaiono tutte le soluzionigmicconfigurazione.
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H P

QP = EF

Spostando il punto P sulla semiretta @P,
si osserva che se tale punto giace trai
punti @ e H, il problema ammette due
soluzioni, se invece esso giace a destra

del punto H, il problema ammette quattro

soluzioni.
Inoltre, spostando il punto Csullarettab
varia la lunghezza del segmento QH, che

rappresenta la minima lunghezza del
segmento passante per C, inseribile
nell'angolo retto EAF.

Figura 12
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1.5Problema XXVII

Trovare un punto D tale che, se da questo punto si conducosedraeenti DA, DB, DC,

per tre punti dati A, B, C, questi segmenti siano tra laran rapporto dato.

| e L™

=
UJ*\--*H‘I

Figura 1

Condotte le perpendicolaBE e DF, alla rettaAC, e scelte come incognitdF = x e
FD =y, Newton pone, in accordo conDATI di Euclide, AE=a, AC=b, EB=rc,

AD =9 e AD _ E e riduce il problema al sistema di secondo grado:
CD e BD f

2mx+ 2cn= 2cy

X=s*xyS-th

di cui scrive entrambe le soluzioni

{ X2 = ZSX_ tb A 52

mx )
y=—+n
c

In effetti, poiché al variare della disposiziongli@ggetti che costituiscono i dati iniziali
del problema, variano anche le espressioiClie EF, in funzione dei termini noti e delle

incognite, il problema in esame ammette piu sisteisvlventi, di cui Q) e quello

2 _ 2 2 2
2 Dove, per brevitd ha postq = ¢ , q:d f , m:a—m, ch:M—az—cz, b_p, pr‘rj ,
d d p p r d dc
2 2
s_b_b_ pmnetb —p+ pn
r dc r d
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corrispondente alla configurazione rappresentalia figura cui si riferisce Newton nella
sua risoluzione.

Per realizzare un disegno interattivo relativo @btema in esame, dopo aver stabilito la
relazione tra le diverse configurazioni e i relasisstemi risolventi, si possono individuare
le soluzioni del problema con l'ausilio della cdatace interattiva. Vi € pero un’alternativa
molto piu semplice che consiste nel determinamgntipsoluzione come intersezione di due
luoghi geometrici, e consente sia di pervenirarallviduazione di entrambe le soluzioni
del problema, sia di visualizzare in quali caspibblema non ammette soluzioni. Piu
precisamente, dati due puhtieV, il luogo dei puntiT, tali che il rapporto dUT suVT sia
fissato, € un luogo noto con@erchio di Apollonig pertanto i due puni che soddisfano
le condizioni del problema, sono i punti d’'interieee del cerchio di Apollonio individuato
dai puntiA e C, in corrispondenza al rapporto AD su CD, con il cerchio di Apollonio
individuato dai punti e B, in corrispondenza al rapportoAlD suBD>.

Per eseguire la costruzione c@ABRI| e realizzare un disegno interattivo relativo al
problema in esame, dopo aver disegnatoptrati A, B e C (fig. 2), ho disegnato un
segmentoQV, avente I'estremd mobile sullasemiretta QV, per rappresentare il rapporto
di AD su CD, e unsegmentoTP, avente I'estremd® mobile sullasemiretta TP, per

rappresentare il rapporto AD suBD.

%3 The Mathematical Papers of Isaac Newtwl. V, p. 233, nota 289
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AD:BD=072 cm

Figura 2

Fatto cid, ho applicato lmacroCerchio di Apollonio™ rispettivamente ai punfi e C, e

al segment®@V, e ai puntiA e B e al segment®P, e ho poi determinato i dysainti D eD’,
che soddisfano le condizioni del problema, comerg#zione dei due cerchi determinati
con l'ausilio dellamacra

Nel disegno interattivo, oltre a comparire entrar@soluzioni del problema, sono presenti
anche i due cerchi di Apollonio, in quanto permedtali stabilire quando il problema non
ammette soluzioni, inoltre ho inserito una caseilgesto per indicare quali sono gli oggetti

mobili e come possono essere spostati (fig. 3).

% paragrafo 3.5, Problema XXXIX.
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Spostando i puntiVe P,
lungo le semirette su cui
giacciono, si possono
variare i rapporti di AD, -——=a
rispettivamente su CD e P o~
su BD.
Inoltre,ipunti A, Be C
sono mobili.

Figura 3
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1.6 Problema XLIII

Descrivere un cerchio che passi per due punti dati, éatwhi una retta data di posizione.

Figura 1

Per risolvere il problema, dopo aver disegnato ntpdati A e B, la retta datéEF, e il
cerchio cercat®EB, di centroC, Newton disegna il punto med® dei puntiA e B, e il
punto d’incontroF della retta data con la retta passantelperperpendicolare al segmento
AB (fig. 1). Successivamente, scelta come incogaitarhghezza del segmen®C = x, e

postoDB=a, DF =b e %=E determina le espressioni algebriche GB e CE,
e

coinvolgenti i termini noti e l'incognita, e, dalamento che essi sono raggi dello stesso
cerchio, ottiene I'equazione risolvente del prodesguagliando i loro quadrati:

(d*-€&)X+2bé x dd- Bé=0 (&)

Scritta la sola soluzione:

CcDoxoDErd/Bér dé- dd
-

conclude poi la risoluzione del problema affermanbe, notaCD, e quindi il centraC del

cerchio cercato, da tale punto con un’apertursodigasso uguale @B, si puo descrivere
un cerchio che passa per i pulie B, e tocca la rett&E.

In realta, il problema in esame ammette in genedale soluzioni, tuttavia, poiché
l'ulteriore cerchio che risolve il problema ha aenC’ sulla semiretta opposta alla

semiretta DF (fig. 2), il segmentoC’'D non e soluzione dellequaziones) ma
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dellequazione(d® - €’) ¥ -2bé » & d— B é=0, in quanto, la lunghezza @'F non &
uguale alla differenza delle lunghezze dei segnigite DC’, bensi alla loro somma, ossia
C'F=DF+DC'=Db+ x.

Dal momento che questa seconda equazione diffedalte prima solo per il segno del
coefficiente del termine di primo grado, le due a&qgani hanno radici opposte. Pertanto,

:be2+d\/tfé+ gdé- ad

e , Ossia e uguale al valore assoluto della radice,

C'D

dell’'equazione#), che Newton non ha considerato.

Figura 2
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In una delle note esplicative che accompagnanouka tsaduzione deéArithmetica

Universalis Noel Beaudeux mostra come costruire geometriceenen segmento di

lunghezza uguale alla soluzio®D = x = b + o 3225 +ezé ¢- ad %,

Tale costruzione si divide in due passi, consistespettivamente nella costruzione della

parte radicale e della parte razionale dell'inctgmi. In particolare, per costruire

W+ 2é- dd
d?-¢
intersezione (fig. 3), dalla similitudine dei trgoli FCE e FDH, egli deduce la

, prolungatoBD affinché incontriEF e chiamatoH il punto di

proporzione:
FC:CE: d: e: FH: HD%®,
da cui, supposté-H =d, ottieneHD =e.

Disegnato poi, il semicerchielKD, di diametroDH (fig. 4), in cui inscrive la corda

HK = DB = a, afferma cheDK =VDH -HK_ =& - & ¥,

o

i

R e B e T

Figura 3

%5 Arithmétique UniverselleTomo II, note 60, p.170.

%) triangoli FCE e FDH sono simili, per il primo criterio di similitudinén quanto sono rettangoli e hanno
un angolo in comune.

>" Poiché il triangoldKH é rettangolo, in quanto inscritto in una semiaifeoenza, & possibile applicare ad
esso il teorema di Pitagora.
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Figura 4

Riportato inoltre DK suDF e ottenuto cosi il punt® (fig. 5), egli traccia da questo punto

la parallela @H, chiamaP il punto di incontro di tale retta cdF, e scrive la proporzione:
DF : FH :: DO(= DK): PH *®® ovverob: d::v/ & - & : PH,

da cui ricava:

_dJe-& _db/é-4_d Be ab
b b? b’ '

E, osservato cheeH -DH =FD" , ovwwero ched?-€& =B, e sosttuita ab’

PH

I'espressionad® - €, sia nel secondo termine del radicale, sia nebo@matore, ottiene:

_d/oé+2é- &d
d2_e2

PH

ossia la parte radicale dell'incognka
Tracciata poi, dal puntl, la perpendicolare adéE e chiamatd. il punto d’incontro di tale
perpendicolare con la reti (fig. 6), egli ottiene la proporzione:

FD(=b): DH(=e):: DH(= §: DL*

da cui ricava:

%8 per un corollario del teorema di Talete, ogni retta interseca due lati di un triangolo ed & pelalal
terzo lato, determina sui primi due segmenti projooali.

% per il secondo teorema di Euclide, applicato angblo LHF, che e rettangolo id, DH &€ medio
proporzionale tr&D e DF.
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ovvero la parte razionale i
E infine, riportandd®H daL in C, ottiene:

CD=CL-DL=PH-DL=

mé+wﬁé+éé—éd:

d’*-¢é

completando cosi la costruzione.

Figura 5
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Figura 6

Sebbene neppure Beaudeux accenni alla seconda rdditequazione risolvente, per
b+ WNBé+ d8- 4d
d? - ¢
condizioni del problema e sufficiente costruire

C'D=C'L+DL=PH+ DL= +bef + d\/52é+ezé ¢- ad , riportando PH sulla

costruireC'D = e ottenere il secondo cerchio che soddisfa le

semiretta opposta alla semirefia.

Questa costruzione e di facile realizzazione, Yidtda soluzione geometrica proposta dallo
stesso Newton, nel Problema | d®uaestionumSolutio Geometricd’, & molto pil
semplice, non comporta l'introduzione di incogretesoprattutto consente di determinare
entrambi i cerchi che risolvono il problema.

Piu precisamente, detfi e B i punti dati, eEF la retta data (fig. 7), Newton suppone di
conoscere il cerchio cercato e, indicato Eohpunto di contatto di tale cerchio con la retta
dataEF, e conG il punto di incontro della rettAB con la rettéEF, osserva che il segmento

EG e medio proporzionale traG e BG. Pertanto, determinateG, per ottenere i punti di

%0 The Mathematical Papers of Isaac Newtwnl. IV, pp. 254 — 255.
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contatto dei due cerchi cercati con la retta dataufficiente riportarlo siEF, da parti

opposte rispetto @.

Figura 7

Per eseguire la costruzione cGABRI al fine di realizzare un disegno interattivo, dop
aver disegnato dysunti A eB, e unaretta r (fig. 8), ho disegnato leetta s, passante per i
punti A e B, e il punto dintersezioneG, di tale retta com. Individuato poi, ilsimmetrico
B’, del puntoB rispetto al puntds, per determinare il segmento medio proporzionae t
AG e BG, ho disegnato ipunto medio M, di A e B’, il cerchio di centroM passante peX,
avente il segmentdB’ come diametro, e punto di intersezioneH, di tale cerchio con la
retta perpendicolare alla rettas, passante pds. Poiché il triangolcAHB’ e rettangolo in
guanto inscritto in un semicerchio, per il seconelorema di Euclide, il segmen@H é
medio proporzionale trAG e GB' = GB. Pertanto, per individuare i punti di contaieed
E’, dei cerchi cercati con la retta ho riportato il segmentoGH sulla rettar, da parti

opposte rispetto &, mediante iterchio di centroG passante pet.
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Figura 8

Fatto cio, per determinare i cercABE e ABE’, che soddisfano le condizioni del problema,
ne ho individuato i centrC e C'(fig. 9), comeintersezione dell'assedel segmentd®B,
rispettivamente con gassidei segmentBE e AE’, e ho poi disegnatoderchi di centroC

e C’ passanti peA.
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.
™~ asse di BE
S

=

- "asse di AB

Figura 9

Analizzando la figura ottenuta per verificarne larrettezza, ho tuttavia appurato che
guando uno dei due punf, o B, giace sulla retta, o quando la retta passante pezB &
parallela a, la costruzione da luogo a cerchi errati oppunessun cerchio. Nel primo caso,
cio é dovuto al fatto che i pun®, H, E e E’ coincidono con il punto che giace su
pertanto uno degli assi dei segmekiH 0 BE, coincide con I'asse del segme#tB, mentre
I'altro non esiste. Nel secondo caso, cio € doalltonon esistenza del pur®

Per poter ovviare a tali inconvenienti, ho invalaéa costruzione dei cerchi finali errati
nella figura costruita e ho analizzato separataeneoasi sopraindicati, costruendo i cerchi
che risolvono il problema nelle configurazioni eéspondenti. Poi, ho creato deleacro
relative a ciascuna delle figure cosi costruite, indine, applicando tali macro
simultaneamente, ho ottenuto una figura interatthaillustra esaurientemente il problema
in esame.

Piu precisamente, dal momento che un punto appartieuna retta se ha distanza nulla da

essa, per invalidare la costruzione dei cerchtigifra determinato lelistanzed, e d,, di
AeBdar, e, r er,, dei centriC e C’ dalle circonferenze dei cercABE e ABE’ (fig. 10),

. d,xd,xr : : A
e hocalcolatole quantitan =——=2— coni =1,2, che sono uguali g o r,, se néA né

d, xd,
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B appartengono g e sono inesistenti altrimenfirasportando tali quantita s.C e C’, ho
poi individuato due puntd e U’, e quindi ho disegnatoderchiy ey, di centriC e C’
passanti per essi, che coincidono con le soluziehproblema sé e B non appartengono a

r, € non esistono né nel caso contrario, né nelicasa la rettaAB € parallela a.

dl= 114 cm d2=3.41 cm
r1=196 cm r2Z= 2,99 cm
nl=196 cm n2=2,79 cm

Figura 10

Infine, nascostii centriC e C’, che vengono visualizzati anche quando i ceyahy non
appaiono, evidenziando i pumtie B, e la rettar come oggetti iniziali, e i due cerchiey
come oggettfinali, ho definito lamacroCerchi per due punti tangenti una retta — | che

e relativa alla figura costruita.

Per costruire I'unico cerchio che risolve il prabke nel caso in cui uno dei punti giace
sulla retta, ho disegnato, su un nuovo fogli€ABR| unpunto A, unaretta r, unpunto B

su di essa (fig. 11), e, dopo aver determinapuiito d’intersezione C, dell’assedei punti

A eB con laretta perpendicolarear, passante pa, ho disegnato iterchio G, di centro

C passante peX, che per come € stato costruito, & tangenBeala rettar.

Malgrado spostando i purie B, e la retta, tale figura dia sempre luogo a un cerchio che
soddisfa le condizioni del problema, evidenziandiardine A, B, er come oggetti iniziali,

e G come oggetto finale, si ottiene umaacro relativa al caso particolare della

determinazione di un cerchio passante per un parigmgente una retta in un suo punto,

che da luogo a un cerchio errato se il secondoopenvitienziato non appartiene alla retta.
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Figura 11

Per ovviare all'inconveniente, e invalidare anaméall caso la costruzione di cerchi errati,
ho creato unanacro che permette di stabilire se una retta e un cersbno tangenti,
mediante la visualizzazione di un numero che é legad in caso di risposta affermativa ed
€ inesistente in caso contrario. Piu precisamaf@emomento che una retta e un cerchio
sono tangenti se il cerchio ha raggio uguale aBltadza del suo centro dalla retta, dopo
aver disegnato, in un nuovo foglio@ABRI uncerchio di centroC, e unaetta s (fig. 12),

ho misurato le distanzed e r, del puntoC das, e dalla circonferenza del cerchio, e ho

In(10°-|d - 1|)

calcolato la quantita — . Poiché tale quantita € uguale a 1, se il cerehm
In(10°~|d -1|)

retta sono tangenti, ed € inesistente in casoamtiho definito lanacroche ho chiamato
Cerchio e retta tangenti? evidenziando il cerchio di centf® e la rettas come oggetti
In(10° -|d - r|)
In (10‘5 ~|d - r|)

iniziali, e il numero come oggetto finale.
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r=150 cm
d=2,02 cm
ld-r1=052 cm

Cerchio e retta tangenti? : inesistente

Figura 12

Dopo aver applicato talenacro alla rettar e al cerchioC, nella figura relativa alla
costruzione del cerchio che soddisfa le condiza®mhiproblema, nel caso particolare in cui
uno dei punti giace sulla retta (fig. 13), misurato la distanzal, di C dalla circonferenza

di ¢, e ne hccalcolato il prodotto con l'esito dellanacra Trasportando il risultato suC,

ho poi determinato un pun€@, e quindi ilcerchio ", di centroC passante peD, che esiste
soltanto se il punt® giace su.

Pertanto, dopo avemascostoC, che appare anche & non giace su, evidenziando
nell'ordine A, B, er, come oggetti iniziali, e il cerchib come oggetto finale, ho ottenuto
unamacrg che ho chiamat@erchi per due punti tangenti una retta — Il, relativa al caso

in cui uno dei due punti giace sulla retta, chezioma correttamente solo se il secondo
punto evidenziato giace sulla retta, e non da smhiiin caso contrario.

Dal momento che l'uso dellanacro Cerchio e retta tangenti? € finalizzato alla
costruzione dei soli cerchi che sono tangenti aratta, per non ripetere la costruzione che
segue alla sua applicazione, evidenziando il cer€la la rettar come oggetti iniziali, e il
cerchiolr come oggetto finale, ho definito taacro Cerchio soltanto se tangente retta
che evidenziati un cerchio e una retta da luogo eeuchio, sovrapposto al primo, solo se il

cerchio e la retta evidenziati sono tangenti.
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Cerchio e retta tangenti? : 1,00
d=224 c¢cm A

dx1,00=2,24 cm

Figura 13

Per completare la costruzione, e determinare ltumerchio che risolve il problema, nel
caso in cui la retta passante per i punti datpaiallela alla retta data, dopo aver disegnato,
su un nuovo foglio dCABRI unaretta r, e duepunti A e B che ho disposto in modo che la
retta s, passante per essi, fosse parallela alla rgfig. 14), ho determinato il punts, di
contatto del cerchio cercato con la rettacome punto d’intersezione dell’asse del

segmento avente per estreéle B, con la retta.

Gli oggetti sono paralleli

Figura 14

Per non ripetere la costruzione del cerchio passpat tre punti, ho definito leacro
Cerchio per tre punti, evidenziando i pun#, B e E come oggetti iniziali, e il cerchidaBE

come oggetto finale, nella figura relativa al cgsoerale (fig. 9). E, applicando tateacrq
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ho determinato il cerchi, di centroC, passante peX, B e E, che é tangente i alla retta
r. Dal momento che la costruzione eseguita da lwogerchi errati se la ret@&B non €
parallela ar (fig. 15), analogamente al caso precedehteapplicato lamacro Cerchio
soltanto se tangente rettaalla rettar e al cerchia;, determinando cosi il cerchfgy che

esiste soltanto se la red é parallela a (fig. 16).

Gli oggetti non sono paralleli

Figura 15
|
|
|
|
|

E r
|
!
|

Figura 16

Infine, dopo avenascostoil punto C, che appare anche Beon esiste, evidenziandg B

er come oggetti iniziali, §§ come oggetto finale, ho ottenuto umacrq che ho chiamato
Cerchi per due punti tangenti una retta — Ill, che funziona correttamente se la retta
passante per i punti evidenziati € parallela aditar evidenziata, e non da soluzioni

altrimenti.
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Dal momento che i tre casi analizzati esauriscomi@ e configurazioni possibili dei due
punti e della retta, dopo aver disegnato, in unvouoglio di Cabri, due punt e B, e un
rettar, ho applicato a essi lmacroCerchi per due punti tangenti una retta |, Il elll

(fig. 17)*, e ho cosi ottenuto un disegno interattivo retativ problema in esame, in cui
appaiono tutti i cerchi risolventi il problema igra configurazione, eccetto, come € giusto
che sia, nel caso in cui i puri e B, si trovano da parti opposte rispetto alla retta
giacciano ambedue su di e€¥sanfine, per rendere evidente come interagire ledfigura,

ho inserito in essa una casella di testo in cadéato sia quali sono gli oggetti mobili, sia

come possono essere spostati.

La retta r pud ruotare intorno al
punto Z e pud essere traslata,
spostando lo stesso punto.
Inoltre, i punti A e B sono mobili.

Figura 17

®1 LamacroCerchi per due punti tangenti una rettall & stata applicata due volte, scambiando I'ordiaé tr
punti A e B, per far apparire sia la soluzione relativa abdascui A giace su, sia quella relativa al caso in
cui B giace su.

%2 Le macro Cerchi per due punti tangenti una retta |, Il elll sono state definite dopo aver nascosto i
centri dei cerchi finali, pertanto per far appatrientri dei cerchi che soddisfano le condiziogl problema
nel disegno interattivo, li ho ricostruiti come piud’intersezione degli assi di due corde fissateogni
singolo cerchio.
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Poiché la costruzione del Problema XLIV, relativdwe rette e un punto, e del Problema
XLVI, relativo a un punto, una retta e un cerchiene ricondotta al problema in esame, ho
ritenuto opportuno creare unaacroche, evidenziati due punti e una retta, dia luadotti

e soli i cerchi che passano per i due punti e sangenti alla retta. Sebbene evidenziando i
punti A e B, e la rettar come oggetti iniziali, e i cinque cerchi ottendéll'applicazione
delle tremacrocome oggetti finali, si ottenga umaacro completa relativa al problema in
esame, mi sono posta il problema riguardante laipidiga di semplificarla ulteriormente,
riducendo il numero dei suoi oggetti finali. Talsigenza nasce sia dal fatto che per
ottenere delle figure interattive complete, relatar problemi che prevedono I'applicazione
di tale macrqg e necessario applicarla piu volte, sia perché@u suo cerchio finale
corrispondono uno o piu cerchi soluzione nellarigeui € applicata.

Poiché lamacroCerchi per due punti tangenti una retta Il, relativa al caso in cui uno
dei due punti giace sulla retta, deve essere aiplitue volte, al fine di unificare il caso in
cui A giace sur, con quello in cuB giace sur, ho definito un puntd che coincide con
I'uno o con I'altro punto a seconda di quale trai ggace su. Piu precisamentenisurate

le distanzed, e d;, di A eBdar (fig. 18), e calcolato il numero

inesistentese ¢d= d

+1 se,>d; ,

-1 sel, <dg

che in particolare e uguale a +1,Bgiace su, e a-1, seA giace su, ho disegnato il
cerchio passante peB, di centro ilpunto medio M, di A e B, e uno dei suopunti
d’intersezione L, con l'assedi A e B. Definito poi, il sistemadi assiMBL, che ha origine

in M e unita di misura uguale alla lunghezza stgimentoMB, hotrasportato p sull’asse
delle ascisse, e ho cosi determinato il pudtehe, data la scelta del sistema di assi,
coincide con il punto dato che giace rsuDisegnato allora, ipunto d’intersezione C,
dell’assedei puntiA e B, con laretta perpendicolare ar, passante pdf, ho disegnato il

cerchio G, di centroC passante peh, che per come e stato costruito e tangente, ie

quindi inA 0 in B, alla rettar. E, dal momento che anche in tal caso la costnezita luogo
a cerchi errati se nessuno dei punti dati appartadia retta data, ho applicato alla ret&a

al cerchioG, lamacroCerchio soltanto se tangente rettadeterminando cosi derchio di

centroC passante pdD, che esiste soltanto se uno dei pulih, B, giace su.
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dA=0,00 cm
dB=093 cm
(dA-dB): IdA-dB 1= -1,00

Figura 18

Dopo avemascostail puntoC, che appare anche se nella costruzion&, m&B, giacciono
sur, ho ridefinito lamacroCerchi per due punti tangenti una retta — Il, evidenziandd,

B, er come oggetti iniziali, e I'ultimo cerchio disegoatome oggetto finale. Talaacrg
che funziona correttamente se almeno uno dei pwidenziati giace sulla retta, e non da
soluzioni in caso contrario, ha un solo oggettalénpertanto I'unione dell@macroCerchi

per due punti tangenti una retta — | Il, lll da luogo a unanacroche ha quattro oggetti
finali.

Valutando la possibilita di ridurre ulteriormentecérchi finali, ho osservato che nella
costruzione relativa a una posizione generica dei puntiA e B, e della rettar, ho
determinato i cerchi finali mediante I'applicaziodella macro Cerchi per tre punti,
applicata ai punth, B e E (fig. 9), mentre nel caso in cui uno dei punti dgdce sulla retta,
ho determinato il cerchio finale mediante lindivatzione del suo centro, come
intersezione dell’asse @& e B, con la perpendicolareracondotta dal punto giacente isu
(fig. 11). Riflettendo sulla possibilita di unifiale due costruzioni, ho osservato che in
effetti, nel primo caso, i cent@ e C’ dei cerchi finali possono essere determinati come

intersezione delle rette perpendicolari @assanti pelE e E’, con I'asse dei punf e B. In
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tal modo, l'unica differenza tra i due casi coresisel fatto che quando uno dei punti giace
sur, riportando un segmento di lunghezza uguale alor@@porzionale dAG e BG, sulla
rettar, da parti opposte rispetto@ si ottengono due punk ed E’ coincidenti conG.
Prima di eseguire tale costruzione, per non ripeqerella del medio proporzionale && e
BG, ho creato lanacroMedio proporzionale evidenziando, nella figura in cui ho eseguito
tale costruzione (fig. 8), i segme®G e BG come oggetti iniziali, e il segmen@H come
oggetto finale. Analizzando tateacro per stabilirne il corretto funzionamento, ho tuida
appurato che essa da luogo a errori quando i sdgmimli non sono adiacenti. Poiché
I'errato funzionamento di ur@acropuo creare problemi nella costruzione delle figthie
dipendono da essa, in nuovo foglio@ABRIho eseguito di nuovo la costruzione e, con
lausilio di due ulteriori punti iniziali, ho otterito unamacro applicabile a due qualsiasi
segmenti, indipendentemente dalla loro posiziongl Precisamente, disegnati due
segmentiAB e CD (fig. 17), duepunti G eF, e determinato isimmetrico F’ di F rispetto

a G, horiportato AB e CD, rispettivamente sullsemirette GF e GF’, individuando cosi i
puntiH eL. Determinato poi, ipunto medio M, diH eL, ho disegnato iterchio di centro

M passante peH, aventeHL come diametro, ilpunto d’intersezione T della retta
perpendicolare a GF, passante pés, e il segment&T che € medio proporzionale tAdB

e CD® E infine, evidenziando i segmeWB e CD, e i puntiG e F, come oggetti iniziali,

il segmentdGT come oggetto finale, ho ridefinito taacroMedio Proporzionale.

%I triangolo HTL & rettangolo in quanto inscritto in un semicerchiertanto, per il secondo teorema di
Euclide, il segment&T € medio proporzionale tr&H = AB e GL=CD.
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Figura 19

Sebbene il fatto che tateacroabbia due ulteriori oggetti iniziali non rappresem grave
inconveniente, ho cercato di migliorarla per rivscad ottenere unaacro che dipende
solo dai due segmenti iniziali, e ho cosi appurabt® le macro definite mediante
costruzioni geometriche che dipendono solo dai segnB e CD, non danno luogo al
segmento che costituisce I'oggetto finale, quando dei due segmenti dati € il segmento
nullo. Dal momento che la finalita delle costruZzieseguite e quella di creare dei disegni
interattivi, in cui gli oggetti possono essere $pve modificati in qualsiasi modo si voglia,
in generale nellenacroche ho definito, ho anteposto la completezza alaro di oggetti
iniziali. Nel caso in questione, vi € perdo un altnmdo per aggirare il problema, che e

guello di ricorrere alla calcolatrice interattividiu precisamente, dopo averisurato la

lunghezza dei segmenfiB e CD, e avercalcolato la quantitamp=+ ABLCD, che

rappresenta la lunghezza del medio proporzionaddBai CD, I'ho trasportata sul puntoA,
individuando un puntd, e di conseguenzaskegmentoAl, che e il medio proporzionale di
AB e CD, e ho poi ridefinito lanacroMedio Proporzionale evidenziando i segmeniB e

CD come oggetti iniziali, e il segmenfd come oggetto finale (fig. 20).
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AB=1324 cm CD=315 cm

mp =320 cm

Figura 20

Disegnati allora, su un nuovo foglio di Cabri, quenti A e B, e unaretta r (fig. 21), ho
disegnato ibunto d’intersezione G dellaretta passante pek e B, conr, i segmentAG e
BG e, con lamacro Medio Proporzionale, il medio proporzionaleGT, di AG e BG.
Determinati poi, punti d’intersezioneE e E’, delcerchio di centroG passante péF, con

r, e tracciate legette perpendicolari a r, passanti peE e E’, ho determinato punti
d’intersezioneC e C’, di tali rette con kssedi A e B, e ho disegnatoderchi di centroC e
C’, passanti peA, che soddisfano le condizioni del problema. SebHarcostruzione dei
due casi sia ora completa, essa non & ancorateglirejuanto se i punf\ e B giacciono
nei semipiani opposti di origing la costruzione da luogo a cerchi errati. Per anevi
all'inconveniente, come precedentemente, ho agpliaeciascuno dei cerchi determinati e
alla rettar lamacroCerchio soltanto se tangente rettae in tal modo ho ottenuto i cerchi
di centroC e C’, che esistono soltanto se soddisfano le condiziehproblema.

Nascostii punti C e C’, che appaiono anche 8eproblema non ammette soluzioni, ho
evidenziatoA, B, er come oggetti iniziali, e gli ultimi cerchi diseghaome oggetti finali,
ottenendo cosi urmaacrg che ho chiamat@erchi per due punti tangenti una retta — 1V,
che funziona correttamente e da luogo alle soluziehproblema sia se uno dei puAtb

B giace su, sia se nessuno di essi giace.su

E, per ottenere un’altnaacro completa relativa al problema in esame, che hawmero
minore di oggetti finali, dopo aver disegnato innuovo foglio diCABRI due punti e una
retta, ho applicato a essirgacroCerchi per due punti tangenti una retta - lll elV, e ho
ridefinito lamacroCerchi per due punti tangenti una retta evidenziando i due punti e la

retta come oggetti iniziali, e i tre cerchi ottandall’applicazione delle duenacrq come
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oggetti finali. Infine, poiché talenacrg nel caso in cui uno dei purfio B, giace su, da
luogo a due cerchi coincidenti anziché a un solcchie, ho modificato il disegno
interattivo relativo al problema in esame, sostitiel'applicazione della precedemcro
completa con quella dell'ultimenacrq per rendere evidente che nel caso in cui uno dei
punti dati appartiene alla retta data, il probleanamette due soluzioni coincidenti, e non

una, come nel caso in cui la retta passante parti gati & parallela alla retta data.

Figura 21
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1.7 Problema XLIV

Descrivere un cerchio che passi per un punto dat)e tocchi due rette date di posizione.

Figura 1

Per risolvere il problema, dopo aver disegnatauititp datoA, le rette dat&F e FG, e il

cerchio cercat)AEG, Newton sceglie come incogni@F = x, e poneE:E:E,
CG CG e

AH =a e FH =b, conH piede della perpendicolare condotta dal puktalla bisettrice
CF dell’angolo formato dalle due rette date (fig. 1).

Determinate poi le espressioni algebricheAdt e CG, in funzione dei termini noti e
dell'incognita, dal momento che essi sono raggiodsiesso cerchio, ottiene I'equazione
risolvente del problema eguagliando i loro quadrati

(d2-e)R-2bd x+ &+ Bd=0 ().

E, scritta la sola soluzione:

bd’ -G é+ & é- & d
d?-¢ '
conclude la risoluzione del problema osservandq oh® FC, e quindi la posizione del

CF=x=

centro C del cerchio cercato, il segmento
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~e?b+ W é+ &é- & d
d*-¢

del Problema XLIIt*, ossia il segmento che unisce il punto medio di corda del cerchio

HC =HF - FC= HF - x= HC= rappresenta la soluzione

cercato al centro.
Sebbene il problema in esame ammetta in generaesdiuzioni, e malgrado ciascuna
radice dell’equaziones() permetta di individuare un cerchio che soddisfadndizioni del

problema, Newton non considera entrambe le radjamolto probabilmente, cid e dovuto

2 —
al fatto che C'F=x=bd +d\/b2é+ dé- ad conduce alla radice

d?-¢€

+th+ /B é+ dé- 3d
d?-¢

Problema XLIII, che egli non ha considerato.

HC'= FC'- HF = x- b= , dellequazione risolvente del

La riduzione del problema in esame al problemaivelaa due punti e una retta, € presente
anche nel Problema Il d&uaestionum solutio geometrf€a in cui egli determina il
cerchioABE passante per un punfoe tangente due rette incideRtt e FH, seguendo il
procedimento indicato da Viéfe ovvero individuando prima il simmetrid® del puntoA
rispetto alla bisettricED dell’angolo formato dalle due rette, e poi il déocpassante pek
eB, e tangent&E °’.

Per eseguire tale costruzione c@ABRI al fine di rendere la figura interattiva, ho
disegnato dueette incidentir e s (fig. 2), unpunto A, il cerchioI', di centroF passante
perA, i punti di intersezioneR e S di tale cerchio rispettivamente con le rattes, e la

bisettrice b, dell’angolo individuato d&, F e S®®. Fatto cid, ho disegnato simmetrico I,

%4 Si tratta del problema d€ontattirelativo a due punti e una retta. Paragrafo 1.6.
% The Mathematical Papers of Isaac Newton, Vol.gp.254 - 255.
% Problema 1V, Apollonius Gallus.

® paragrafo 1.6, fig. 7.

®8 per costruire la bisettrice di un angolo con Catigpgna evidenziare tre punti, il secondo dei ig@al
vertice. Pertanto, per costruipeavrei potuto scegliere, al postoRle S, un punto qualsiasi su ciascuna delle
retter es. La scelta di non introdurre nuovi elementi defideb mediante i due punR e S € legata al fatto

di non voler precludere la possibilita di definireamacrorelativa al problema in esame, che ha come oggetti
iniziali solo un punto e due rette, in quanto, @mgrale, per costruire una@acrocoerente bisogna considerare
tutti gli elementi primitivi che intervengono neltastruzione.
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del puntoA rispetto ab, e, con lamacro Cerchi per due punti tangenti una rette®, i

cerchi passanti per i puriiiel, tangenti alla retta.

Figura 2

Sebbene la figura ottenuta non dia luogo a cerglatieessa non € ancora completa, in
guanto, spostando il puntoallinterno del supplementare dell’langd®¥S i puntiA el si
trovano da parti opposte rispetto a ciascuna detter e s, pertanto, i cerchi passanti per

essi e tangenti una delle rette s, non esistono (fig. 3).

% paragrafo 1.6.
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Figura 3

Per completare la costruzione, ho dunque disedhgiiriore punto d’intersezioneS’, del
cerchiol” con la rettas (fig. 4), la bisettrice b’ dell’angolo individuato d&R, F e S, il
simmetrico I’, del puntoA rispetto ab’, e infine, con lamacro Cerchi per due punti

tangenti una retta, i cerchi passanti per i putiel’, tangenti alla retta

Figura 4
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Sebbene la figura cosi ottenuta sia completa, dah@mto che essa é costituita dall’'unione
di due sotto-costruzioni, occorre verificarne larretiezza analizzando il suo

comportamento nei casi in cui le sotto-costruzam@sistono, ovvero nel caso in cui le rette
r e s sono parallele, e nel caso in cui il putgiace su una delle due rette. Nella prima
eventualita (fig. 5), poiché le bisettricie b’ coincidono entrambe con la retta parallela a

es, equidistante da esse, si ha che i puati coincidono, pertanto le due sotto-costruzioni
sono sovrapposte. Malgrado cio non dia luogo adnalcambiguita, per non far nascere
l'idea errata che nel caso in cui le rattes siano parallele il problema ammetta due coppie

di soluzioni coincidenti, ho invalidato una delleedcostruzioni nel caso in questione.

Figura 5

Piu precisamente, dal momento che come gia ossesat e s sono parallele i puntiel’
coincidono, dopo avanisurato la distanzal, di tali punti (fig. 6), hacalcolato la quantita
logd

n :m, che e uguale a 1 see s non sono parallele ed e inesistente in caso cimt&
0g
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ho misurato le distanzer, er,, dei centriC eC’ dei cerchia ea’, passanti peA el’, dalle
circonferenze di tali cercfii Calcolati i prodotti r.xn, coni =1,2, ho poitrasportato i

risultati rispettivamente sui centie C’, dei cerchir ea’, ottenendo due pun@ eQ’.

I d=520 cm
n=1,00
r1=096 cm

b r2=3,44 cm
r1x1,00=0,96 cm
r2x1,00=3.44 cm

Figura 6

E infine, nascostia e a’, ho disegnato terchi di centriC e C’, passanti rispettivamente
per Q e Q' (fig. 7), che soddisfano le condizioni del probéemuandoA é interno

allangoloRFS’, ma non appaiono sees sono parallelé.

| centri dei cerchir ea’, non compaiono in quanto tali cerchi sono stasitriti mediante lanacroCerchi
per due punti tangenti una retta che & stata definita dopo aver nascosto i cdatréerchi finali. Tuttavia,
essi possono essere visualizzati mediante il comlodtra/Nascondi
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I d=520 cm
n=1,00
r1 =096 cm

b r2=3,44 cm
r1x1,00=096 cm
r2x1,00=344 cm

Figura 7

Nella seconda eventualita (fig. 8), ciascuna sotstruzione da luogo a due cerchi
sovrapposti, tuttavia, sebbene anche in tal cagoolblema non ammetta due coppie di
soluzioni coincidenti, & proprio la coesistenzdealdlue sotto-costruzioni che permette di
ottenere tutte le soluzioni che il problema ammiettale configurazione.

Poiché con lo spostamento manuale del puatsu una delle rette o s, allo scopo di
visualizzare i cerchi che in tale configurazionsolvono il problema, non si produce
I'effetto desiderato, ho deciso di illustrare tabeso particolare mediante un’ulteriore figura
interattiva, in cui il puntd giace su, e ho ovviato all'inconveniente dato dalla coesigha

delle due sotto-costruzionascondendauno dei cerchi finali cui da luogo ciascuna dieess

" Dopo aver disegnato i cerchi passantiQexQ’, ho nascosto i loro cent@ e C’, in quanto essi appaiono
anche quando i cerchi non vengono visualizzatiai®). E, per far apparire i centri dei cerchi adigura
interattiva, li ho ricostruiti compunti d’intersezione degliassidi due corde di ogni cerchio finale.
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Figura 8

Inoltre, sia nella prima figura interattiva, in dupunto A non giace su nessuna delle due
rette (fig. 9), sia nella seconda, in cui il pudtgiace su una delle due rette (fig. 10), ho
inserito una casella di testo in cui € indicatoligs@no gli oggetti mobili, e come possono
essere spostati.

Infine, poiché I'unico problema dé&ontatti riconducibile al problema esaminato € quello
relativo a due rette e un cerchio, che non e dtaderito da Newton neWrithmetica
Universalis non e necessario creare unacroad esso relativa. Tuttavia, evidenziando, il

punto A e le retter e s come oggetti iniziali, e i quattro cerchi disegnatsieme ai loro
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centri’?, come oggettfinali, si ottiene unamacro coerente che risolve correttamente il
problema della determinazione dei cerchi passantup punto e tangenti due rette.
In realta, dal momento che i cerchi cui da luogmbcroCerchi per due punti tangenti
una retta sono tré® i cerchi finali, che nella costruzione eseguitacembiano il ruolo di
soluzione del problema in esame, al variare dalkizione del puntd e delle rette es,
dovrebbero essere sei, tuttavia, poiché il caswira retta per i punt el, € parallela a
0 'S, non si presenta mai, essi sono quattro:

B due cerchi quand@ e interno allangoloRFS (o a quello ad esso opposto al

vertice);
B due cerchi quand@ e interno all'angoloRFS’ (0 a quello ad esso opposto al

vertice).

Le rette r e 5, possono
ruotare intorno ai punti Ze
7', e possono essere
traslate spostando tali punti.
Inoltre, il punto A & un punto
mobile.

Figura 9

2| centri dei cerchi che appaiono nella figura ctetgpsono stati ricostruiti (nota 71), pertantoatey essere
annoverati tra gli oggetti finali.

" Talemacroé stata definita come unione di dwacrg I'una relativa al caso generale e al caso inucwi

dei punti giace sulla retta, che ha due oggetélifire I'altra relativa al caso in cui la retta paste per i due
punti & parallela alla retta, che ha un oggettalén
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Le rette r e s, possono
ruotare intorno ai punti Ze
Z'. e possono essere
traslate spostando tali punti.
Inoltre, il punto A & mobile
sullarettar.

Figura 10
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Descrivere un cerchio che passi per due punti datthe tocchi un altro cerchio dato di

posizione.

Per risolvere il problema, dopo aver disegnatortipdati A e B, e il cerchio datEK,
Newton sceglie come incognifaC = x, al fine di determinare il centr@ del cerchio
cercato, e pondD=DB=a, DG=HF =b, FG=c e EF =d, conD punto medio dei
punti datiA e B, F centro del cerchio datéK, E punto di contatto del cerchio dato con il

cerchio cercato, & eH, proiezioni del puntd rispettivamente sulla rettsB, e sulla retta

1.8 Problema XLV

C
E
! 4
D \
B M K
Figura 1

perC perpendicolare alla ret&B (fig. 1).

Determinate poi due diverse espressiorCij in funzione dei termini noti e dell'incognita,
ne eguaglia i quadrati ottenendo I'equazione risole del problema:

(d*-c)x+2g°cx+ d&- d=0 (a)

in cui 2g” indica la quantita® + b* — a® — d®.
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~g’ct+dy g - Fd+ &¢
dZ_CZ

osservando che, determind@® = x, per individuare il centro del cerchio cercatostaa

, conclude la risoluzione

E infine, scritta la sola radice&=

dividereAB in due parti uguali iD, e da esso eleva@D perpendicolarmente a&B.

In realta, il problema in esame ammette in genadake soluzioni, tuttavia, poiché nella
configurazione considerata, il centgd del secondo cerchio che soddisfa le condizioni del
problema appartiene alla semiretta opposta allaregenDH (fig. 2), la lunghezza del

segmentdC’'D non e soluzione dell’equaziorne)( ma dell’equazione:

(d?>-c)x*-2¢*cx+ F&- ¢=0"" (v),

+g°c+ d\/g“— gad+ &¢

ovvero,C'D = &
-C

Figura 2

" Si ottiene sostituendo I'espression&C'H =C'D+ DH=C'D+ FG= x+ ¢ , all'espressione
CH =CD- DH = CD- FG= x- ¢, nel procedimento risolutivo di Newton (Paragrafb9). E, dal momento
che differisce da«) solo per il segno del coefficiente del termingopdimo grado, ha radici opposte a quelle
di tale equazione.
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Cambiando la posizione del cerchio dato, in mode ebso sechi la retta passante per i
punti datiA e B, puo altresi accadere che entrambi i céD&iC’, dei cerchi che soddisfano
le condizioni del problema, appartengano alla seaiDH (fig. 3), o alla sua opposta
(fig. 4). Nel primo caso, le lunghezze dei segm@ii e C'D sono radici dell’equazione

(#), nel secondo caso, esse sono radici dell’equazio)f°.

Figura 3

5 Cio & dovuto al fatto che, nel primo ca8bl = CD- FG= x- ce C'H =C'D- FG= x- ¢, mentre nel
secondoCH =CD+ FG= x+ ce C'H=C'D+ FG= x+ c.
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Figura 4

Analogamente, se il cerchio dato e la retta corggute i punti dati sono esterni, si hanno
tre diverse configurazioni, in quanto, i cer@@re C’ dei cerchi che soddisfano le condizioni
del problema possono appartenere entrambi allarsta®H (fig. 5)°°, oppure giacere da
parti opposte rispetto al puni(fig. 6)°’, 0 ancora appartenere alla semiretta opposta alla
semiretteDH (fig. 7)"®.

®In tal caso,CH =CD- FG= x- ce C'H = FG-C' D= c- x, pertanto le lunghezze dei segme®b e
C'D, sono soluzioni dell’equazione ).

"In tal caso,CH =CD- FG= x- ce C'H=C'D+ FG= x+ ¢, pertanto la lunghezza del segme6D &
soluzione dell’equazione (), mentre la lunghezza del segme@td é soluzione dell'equazione .

®In tal caso,CH =CD+ FG= x+ ce C'H =C'D+ FG= x+ c, pertanto le lunghezze dei segmedb e
C’'D, sono soluzioni dell'equazione .
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Figura 5

G A

Figura 6
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Figura 7

Nel Problema Ill, deQuaestionunSolutioGeometricd’, Newton risolve geometricamente
il problema in esame, riducendolo alla determinagidel cerchio passante per tre punti,
mediante 'individuazione del punto di contatto detchio dato con il cerchio cercato.

Piu precisamente, indicato c&ntale punto di contatto, e cdM la tangente passante per
esso (fig. 8), Newton osserva cAdl x BM = EM? = MKx ML®, pertanto, divisdBK in

M in modo tale cheAM : MK = ML: MB, e determinato il medio proporzion&te tra AM

e BM, il cerchio di centrdvl e raggioME incontra il cerchio dato nel punk

" The Mathematical Papers of Isaac Newtul. IV, pp. 256 — 257.
8 La prima uguaglianza & dovuta al teorema dellgeate e della secante applicato al cerchio ceredto,

segmento di tangenteM, e alla secant&B. La seconda uguaglianza & dovuta allo stessontegrapplicato
al cerchio dato, al segmento di tangebhé, e alla secantaB.
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Figura 8

Poiché la determinazione Hj € subordinata alla conoscenza/jiNewton continua la sua
risoluzione mostrando come individuare tale punbo. particolare, osservato che
AM = AB+ MB, MK=BK-MB e ML=BL-MB , egli riscrive la proporzione
AM : MK = ML: MB, sostituendo adM, MK e ML le loro espressioni:
AB+ MB: BK- MB= BL- MB ME.
E, applicata la proprieta del comporre, ottiene poi
AB+ BK(= AK): BK- MB= BL ME
che, invertendo i medi, diviene:
AK: BL= BK- MB: MB.
Applicata ancora la proprieta del comporre, ottiene
AK + BL: BL= BK: MB
che, dett®d’ il punto medio diA e B, diviene:
2A'G: BL= BK: MB™.

E, osservato che:

8 AK+BL= AK+ BG+ GL= AK+ BG- KG AG BG AA A€ 'AE€ 'AR 'A

76



BL: BO= BN: BK®
dalle ultime due proporzioni, ottiene:

2A'G:BO= BN: BM,
che essendo noN'G, BO e BN, permette di determina&M e quindi il puntdW.
Per includere il caso in cui il cerchio dato e é#ta perA e B non sono secanti, Newton
conclude la risoluzione del problema affermando lehsoluzione data € universale, senza
motivare la sua asserzione. Tuttavia, in una fpesecancellata del suo manoscritto aveva

osservato che, s@&B non intersecaEKL, al posto di MK xML bisogna scrivere

MG?+ FG? - KF? 8 | ottenendo in tal modo ch¢AG- MG)x(BG- MG , ossia

AM x BM, & uguale aMG” + FG* - KF?, ovvero che

AGx BG- FG+ KPP - AG+ B&x MG=0%,

8 |a proporzione segue dall'applicazione del teoreleie secanti al cerchio dato e alle r@@eBL.

8 Sj ha infatti che EM? = FM2 - EF2 = MG?+ FG?- EF?= MG+ FG*~ KF?

84 per rendersi conto del fatto che trovBtd come nel caso in céiB ed EKL sono secantMG soddisfi tale

2_
equazione, & sufficiente osservare che da essdtisheoMG = AGXBA%+KBFG Fe

BG’ = BF*- FG’=(KF+ BN?*- FG= KF+ BN'+2 K BN- FG , si pud ancora scrivere
_ AGxBG+ BG- BN-2 K BN. AG BG BG- BN BN2 KF

, che, essendo

MG

AG+ BG AG+ BG
- AGxBG* BG - BN BO_ BG—MO: G—M‘ , owero MG=BG- il quarto
AG+ BG AG+ BG 2AG

proporzionale di 2'G, BO e BN, come nel caso secante.
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Dal momento che la costruzione geometrica desal@tdNewton, oltre ad essere molto
semplice, permette di determinare entrambe le moluziel problem&, ho deciso di
realizzare la figura interattiva con il suo ausitigttavia, poiché il problema in esame e uno
dei problemi deContattiper i quali la traduzione in linguaggio inversigella risoluzione
di Viete®, permette di pervenire altrettanto semplicemerite soluzioni, prima di
procedere in tal senso, ho analizzato anche lauzishe relativa alla risoluzione di Viéte.
Piu precisamente, dati due puwtie B, un cerchio di centrd, e indicata conlg
I'inversione di centrd e di costante, uguale alla potenza &irispetto al cerchio dato, la
traduzione della risoluzione di Viete in linguaggnversivo, consiste nel determinare il
cerchio cercato come immagine, mediahte, della rettat, passante peA'= I, (A) e
tangente al cerchio d&fo Per rendersi conto della veridicita di tale asse¥ sufficiente

ricordare che un’inversione trasforma rette che passano per il centro d’inversione in

cerchi passanti per esso, e osservare che latrgtae dunque trasformata in un cerchio

passante pef,, (A')=1g,(I4,(A))=A, perl,, (B)=B e tangente al cerchio dato in

ls, (E), conE punto di contatto dicon il cerchio dato.
Per eseguire tale costruzione cGABRI| dopo aver disegnhato dyminti A e B, e un
cerchioy, di centroF, ho disegnatopunti d’intersezioneU eV, dellaretta BF cony (fig.

9), e, dato che la potenza Hirispetto ay € media proporzionale tra le lunghezze dei

segmentBU e BV, ho determinato, con macroMedio proporzionale®®, il segmentdBT,

tale cheBT = BUx BV. Disegnato poi, ilcerchio I', di centroB passante pef, ho
determinato immagine A’, del puntoA rispetto all’inversione rappresentata [dae, per

completare la costruzione, ho individuato una delleyenti al cerchig passanti pef’.

8 n quanto, il cerchio di centridl e raggioME, interseca il cerchio dato in due punti distietn i quali &
possibile determinare due cerchi.

8 Apollonius GallusProblema VIII.
87 Le ricostruzioni apolloniane in Viéte e in Ghetalplp. 87 — 88.

8 paragrafo 1.6.
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Figura 9

In particolare, ricordando che ogni tangente a erctio e perpendicolare al raggio
passante per il punto di contatto, ho disegnateiichio di diametroA’F (fig. 10), come
cerchio di centro ipunto medioM di A’ e F, passante peX’, e lerette che uniscon®\’ ai
punti di intersezioneR e S, di tale cerchio con il cerchig®.

Considerata una delle due rette tangenti, ad esefig] per quanto detto precedentemente,

per ottenere il cerchio cercato, occorre costrlarsua immagine mediante l'inversione

considerata. Poiché tale immagine, € il cerchicsgate perA, B e I, (R), dopo aver
determinato immagine R' = IB,r(R), del puntoR rispetto all’inversione rappresentata da

I (fig. 11), ho determinato uno dei cerchi che ssfddlio le condizioni del problema,

applicando lanacroCerchio per tre punti®®, ai puntiA, B eR’.

8 Tali rette sono tangenti @ in quanto, i triangoliA’RF e A'SF sono rettangoli essendo inscritti in un
semicerchio, pertantd’'R & perpendicolare BR e quindi tangente @in R, e A’'S & perpendicolare BS e
quindi tangente gin S

% paragrafo 1.6.
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Figura 10

Figura 11
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Ripetendo la costruzione con l'altra tangeAt8, ho determinato il secondo cerchio che
risolve il problema (fig. 12), tuttavia ho osservahe malgrado la costruzione eseguita sia
piu semplice della costruzione descritta da Newtessa € incompleta perché é
inapplicabile nel caso in cui i puri e B sono interni al cerchig. In tal caso, infatti, se il
puntoA’ & anch’esso internoya &€ impossibile condurre le tangenti, se al cortrasso e
esterno (fig. 13), vengono costruiti dei cerchi amen soddisfano le condizioni del

problema.

Figura 12
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Figura 13

Per eseguire la costruzione indicata da Newtono émer disegnato ucerchioy di centro
F, e duepunti A e B (fig. 14), che rappresentano i dati iniziali deblplema, ho dunque
disegnato ilpunto medio A’, dei puntiA e B, laretta r, passante per tali punti, tatta s,
passante per i punl eF, laretta perpendicolaret, alla rettar passante pé¥, il punto
d’intersezione G, di tale retta com, i punti d’intersezioneO e N, di s con il cerchioy, e |l
simmetrico G’, di G rispetto adA’. Fatto cid, poiché il segmentBM e tale che
2A'G: BO= BN: BM, per determinare il quarto proporzionale é&'@, BO e BN, ho
riportato i segmentiBO e BN, sul puntoG, e, dopo aver individuato lunto O’ sut, e il
punto N’ sur, ho disegnato isegmentoG’O’, e il punto d’intersezione M’, della retta
con laretta parallela a tale segmento passante Neér Infatti, poiché ilsegmentoGM’ &
tale cheGG': GO'= GN': GM'?, essenddz0'= BO, GN'= BN e GG'=2A'G, esso &

%I Tale proporzione segue dalla similitudine deirgiali rettangoliG’GO’ e N'GM'.
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tale che2A'G:BO= BN: GM *2, ovvero, per l'unicitd del quarto proporzionalea h
lunghezza uguale a quellaBM.

Sebbene a questo punto, per determinare il pMhtiovrebbe essere sufficiente riportare
GM’ sul puntoB, in tal modo nasce un’ambiguita, in quanto sividliato due punti che si
alternano nel ruolo del puntd, al variare della configurazione in cui si pres@ati punti
datiA eB, e il cerchio datg.

Tuttavia, poichéM é il punto d’intersezione della rettacon la tangent®E comune al
cerchio datoy e al cerchio cercato, in particolare dei due pugierminati,M deve
coincidere con il punto appartenente alla semiri®& se i puntiA e B sono esterni g e
con il punto appartenente alla semiréit&’, se i puntiA e B sono interni g. Pertanto, per
eliminare ogni indecisione e costruire una figuna da luogo in entrambi i casi ai cerchi
che soddisfano le condizioni del problema, ho diefian puntoK che coincide coG o0 G’,

a seconda che i purdi e B siano ambedue interni o esterny,a& ho poi definitdM come

punto d’intersezione del cerchio compasso, di odBi& raggioGM’, con la semiretta’K.

92 per non ripetere tale costruzione tutte le volte émecessario determinare il quarto proporziodiates
segmenti, ho definito lanacro Quarto proporzionale, evidenziando i segmen8G’, GO’ e GN' come
oggetti iniziali, e il segment&M’ come oggetto finale.
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Figura 14

Piu precisamente, dopo avaersurato le lunghezze desegmentiA’G, BF e AF, e la

distanza r, del puntoF dalla circonferenza dy (fig. 15), ho calcolato le quantita

L A'G seB e esternoja L
— - S - 1 S\ non giace
A'G><EZ -A GseB einterno & ei— . g M,
inesistentese Agiace sy

‘gf—ﬂ o . AF-r1
inesistentese Bgiace sy

successivamente il loro prodotpper distinguere i casi:

B AeBesternig,incuid=A"'G;

E AeBinterniay, incuid =-A'G;

B A 0B, giacente sy, in cui A =inesistent;
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A'G=528 cm

BF =3.80 cm

AF=716 cm

r=190 cm
(BF-r:1BF-r1=528 cm
(AF-1):(AF-r)=1.00

A= 528 cm
AB=3.49 cm

AB:AB=1,00

Figura 15

E, dopo aver definito usistemadi assicartesiani, di origing\, con asse delle ascisse
coincidente con la rett&, ho individuato il puntd riportando sull'asse delle ascisse di
tale sistema il valore a (fig. 16). Definito poiM, comepunto d’intersezione del cerchio
compasso, di cent® e raggioGM’, con lasemiretta A’K*, ho determinato, con lmacro

Medio proporzionale, il medio proporzionalél tra i segmentAM e BM, e, dopo aver

% per definire un sistema di assi @@ABRY| oltre all’'origine, & necessario individuare dusm che fissano
l'unitd di misura su ciascun asse. Pertanto, do@o Eportato un segmento di lunghezza unitariapsuito
A’, individuando un puntdJ (fig. 15), ho disegnato iterchio di centroA’ passante ped, i suoipunti
d’intersezioneT eR, rispettivamente con la rettee con laretta perpendicolare alla rettar passante peX’,

e infine ho definito ilsistemadi assiA'TR. Per determinare I'unitd di misura degli assi, daicolato il
rapporto delladistanza di A daB, su se stessa, che € sempre uguale a 1 in qudinputiti non possono
coincidere. Il motivo per cui non ho usato il comamumeri, consiste nell’esigenza di non introdurre nuovi
elementi nella costruzione, al fine di creare marorelativa al problema in esame i cui oggetti ilizano
soltanto i puntiA e B, e il cerchioy.

% Poiché la posizione del punkosulla rettar, rispetto al puntd\’, dipende dal segno di tale semiretta

coincide con la semiretf®’G, se i puntiA e B sono esterni g e con la semirettA’G’, se i puntiA e B sono
interni ay.
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determinato punti d’intersezioneE eE’, del cerchioy con il cerchio di centroM passante
perl, ho completato la costruzione applicandoniacroCerchio per tre punti, ai puntiA,
B, E e ai puntiA, B, E’ (figg. 17 e 18).

A'G=528 cm

BF=3.80 cm

AF=17,16 cm

r=190 cm
(BF-r):I1BF-r1=528 cm
_ (AF-r):(AF-r)=1,00

A= 528 cm
AB=13.49 cm

AB:AB =100

Figura 16
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A'G=357 cm

BF =278 cm

AF=486 cm

r=190 cm
(BF-r):IBF-r1=357 cm
(AF-1): (AF-r) =100

A= 357 cm
AB =222 cm

AB:AB=1.00

A'G=050 cm

BF =166 cm

AF=0,82 cm

r=246 cm
(BF-r):1BF-r1=-0,50 cm
(AF-r):(AF-r) =100

A= -0,50 cm

AB=210 cm
AB:AB=1.00

Figura 17

Figura 18
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Analizzando la figura ottenuta per verificarne larrettezza, ho tuttavia appurato che
guandoA e B sono l'uno interno e l'altro esternoyao quando uno dei due punti giace sulla
circonferenza di, o ancora quandé e B giacciono sulla circonferenza di un cerchio
concentrico ay, la costruzione da luogo a cerchi che non soddisie condizioni del
problema oppure a nessun cerchio. Nel primo casopmparsa di cerchi errati € dovuto
all’esistenza diA, e quindi del puntd, che permette il completamento della costruzione
(fig. 19), al contrario nel secondo caso, € profaisua inesistenza a non dar luogo ad alcun
cerchio (fig. 20). Infine, nel terzo caso, i puf@j A’ e G’ coincidono, pertanto la non

esistenza della semire#®K non permette il compimento della costruzione @ig).

A'G=184 cm

BF =0.36 cm

AF=3,42 cm

r=2,46 cm
(BF-r):IBF-rl1=-1.84 cm
(AF-r):(AF-r)=1.00

A= -1.84 cm
AB=3,13 cm

AB:AB=1.00

Figura 19
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A'G=101 cm
BF=091 cm
AF=2,46 cm

r=2,46 cm
(BF-r):1BF-r1=-1,01 cm
(AF - 1) [AF - 1) = inesistente

. = inesistente

AB =257 cm
AB:AB=1,00
1
ANG A GB
Figura 20

A'G=0,00 cm
BF =343 cm
AF=3.43 cm
r=2,46 cm

(BF-r):IBF-r1=0,00 cm
(AF-r): (AF-r)=1.00

A= 0,00 cm

AB=6,14 cm
AB:AB=1,00

Figura 21
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Per poter ovviare a tali inconvenienti, ho invalaéa costruzione dei cerchi errati nella
figura costruita e ho analizzato i casi soprainidicastruendo delle nuove figure. Poi ho
definito delle macro relative a ciascuna di tali figure, e infine, apahdole
simultaneamente ho ottenuto una figura interattearetta e completa che illustra il
problema in esame.

In particolare, per invalidare la costruzione deichi errati, ho creato urmaacrg simile
alla macro Cerchio e retta tangenti?°, che permette di stabilire se due cerchi sono
tangenti, internamente o esternamente, mediampdi&ione di un numero uguale a 1 in
caso di risposta affermativa e inesistente in easurario. Piu precisamente, poiché due
cerchi sono tangenti se la distanza dei loro céntiguale alla somma o alla differenza dei
loro raggi, dopo aver disegnato in un nuovo foglicCABR]| due cerchi di centr€ ec
(fig. 22), homisurato la distanzad, dei loro centri, e la lunghezza dei loro ragger,

come distanze df ec dalle circonferenze corrispondenti, e, dopo @adrolatole quantita

A=|R+r~d| e u=||R-r]-d|, osservando che il loro prodotto & nullo solo dee cerchi

N0 - A)

sono tangenti, hoalcolato la quantitélI 105 = A0)’ che é uguale a 1 oppure inesistente, a
n —AU

seconda che i cerchi considerati siano tangenti@ppo.

Definita dunque lanacro Cerchi tangenti?, evidenziando i cerchi di cent® e c, come

_5 _
oggetti iniziali, e il numero:H come oggetto finale, I'ho applicata alle coppie di

cerchiy - ABEey - ABE’, nella figura relativa alla costruzione dei cerché soddisfano le
condizioni del problema in esame (fig. 23), e, dapermisurato i raggir; er,di ABE e
ABE’, comedistanza dei loro centriC e C’, dalle rispettive circonferenze, fwalcolato i

prodotti, n, e n,, di ciascun raggio per il corrispondente esitded®iacra

% paragrafo 1.6.
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d=4,64 cm

R=142 cm
r= 078 cm
R+r=220 cm IR+r-Cc =243 cm
- Ap=1974
IR-r1=0,64 cm IR-r1-Ccl=400 cm H==

Sono tangenti ? : inesistente

Figura 22

Trasportando n, suC, en, suC’, ho poi individuato due punti eL’, e quindi icerchi "

el”, di centroC e C’ passanti per essi, che esistono soltanto se i pue, sono ambedue
interni, o esterni al cerchip

Pertanto, dopo aveamascostoi punti C e C’, che appaiono anche #ee B sono 'uno
interno e l'altro esterno @ evidenziandoA, B ey come oggetti iniziali, e i cerciiBL e
ABL’ come oggetti finali, ho definito lamacroCerchi per due punti tangenti un cerchio
—1, che funziona correttamente e da luogo ad entran#schi che soddisfano le condizioni

del problema se i punti dati sono ambedue interesterni, al cerchio dato.
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ri=119 cm
Cerchi tangenti? = 1,00
n1=119 cm

r2=164 cm
Cerchi tangenti? = 1,00
nZ =164 cm

Figura 23

Come per lamacro Cerchio e retta tangenti? 'uso dellamacro Cerchi tangenti? €
finalizzato alla costruzione dei soli cerchi chaldisfano le condizioni del problema,
pertanto, per non ripetere la costruzione che sadjaesua applicazione, evidenziando i
cerchiABE ey come oggetti iniziali, e il cerchio di centtbpassante pdr, come oggetto
finale, ho definito lamacro Cerchio soltanto se tangente cerchjoche evidenziati due
cerchi da luogo a un cerchio, sovrapposto al priswo se i cerchi evidenziati sono
tangenti.

Per costruire I'unico cerchio che risolve il prabke nel caso in cui uno dei punti dati giace
sulla circonferenza del cerchio dato, dopo aveegfiato unpunto A, un cerchio y, di
centroF (fig. 24), e unpunto B sulla circonferenza dy, ho definito un puntdd, che
coincide corB in quanto punto che giace glal fine di creare unanacrorelativa al caso in
questione che risolva il problema indipendentemedédi’ordine con cui vengono

evidenziati i punti dati. Piu precisamente, doperamisurato le distanzed, ed;, diAe
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inesistentese d= d

B dalla circonferenza dy, ho calcolato il numerg: = % =4+1 sel,>d; |,

AR 1 sel, < d,
che in particolare € uguale a +1 Bsgiace sur, e a—-1, seA giace su. Poi, ho disegnato il
cerchio di centro ilpunto medio M, di A e B, passante pd3, e il suopunto d’intersezione
Z, con l'assedi A e B, e ho definito ilsistemadi assiMBZ, che ha origine i, e unita di
misura uguale alldunghezzadel segmentoMB. E infine, riportando p sull’asse delle
ascisse, ho determinato il puritbche data la scelta del sistema di assi, coinciteilc
punto dato che giace sulla circonferenzaydi
Disegnati dunque, laetta perpendicolare t, al segmentoHF, passante peH, e il
simmetrico H’, di H rispetto aM, ho determinato, con laacro Cerchi per due punti
tangenti una retta, il cerchioG, tangente &, e passante pét e H', che per come é stato
costruito e tangente id, e quindi inA o in B, al cerchioy, internamente o esternamente, a
seconda che il secondo punto dato, sia interndeoresay.
Poiché anche in tal caso la costruzione da luogerehi errati, se nessuno dei punti dati
appartiene alla circonferenzayliho applicato alla coppia di cercity, lamacroCerchio
soltanto se tangente cerchioe ho cosi determinatodkrchio di centroC passante pel,
che esiste soltanto se uno dei punt B, giace sulla circonferenza giNascostoil punto
C, che appare anche se nella costruzion&,n&B giacciono sulla circonferenza gi ho
poi evidenziatoA, B, ey come oggetti iniziali, e l'ultimo cerchio disegonatome oggetto
finale, e ho cosi definito lmnacro Cerchi per due punti tangenti un cerchio — Il,che
funziona correttamente se almeno uno dei puntiemvhti giace sulla circonferenzaylie

non da soluzioni in caso contrario.
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dA=221 cm
dB=0,00 cm

L= (dA-dB):1dA-dB 1= 1,00

Figura 24

Per completare la costruzione, e determinare hecetee risolvono il problema nel caso in
cui i punti dati appartengano ad un cerchio comgentl cerchio dato, ho disegnato su un
nuovo foglio diCABRI| un cerchioy, di centroF, e duepunti A e B, che ho disposto in
modo che giacciano sulla circonferenza di un cerdti centroF (fig. 25). Poi, ho
determinato punti d’intersezioneE eE’, dell’assedel segmento avente per estréma B,
con il cerchioy, e infine, ho determinato, medianterfeacro Cerchio per tre punti, i
cerchi passanti peh, B, E, e A B, E’, che per come sono stati costruiti sono tangenti,
rispettivamente i e E’, al cerchioy.

Poiché la costruzione eseguita,Ase B non giacciono sulla circonferenza di un cerchio di
centroF da luogo a cerchi errati, come in precedermaapplicato lamacro Cerchio
soltanto se tangente cerchialle coppie di cerclABE-y e ABE'-y, determinando cosi il
cerchio di centr® passante peY, e il cerchio di centr&’ passante pér’, che soddisfano
le condizioni del problema ma esistono soltanté &B giacciono su un cerchio di centro
F.

Dopo avemascostoi punti C e C’, che appaiono anche se/A& B non giacciono su un
cerchio di centroF, ho evidenziatoA, B e y come oggetti iniziali, e gli ultimi cerchi
disegnati come oggetti finali, e ho quindi defindomacroCerchi per due punti tangenti

un cerchio — Ill, che funziona correttamente se i punti dati g@wgisulla circonferenza di

un cerchio concentrico al cerchio dato, e non didgzg&mi in caso contrario.
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E, dal momento che i tre casi analizzati esauriz¢atie le configurazioni possibili dei due
punti e del cerchio dati, dopo aver disegnato imuavo foglio diCABR| due punti e un
cerchio, ho applicato a essirgacroCerchi per due punti tangenti un cerchio — ]Il e

[l (fig. 26), e ho cosi ottenuto un disegno interattthe illustra esaurientemente il
problema in esani@

In tale disegno compaiono sempre entrambi i cecblei risolvono il problema, eccetto,
come é giusto che sia, nel caso in cui i pA&iB, giacciono entrambi sulla circonferenza
diy, o sono I'uno interno e l'altro esterno ad ess#avia, con lo spostamento manuale dei
punti A e B, sulla circonferenza del cerchio, allo scopo dualizzare il cerchio che in tal
caso risolve il problema, non si produce l'effettesiderato. Per poter ovviare a tale
inconveniente, ho deciso di illustrare il problemasame mediante due figure interattive
distinte,ridefinendo, nella seconda di tali figure, il punfocome punto sulla circonferenza
del cerchio datd (fig. 27).

Infine, in entrambe le figure ho inserito una clseli testo per indicare quali sono gli

oggetti mobili, e come possono essere spostati.

% Le macroCerchi per due punti tangenti un cerchio - | Il elll sono state definite dopo aver nascosto i
centri dei cerchi finali, pertanto per far appaficentri dei cerchi che soddisfano le condizioal problema
nel disegno interattivo, li ho ricostruiti come piud’intersezione degli assi di due corde fissateogni
singolo cerchio.

97 . . . . . . . . . . .
Il caso in cuiA e B giacciono su una circonferenza di cerfifanediante il movimento manuale dei pufti

e B, non si presenta mai, tuttavia, esso non rappt@seancaso particolare dal punto di vista geomztnica
solo da quello costruttivo, pertanto non ho ritengppportuno rappresentarlo con una figura interatistinta.
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Figura 25

| punti A, B e F, sono punti
mobili.

Inoltre, & possibile variare il
raggio del cerchio di centro F.

Figura 26
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I punti B e F, sono punti
mobili, mentre il punto 4 &
mobile sulla circonferenza
del cerchio di centro F.
Inoltre, & possibile variare
il raggio del cerchio di
centro F.

Figura 27

Poiché la costruzione del Problema X%¢ del Problema XLV, viene ricondotta al
problema in esame, ho ritenuto opportuno definira macro che evidenziati due punti e
un cerchio, dia luogo a tutti e soli i cerchi clesgano per i due punti e sono tangenti al
cerchio. Evidenziati dunque (nella prima figuraenattiva), i puntiA e B e il cerchio di
centroF, come oggetti iniziali, e i cinque cerchi ottentin 'applicazione delle tnmacrg

come oggetti finali, ho definito lamacroCerchi per due punti tangenti a un cerchio

% paragrafo 1.3.

% E il problema deContattirelativo a un punto e due cerchi.
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1.9ProblemaXLVI

Descrivere un cerchio che passi per un punto datghi un cerchio dato, e una retta data

di posizione.

o o o ) o o 0 0 0 0 ) 0 o e o 0 o ) ) o o ) ) o ) ) ) e ) £ 2 ) 1 0 ) 1 ) e e 1 e e e e e e e e e

-]
=z

Figura 1

Per risolvere il problema Newton si propone di dateare il cerchidBD, di centroC, che
passa per il punto da®) ed e tangente alla retta da, e al cerchio datGEM, di centro
F, rispettivamente nei puri e E.

A tal fine, prolungatdCD fino al puntoQ in modo tale chddQ = EF, e disegnata la retta
QN, passante peD e parallela ad\D, egli indica conA la proiezione dB sulla retta data,
conK la proiezione dC sulla retta peB perpendicolare alla retta data, déma proiezione
di F suQN, conL la proiezione dC sulla retta peF perpendicolare alla retta data, e ¢tn
G eM, i punti in cuiFN incontra rispettivamente la retdd e il cerchioGEM.

Scelta come incognit€K =y, e prolungatoHG in modo cheHR= AB, pone poi, in

accordo con iDATI di Euclide, AB=a, FN=b, KL=c e RM=d, e, determinata
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un’ulteriore espressione &M, in funzione dei termini noti e dell'incognita, éguaglia alla

guantitad, ottenendo I'equazione:
(a-b)y -2acy- abd- at=0

Determinate le sue soluzioni:

_ ac +\/azbd— a d+ abt
a-b a-b

e osservato che, postob:: d: ee a—b: a:: ¢ f, si ha piu semplicemente:

y=f+,f?+ fe- fc,

egli conclude la risoluzione del problema mostragdme, notoy = KC= AD, si possa

y

determinardC, e quindi il centrcC, del cerchio cercato.
Poiché nella rappresentazione considerata il cerelta retta dati sono secanti, il problema
ammette due soluzioni che possono essere indidduaediante le due radici
dell’equazione risolvente. Tuttavia, cambiando daipione del cerchio e della retta dati in
modo che essi non siano secanti, le soluzioni deblpma sono quattro, pertanto la
risoluzione di Newton é incompleta.
Nel Problema IV del Quaestionum Solutio Geometrica'® , in cui egli risolve
geometricamente il problema, determina invece tugtesoluzioni, riducendolo alla
determinazione di un cerchio passante per due puatigente una retta.
Piu precisamente, disegnati un puBtauna rettaAD, e un cerchio di cent® (fig. 2), egli
suppone di aver gia risolto il problema, e osseh& postacCQ = CF= CS, si ha che:

AB=2CD- AH' e NF=2CQ- N&*
e quindi che:

AB- NF=2CD- AH-2CQ+ N-.

Sommato PQ ad ambo i membri dell’'ultima uguaglianza, ottigo

190The Mathematical Papers of Isaac Newtwol. IV, pp. 256 — 259.

0l NF=NL-FL=CQ- FL=CQ- LS+ CG C@2 CO LS Nt2 G NL )S2 €Q
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Figura 2

2
AB+DQ- HF= NS- AH=NY _AD 102
NF  AB

e da tale eguaglianza deduce che il segm&Htdeve essere diviso D, in modo tale che:

2 2
AB(= Hb) + DQ- HF= DH™ _AD” _ pja03
NF  AB

Osservato ancora che:
DH? =(AH - AD)> = AH*-2 ADx AH+ AD
da tale eguaglianza ottiene:

AH?-2ADx AH+ ADZ—% ADF = HKx bk'%

Ovvero:

102 poiché CD+DQ=CQ , leguaglianza AB— NF+2DQ=2CD- AH-2CQr NS 2 D(, diviene
AB- NF+2DQ=-AH+ NS , <che, essendo NF-DQ=HF , si pud scrivere come
AB+ DQ- HF=- AH'+ NS. La seconda parte delluguaglianza segue invet¢éedeema della tangente e
della secante, da «cui si evince cheAD°=AH'xAB , e dal fatto che, essendo
NQ°=Cl=CS- St= CO- Si= Nt SE( NL BL NL )SL NS NL)EL NS , si ha
che NQ® = NSx NF.

193 AB+ DQ- HF= AB+ Fk- HF= AB- Hk= bH- Hk bl

104 5j ottiene sostituendo al quadrato BH quello di AH-AD , e tenendo conto del fatto che
NF = NH + HF = EF+ HF = KF+ HF = HK.
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AD* _ HKxbk
ABx AH  AH

AH —2AD+ (AB- HK)x

che, dettiV e P i punti tali che si abbia:
AB-HK: AH= AB. Av e AH:HK=bk: HP,
diviene:

AD? _

AH-2AD+ HP,

OVVero:

AD’-2ADx AV+ AV = Ak P\'%®
ovvero ancora:

DV (= -AD+ AV) =+ Avx PV

Pertanto, disegna®K che incontraAH in V%", presoHP in AH (nella direzione dA seHK
giace sub, e nella direzione opposta altrimenti), in modke tehe AH : HK = bk: HP, e
presoDV medio proporzionale trAV e PV, egli desume che il cerchio cercato € il cerchio
passante per il punto daR) che tocca la rettAH in D. E, osservato che il problema in
questione ammette in generale quattro soluZi9réonclude la risoluzione precisando che
due di esse sono impossibili quando il cerchio dat retta data sono secanti, ossia

quando il puntd/ cade traA e P,

105 . .
Basta sommare AV? ad ambo i membri, e osservare che

AVxPV= A AV- AP= A¥- A¥ AR AL AV AH BB AV HP AV AH %

1% Nel manoscritto Newton scrivdV [PV , usando il simboldd al posto dellam che sta per medio
proporzionale. Inoltre, poiché det@ il punto d’'incontro della rettdV con la perpendicolare pét al
segmentdyV, si ottengono i triangoBAV e PQ'V, simili in quanto rettangoli e con un angolo inmeme, si

ha cheBVxQ'V= AVx PV= DV, da cui segue, come si vede nel disegno, chedhitecercato passa per
Q’. The Mathematical Papers of Isaac Newtwbol. 1V, p. 258, nota 30.

107, punto V é il punto d’'incontro della retK con la retta data, in quanto, essendo i triangBN e BKb

simili, per il primo criterio, si ha che bK:Bbh(= AH)= AB. AV, che avendosiAB- HK=bK , da
AB- HK: AH= AB: AV, ovvero la proporzione che definisce V.

1081 a costruzione si puo ripetere scambiando i rdelipuntik e K, inoltre il problema cui quello in esame &
ricondotto con la determinazione@i, ha due soluzioniThe Mathematical Papers of Isaac Newtwl. 1V,

p. 259, nota 31.

19The Mathematical Papers of Isaac Newtwnol. IV, p. 259, nota 32.
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Dal momento che la risoluzione geometrica, nonirdisiendo il caso secante dal caso
esterno, consente di determinare tutti i cerchiredmvono il problema in ambedue i casi,
al fine di realizzare un disegno interattivo relatal problema in esame, ho eseguito con
CABRI la costruzione indicata da Newton.

Disegnati dunque, upunto B, unaretta r, e uncerchio C di centroF (fig. 3), che
rappresentano i dati iniziali del problema, ho gis#o il punto d’intersezione A, della
rettar con laretta perpendicolare ar passante peB, la retta perpendicolaret, ar
passante pefF, il punto d'intersezione H, della rettat con la rettar, e i punti
d’intersezione K e k, della rettat con il cerchio data® . Individuato poi, il punto d’
intersezioneb, della retta con laretta perpendicolare at, passante pd8, ho disegnato i
segmenti AH, HK, e bK, e, con lamacro Quarto proporzionale’®, ho determinato il
segmentdP’ tale che,AH : HK = bk: HP.

w

I
il

=

Figura 3

10 paragrafo 1.8, nota 92.
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A questo punto poiché intersecando il cerchio ditrweH passante pd?’ con la retta si
determinano due punti, dei quali il purRe quello piu vicino al punté, seHK giace s
(ossia s e F giacciono nello stesso semipiano di origijee quello piu lontano, in caso
contrario, al fine di individuar®, ho disegnato leetta BH (fig. 4), il simmetrico F’, di F
rispetto a tale retta,drco di circonferenzaindividuato dai dugunti di intersezionedella
retta BH con il cerchio di centroH passante pelP’, e dalpunto di intersezione della
semiretta HF’ con lo stesso cerchio, e quindi ho defiff@omepunto di intersezione
della rettar con I'arco di circonferenza. Tale costruzione Isisd’ambiguita in quanto |l
punto F' giace nello stesso semipiano di origiH8 in cui si trovaA, solo seB e F

appartengono allo stesso semipiano di origi(fey. 5).

Figura 4
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Figura 5

Sebbene con la conoscenza@dNewton determini il punto di contatto del cerchercato
con la rettar, come gia osservato, nokbe possibile determinare il pun@ (fig. 6), tra
I'altro presente nella figura che accompagna laluidone di Newton, che oltre ad essere |l
piede della perpendicolare condotta Rlalla rettaBK, € un punto del cerchio cercato.
Pertanto, condotta da la retta perpendicolare alla rettaBK, e disegnato il lorgunto
d’intersezioneQ’, ho applicato lanacroCerchi per due punti tangenti una rettd*', alla
rettar e ai puntiB e Q’, determinando cosi due cerchi che soddisfano helizimni del

problema (fig. 7).

" paragrafo 1.6
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Figura 6

Figura 7
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Poiché lintera costruzione puo essere ripetutanb@@ndo il ruolo dei puntk e k, dopo
aver individuato, in modo analogo al precedentpuiitop tale cheAH : Hk = bK: Hp, ho
disegnato il piedg’ della perpendicolare condotta palla rettaBk, e ho determinato gli
altri due cerchi che risolvono il problema applidanla macro Cerchi per due punti

tangenti una retta, alla rettar e ai puntiB eq’ (fig. 8).

Figura 8

Analizzando la figura costruita al fine di stabilr il corretto funzionamento, ho tuttavia
constatato che essa non €, né corretta, né complegaanto in alcune configurazioni da
luogo a cerchi errati, 0 a nessun certHio

Poiché in tali casi al posto Bie p, dovrebbero essere considerati i loro simmeRi@ p,,

rispetto al puntdd, ho ricostruito la figura relativa al problemaasame, definend®e e P,
semplicemente conqaunti d’intersezione della rettar con il cerchio di centroH passante

perP’, e individuando (dopo aver determinato come ircgudenza i pun)’ eQ;’) i cerchi

12n particolare, se eC sono secanti B & interno &, non viene disegnato alcun cerchio.
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passanti peB, Q’, tangentir, e quelli passanti pd, Q,’, tangentir, con lamacroCerchi
per due punti tangenti una retta(fig. 9).

Ripetuta la costruzione per i pupte p,, dal momento che lkaacroCerchi per due punti
tangenti una retta da luogo in generale a tre cerchi, ho ottenutofiguaa in cui al variare
della posizione diB, r e ¢, compaiono dodici cerchi, pertanto, per far si aheogni
configurazione vengano visualizzati solo i cerdie cisolvono il problema, ho invalidato la
costruzione dei cerchi errati applicando a ciasadintali cerchi e al cerchi@, la macro

Cerchio soltanto se tangente cerchtd®

Figura 9

113 paragrafo 1.8.
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Sebbene la figura ottenuta sia ora corretta, emsa rancora completa, in quanto se il punto
B coincide con il puntd, o con il puntdk, non viene disegnato alcun cercfifo

Per completare la figura ho dunque definitonrdacro Cerchi passanti per un punto
tangenti una retta e un cerchio - ] evidenziando il punt8, la rettar e il cerchioC, come
oggetti iniziali, e i dodici cerchi che si altermanel ruolo di soluzioni del problema, come
oggetti finali, e ho analizzato separatamentesbcsopraindicato.

Piu precisamente, dopo aver disegnato in un nuogtiof di CABRI| unaretta r, un
cerchio ¢, di centroF (fig. 10), laretta perpendicolaret, ar, passante pef, uno dei
punti d’intersezioneB, diC conr, laretta perpendicolares, at passante pds, e il punto
d’intersezione H, dir et, ho determinato, con lamacroCerchi per due punti tangenti

una retta — N1*°

il cerchiog, passante pétl e tangente iB la rettas, che & tangente iH
alla rettar. E, dal momento che nel caso in cui il puBtoon coincide con uno dei punti
d’intersezione di¢ et, tale costruzione da luogo a cerchi errati, holiegi® la macro
Cerchio soltanto se tangente rettd® alla rettar e al cerchid;.

Nascosto poi il punto C, che appare anche 4 non coincide con uno dei punti
d’'intersezione di¢ et, evidenziandoB, r e ¢ come oggetti iniziali, e l'ultimo cerchio
disegnato come oggetto finale, ho definitarlacro Cerchi per un punto tangenti una
retta e un cerchio — I, che agisce solo se il punto dato coincide con d@opunti

d’intersezione del cerchio dato con la perpendreot@ndotta dal suo centro alla retta data.

14 Cio @ dovuto al fatto che in tal caso, il puAt@ sovrapposto al puntd, e il puntoB al puntob, pertanto
non esiste né il quarto proporzionaleAdi, HK e bk, né quello dAH, Hk e bK.

115 » ' L . .

E una dellemacrorelative al problema della determinazione del lterpassante per due punti e tangente
una retta (Paragrafo 1.6). In particolare essaudgd alle soluzioni del problema solo se il secopdnto
evidenziato giace sulla retta, e non da soluzioeiiso contrario.

118 paragrafo 1.6.
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Figura 10

Sebbene a questo punto, disegnati in un nuovodfajlCABRIun punto, una retta e un
cerchio, per realizzare un disegno interattivotnadaal problema in esame, sia sufficiente
applicare lanacroCerchi per un punto tangenti una retta e un cerchic- | ell, prima di
procedere in tal senso ho analizzato la costruzretaiva alla risoluzione di Viéte, in
guanto tale problema e uno dei problemi@entattiper i quali la traduzione in linguaggio
inversivo della risoluzione di Viet¥ permette di pervenire facilmente alle soluzioni.

Piu precisamente, dati un cercldpdi centroF, un puntoB, e una retta (fig. 11), e

indicato conO, il punto d’intersezione di con la retta peff perpendicolare g piu lontano

dar, e conl, ., l'inversione di centr® che trasforma il cerchio datb inr, la traduzione

in linguaggio inversivo della risoluzione di Viatensiste nel determinare il cerchio cercato

come cerchio passante fie B' = |, (B), tangente alla rettd'®. DettoG tale cerchio, e

indicato conQ il punto di contatto di; conr, si ha infatti che il punt®'=1,,(Q)

17 Apollonius GallusProblema VI

118 e ricostruzioni apolloniane in Viéte e in Ghetalgli 89.
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appartiene sia al cerchip''®, sia al cerchio dat6, immagine dir mediantel, . Inoltre,

esso e l'unico punto chg e il cerchio? hanno in comune, perché se ne avessero un altro,
la sua immagine mediante I'inversione consideratel®e un ulteriore punto in comune

della rettar e del cerchi@j, che & 'immagine di se stesso medidgte

Figura 11

Per eseguire tale costruzione c@ABR| dopo aver disegnato yunto B, unaretta r, e un
cerchio ¢ di centroF (fig. 12), ho disegnato leetta perpendicolaret, ar passante pé¥,
il punto di intersezioneA’, di tale retta com, la semiretta di origineF, passante per il
simmetrico D, di A’ rispetto aF, e il punto d’intersezione O, dellasemiretta FD con |l
cerchio/, che, indipendentemente dalla posizione di tatehie rispetto ad, € il punto

d’intersezione della rettacon ¢, piu lontano da.

119 perchéB, B' e Q non sono allineati, e, per una proprieta caratied dell'inversione, due punti qualunque
e i loro inversi, se non sono allineati si trovaouna stessa circonferenza.
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Disegnato poi isimmetrico A, di O rispetto &, poiché i puntiO, A e A’ sono allineati, si

ha cheA’ é 'immagine diA rispetto all'inversione di centr® che trasform& in r,

pertanto il raggio della circonferenza d’'inversiobedato da/OAx OA , ossia & medio
proporzionale tr®A e OA’. Determinato dunque, connaacroMedio proporzionale'®, il
segmentdDl tale cheOAx OA = OF = K, ho disegnato la circonferenia di centroO e
raggio Ol, che rappresenta la circonferenza d’inversionggiedeterminatoB' = Io,k(B)7
ho costruito con lanacroCerchi per due punti tangenti una retta i cerchi passanti p&

eB’, tangenti a.

Figura 12

120 paragrafo 1.6
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Analizzando la costruzione per verificarne il ctiwdunzionamento, ho tuttavia constatato
che essa non & completa, in quanto/ & sono esterni, dei quattro cerchi che risolvono il
problema ne vengono disegnati solo due, inoltrd,@&chio / e la rettar sono secanti, dei
cerchi che risolvono il problema vengono disegrsdltanto quelli esterni & che
giacciono nel semipiano di originecui appartiend (fig. 13), e quelli interni & che
giacciono nel semipiano opposto (fig. 14).

Figura 13
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Figura 14

Osservato che per determinare gli ulteriori ceotta risolvono il problema basta ripetere la

costruzione descritta scambiando il ruolo dei phe A, ho determinato, con laacro
Medio proporzionale, il segmentoAl’ tale cheAA'x AO= Al? = It (fig. 15), e, dopo

aver disegnato lacirconferenza H”, di centro A passante pel’, che rappresenta
linversione di centroA che trasforma in r, ho determinato il punt®"=1,,(B), e ho

costruito, mediante lanacro Cerchi per due punti tangenti una retta, i cerchi passanti

perB e B", tangenti a.
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Figura 15

Sebbene questa seconda costruzione, quando iieegrahla rettar sono secanti, da luogo
sia ai due cerchi che risolvono il problema che&gi@o nel semipiano di origirrecui non
appartiend-, sia a quelli interni & che giacciono nel semipiano opposto (fig. 16)aaks
luogo a due cerchi errati nel caso in éue r sono esterni (fig. 17), in quanto, in realta

l'inversione |, trasformar in ¢/, solo se essi sono secanti, mentre trasformeel

simmetrico di/ rispetto al puntd@, se essi sono esterni.
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Figura 16

Figura 17
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Per completare la costruzione, dopo aver invalidapparizione dei cerchi errati con
l'ausilio dellamacroCerchio soltanto se tangente cerchjdo applicato lanacroCerchi

per due punti tangenti una retta anche alla rettg, al puntoB e al puntoB™"', simmetrico

di B"= IA,h(B) rispetto al puntd\ (fig. 18). E, dal momento che quandcer sono secanti

tale costruzione da luogo a cerchi errati, ho agpd anche in tal caso taacro Cerchio

soltanto se tangente cerchit?.

Figura 18

121 poiché lamacro Cerchi per due punti tangenti una rettada luogo a tre cerchi (dei quali uno appare
soltanto se la retta data € parallela alla rettagoate per i due punti dati), nella figura costrbiv applicato la
macro Cerchio soltanto se tangente a cerchianche ai cerchi che compaiono nel caso inBcappartiene

alla retta perpendicolaretgpassante pex'.
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Analizzando la figura cosi ottenuta, ho appurate essa € corretta ma non ancora
completa, in quanto, sia se il cercl@ice la rettar sono tangenti, sia se il centfodi ¢
appartiene a, non viene disegnato alcun cerchio.

Per determinare i cerchi che risolvono il probldméali configurazioni, dopo aver definito
la macroCerchi per un punto tangenti una retta e un cerchic- | (Viéte), evidenziando

B, r e come oggetti iniziali, e i nove cerchi ottenutinm® oggetti finafi*?, ho analizzato
ciascun caso separatamente. In particolare, p#érugesi cerchi corrispondenti al caso in
cui il cerchio e la retta sono tangenti, ho diségmaun nuovo foglio dCABRIun punto B,

un punto F (fig. 19), unaretta r, laretta perpendicolaret, ar passante pdf¥, il punto
d’'intersezioneH, dit er, e il cerchio C di centroF passante péfi. E poi, con lanacro
Cerchi per due punti tangenti una retta - 1I'*, ho disegnato il cerchig, passante pd&

e tangente i alla rettar, che risolve il problema in quanto é tangentil ial cerchicC.

Poiché il puntdH esiste sempre, il cerchip appare anche se non soddisfa le condizioni del
problema. Sebbene ci0 possa essere evitato apgdicartale cerchio e al cerchip la

macro Cerchio soltanto se tangente cerchjoin tal modo il cerchio finale apparirebbe

anche se eC non sono tangenti, con la conseguenza che nglieafconclusiva relativa al

problema in esame, esso sarebbe sovrapposto aiicerchi gia disegnafi’.

12211 cerchi relativi a8, B’ er, tre relativi aB, B" er, e tre relativi 8, B™ er.
123 Nota 115.

1241 o scopo di tale costruzione & quello di creara mmacro relativa al caso particolare del problema in
esame, in cui il cerchio e la retta dati sono tatig€oiché per ottenere una figura generale,nteleroverra
applicata insieme alle altre, a un punto una eett@ cerchio qualsiasi, in tal modo essa darebigola una
soluzione del problema sia nel caso in cui la retthcerchio iniziali sono tangenti, sia quandgiinto di
contatto di uno dei cerchi soluzione agrecoincide con il puntéi.
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Per eliminare ogni ambiguita, dopo aver applicato @C, la macro Cerchio e retta
tangenti?"*°, ho misurato la distanza del centr€ **°di ¢ , dalla circonferenza di tale
cerchio, e ne ho calcolato il prodotto con l'esitella macra Trasportato il risultato
ottenuto sul punt&, e individuato cosi un punf che appare solo geer sono tangenti,
ho poi disegnato icerchio di centroC passante pe®, che appare solo se soddisfa le
condizioni del problema, pertanto, evidenziaijo e C come oggetti iniziali, e, dopo aver
nascostoC e Q, l'ultimo cerchio disegnato come oggetto final®, definito lamacro
Cerchi per un punto tangenti una retta e un cerchio lI(Viéte), che da un esito solo nel

caso particolare in cui il cerchio e la retta starmenti.

Cerchio e retta tangenti? : 1,00

r=3.14 cm G

rx1,00=3,14 cm

C
B
F
r H
Figura 19

Per quanto riguarda il caso in cui il centro deche dato appartiene alla retta data, dopo

aver disegnato in un nuovo foglio @ABRIun punto B, uncerchio C, di centroF, e una

125 paragrafo 1.6.

12811 punto C & nascosto perché tmacroche generd & stata definita dopo aver nascosto il centrosdel
oggetto finale.
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retta r, passante pdf (fig. 20), ho disegnato punti d’intersezione O e A, di C con la
retta perpendicolare t, ar, passante peF, e ho determinato, con laacro Medio
proporzionale, il segmentoOl tale cheOAx OF= AOx AF= Of = K. Disegnata la

circonferenza di centro O passante pet, e la suasimmetrica rispetto ar, che

rappresentano le circonferenze d’inversione, ho p@terminato B':IOVK(B) e

B"= IA,k(B), e, con lamacro Cerchi per due punti tangenti una retta, ho costruito i

cerchi passanti p& e B’, tangenti a, e i cerchi passanti p8re B", tangenti a.

<

=

I

Figura 20

Poiché sd- non giace su la figura costruita da luogo a cerchi errati, goea@pplicare a
ciascuno dei sei cerchi ottenutirteacroCerchio soltanto seangente cerchio Sebbene in

tal modo si riesca ad ovviare a tale inconveniemie, preferito invalidare lintera
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costruzione nel caso in chinon giace su, al fine di rendere piu semplice I'algoritmo che
si cela dietro la costruzione della figura. E, & tscopo, ho definito lanacroll punto
appartiene alla retta?, che, evidenziati un punto e una retta, fa appanr numero uguale

a 1 se la risposta e affermativa, e un numerosterge in caso contrario. Piu precisamente,

dopo aver disegnato in un nuovo foglio@ABRI| unpunto P e unaretta r (fig. 21), ho

In(10° -d 1 se0r
misurato la loro distanzal, hocalcolatola quantita ( ) —{

In(10‘5—d)_ inesistentese Pl

ho poi definito la suddettenacro evidenziandd® e r, come oggetti iniziali e il numero

calcolato come oggetto finale.

d=176 cm

Punto appartenente alla retta? : inesistente

Figura 21

Applicata talemacroal puntoF e alla retta, nella figura relativa al caso in cui il centrd de

cerchio dato giace sulla retta data (fig. 22),ntieurato il raggio diC, come distanza del
suo centrd= dalla sua circonferenza, e ne ho calcolato il pttodcon I'esito dellanacra
Trasportato poi il risultato suF, ho individuato un puntd, e quindi ilcerchio C ’, di
centroF passante pe¥, che esiste solo $egiace su.

Fatto cio, haridefinito il punto O, come punto d’intersezione @i’ e t, e in tal modo ho
ottenuto una costruzione corretta, che apparess#tayiace su.

EvidenzianddB, r e @, come oggetti iniziali, e i sei cerchi disegnatime oggetti finali, ho
allora definito lamacroCerchi per un punto tangenti una retta e un cerchic lll(Viéte) ,

che e relativa al caso particolare in cui il cemtebcerchio giace sulla retta.
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F appartienear?:1,00

raggio = 1.41 cm

raggio x 1,00 = 1,41 cm

Figura 22

L'applicazione simultanea dellmacro Cerchi per un punto tangenti una retta e un
cerchio — |, Il elll(Viéte) , permette di ottenere una figura interattiva catepk corretta
in cui i cerchi che si scambiano il ruolo di sotuzidel problema sono sedici. Tuttavia, con
un semplice espediente, € possibile ridurre alsgirmero di oggetti finali dellanacro
I(Viéte), e quindi a tredici quello della figura completa.

Piu precisamente, poiché i pui" e B"™ sono simmetrici rispetto al punfy e i cerchi
costruiti con essi non appaiono mai contemporanetmeensi quelli relativi 8",
appaiono solo sé er sono secanti, e quelli relativiB™, solo se/ er sono esterni, &
possibile costruire un punté che coincide coB" nel primo caso, e coB™ nel secondo.
A tale scopo, nella figura in cui € stata defifgtanacrol(Viéte), ho disegnato iterchio di
centroA passante peB" (fig. 23), uno depunti d’'intersezione, di tale cerchio con la
retta perpendicolare al segmentoB" B™, passante peh, e il sistemadi assiAB™Y.

Successivamente ho determinatadistanze FA’ e d, di F rispettivamente dalla rettae
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dalla  circonferenza di ¢ , e, dopo aver calcolato il numero

EA_d +1 s& € sono ester
m: -1 seré sono secalr, I'ho trasportato sull'asse delle ascisse del
inesistentese re/ sono tangel

sistema di assi fissato determinando cosi il puttd. Disegnati allora, con lmacro
Cerchi per due punti tangenti una rettg i cerchi passanti peB e H, tangenti a, ho

ottenuto tre cerchi cui non bisogna applicaremacro Cerchio soltanto se tangente

cerchio, in quanto esistono solo se soddisfano le condiiziel problema.

i
FA'=425 cm i
d=182 cm i
2= 1.00 i

Figura 23

1271 puntoH coincide conB" o B™ in quanto I'unita di misura del sistema di rifeeinto fissato & data dalla
lunghezza dAB".
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Pertanto, evidenziandB, r e ¢, come oggetti iniziali, e i sei cerchi ottenutino® oggetti
finali'?®, ho ridefinito lamacro Cerchi per un punto tangenti una retta e un cerchio-
I(Viéte).

Sebbene I'applicazione simultanea deflacro Cerchi per un punto tangenti una retta e
un cerchio — |, I, Il (Viéte), dia luogo a una figura in cui il numero di cerchie si
scambiano il ruolo di soluzioni del problema é uUgua quello dei cerchi cui da luogo
'applicazione simultanea dellmacro Cerchi per un punto tangenti una retta e un
cerchio — I, I, 1l , dopo aver disegnato in un nuovo foglicd@ABR]| un puntoB, una retta

r e un cerchid@, ho scelto di realizzare il disegno interattivtati®o al problema in esame
applicando ad essi lmacro definite eseguendo la costruzione relativa aBaluizione di
Viete, in quanto, dal momento chenfeacroCerchio soltanto se tangente cerchjaon e
stata applicata a tutti gli oggetti finali, I'algtmo che si cela dietro tale costruzione e piu
semplicé®.

Inoltre, poiché con lo spostamento manuale del@Bnsulla circonferenza di , o sulla
tangente & parallela alla retta, o ancora, d¢ e dir al fine di renderli tangenti, non si
produce l'effetto desiderato, e non si possono dangsualizzare i cerchi che in tali casi
risolvono il problema, ho deciso di illustrare itoplema in esame mediante piu figure
interattive distinte, in cui ho inserito una caaeli testo per indicare quali sono gli oggetti
mobili, e come possono essere spostati.

In particolare, la prima € la piu generale, e aesompaiono quattro soluzioni se il cerchio
e la retta dati sono esterni, e due se sono seeanttto, come € giusto che sia, nel caso in
cui il problema non ammette soluzioni o ne ammiefiaite (fig. 24).

La seconda ¢ relativa al caso in cui il puBt@iace sulla circonferenza di, e in essa
appaiono due coppie di soluzioni coincidenti, clhaiducono a due coincidenti S8

appartiene alla perpendicolare eondotta dal centrb di C (fig. 25).

128 Tre cerchi relativi 8, B’ er, e tre relativi &8, H er.

129 pojché lemacro sono state definite dopo aver nascosto i centreeehi finali, i centri dei cerchi che
soddisfano le condizioni del problema non compainabdisegno interattivo. Malgrado per owviare & ta
inconveniente sia sufficiente ricostruirli, comenpiud’intersezione degli assi di due corde fissstieogni
singolo cerchio, non ho potuto eseguire tali castmi, in quanto, I'elevato numero di cerchi sobrs rende
troppo complesso l'algoritmo che si cela dietrfidara.
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La terza € relativa al caso in cBigiace sulla tangente @ parallela ar, e in essa
compaiono al piu tre soluzioni, che si riducono we coincidenti, sd appartiene alla
perpendicolare acondotta dd&, e a una, sk giace su (fig. 26).

La quarta é relativa al caso in @er sono tangenti, e in essa appaiono al piu tre solyz
ma si riducono a due &egiace sulla tangenteCa parallela a, e a una s8 é interno & ,
0 se giace nel semipiano opposto a quello in adedi (fig. 27).

La quinta e relativa al caso in aqueC sono tangenti B giace sulla circonferenza@je in
essa compaiono tre soluzioni, di cui due coincideatloro e una coincidente c@nche si

riducono a una sB appartiene alla perpendicolare eondotta d& (fig. 28).

Laretta r pud ruotare intorno al
punto Z e pud essere traslata.
spostando lo stesso punto.
Inoltre, i punti B e F sono mobili.
ed & possibile variare il raggig
del cerchio di centro F.

Figura 24
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La retta r pud ruotare intorno al
punto Z e pud essere traslata,
spostando lo stesso punto.
Inoltre, il punto F & mobile, el
punto B lo & sulla circonferenza
del cerchio di centro F, del quale
& possibile variare il raggio.

Figura 25

La retta r pud ruotare intorno al
punto Z e pud essere traslata,
spostando lo stesso punto.
Inoltre, il punto F & mobile, el
punto B lo & sulla tangente al
cerchio di centro F parallelaar.
Infine & possibile variare il
raggio del cerchio di centro F.

tangente

Figura 26
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La retta r pud ruotare intorno al
punto Z e pud essere traslata,
spostando lo stesso punto.
Inoltre, i punti B e F sono mobili.

Figura 27

Laretta r pud ruotare intorno al
punto Z e pud essere traslata,
spostando lo stesso punto.
Inoltre, il punto F & mobile, e il
punto B lo & sulla circonferenza
del cerchio di centro F.

Figura 28
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E infine la sesta, e relativa al caso in c@C sono tangenti 8 giace sulla tangente

parallela a, e in essa compaiono al piu due soluzioni, ch&lscono a una se il pun®

appartiene alla perpendicolare alla retta dataaivadial centro del cerchio dato (fig. 29).

La retta r pud ruotare intorno al
punto Z e pud essere traslata,
spostando lo stesso punto.
Inoltre, il punto F & mobile, e il
punto B lo & sulla tangente al
cerchio di centro F, parallelaar.

Figura 29

Poiché alla fine della risoluzione del problema ngisato, Newton mostra come sia
possibile ricondurre ad esso il problema relativdua cerchi e una retta, mediante semplici
considerazioni sulle distanze tra i centri dei bedati, ho definito lanacroCerchi per un
punto tangenti una retta e un cerchig evidenziando nella figura interattiva relativa al
caso generale, il puntB, la rettar e il cerchioC, come oggetti iniziali, e i tredici cerchi
soluzione, come oggetti finali, al fine di realirzauna figura interattiva che illustra il
nuovo problema.

In particolare, dati la rett@Q, il cerchioRT di centroB, e il cerchioSVdi centroF (fig. 30),
Newton disegna il cerchiBM, di centroF e raggioFS— BF, la rettaAH, parallela &Q e
tale chePA= BR, il cerchio di centrdC, che passa per il punBed € tangente sia alla retta

AH, sia al cerchicEM, e il punto d’'intersezion® del segmentdC con il cerchioRT,
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concludendo la sua risoluzione con l'individuaziaied cerchioRS di centroC e raggio
CR che & tangente alla reR® e ai cerchRTe SV,

In realtd, tale riduzione del problema in esamprablema precedente & dovuta a Vigte
che distingue, oltre al caso trattato da Newtornjeow quello in cui il cerchio cercato e
tangente esternamente a entrambi i cerchi dati $g, anche il caso in cui il cerchio
cercato e tangente internamente a entrambi i cdathifig. 32), e il caso in cui il cerchio
cercato é tangente esternamente a uno di essitemhamente all'altro, in cui occorre
considerare il cerchio concentrico a uno di essn& raggio uguale alla somma dei loro
raggi* (fig. 33).

Figura 30

130 paragrafo 5.20, nota 273.
131 Apollonius GallusProblema VL.
132 fatto che Newton non abbia proposto la comptistaluzione del problema nefrithmeticaUniversalis

rende evidente ancora una volta che egli non ¢eeeissato a determinare tutte le soluzioni di pgoblema,
ma solo alcune di esse.
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Figura 31

Figura 32
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Figura 33

Dal momento che per realizzare un disegno intgratti cui appaiano tutte le soluzioni del
problema in ogni configurazione, occorre costruicerchi che corrispondono ai tre casi
considerati da Viéete, ho eseguito sia la costriezioncui il cerchio concentrico a uno dei
cerchi dati ha raggio uguale alla differenza dgograli tali cerchi, sia quella in cui esso ha
raggio uguale alla somma dei suddetti raggi.

A tal fine, dopo aver disegnato uretta r, uncerchioC , di centroF, e uncerchioC’, di
centroB (fig. 34), che rappresentano i dati iniziali, heedjnato laetta perpendicolares,
ar, passante peB, il punto d’intersezione H, di s conr, laretta perpendicolaret, ar,
passante peF, uno dei dueounti d’intersezione M, di s conC’, e uno dei duegunti
d’intersezioneL, dit conC. Riportato poi il segmentoBM sui puntiL e H, e individuati
cosi ipunti G e G’ sut, e ipunti N e N sus, ho disegnato iterchio G, di centroF
passante peB, laretta parallela r', ar passante peX, e, mediante lanacroCerchi per
un punto tangenti una retta e un cerchigi cerchi passanti p& e tangent; er’.
Successivamente, poiché nella configurazione ceredid il cerchiaf ha raggio uguale

alla differenza dei raggi dei cerciie ¢ ’, ed & concentrico al cerchio dato di raggio
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maggiore, come nella figura che correda la risolozidi Newton (fig. 30), ho determinato
per ognuno dei cerchi ottenuti che sono tangenéresmente &, la semiretta avente
origine nel centrd di ¢ ’, passante per il loro centf®"*3 (fig. 35), e ilcerchio concentrico

passante per punto d'intersezioneP, di tale semiretta con ¢’***.

Figura 34

13| centri dei cerchi ottenuti mediante aacro Cerchi per un punto tangenti una retta e un cerchip
sebbene non compaiano, in quanto sono stati nagrost della definizione dellmacrq possono essere
visualizzati mediante il comanddostra/Nascondi

134 Considerando il segmenBC, come nella costruzione indicata da Newton, sentrc dei cerchi passanti
perB e tangenti; er’, sono interni & ’, il punto P corrispondente non esiste, e dunque non vienemiieizta
alcuna soluzione.




Figura 35

| cerchi passanti peB e tangentiG e r', che sono tangenti internamenteganella
configurazione considerata non danno luogo ad alsafuzione del problema, tuttavia, nel

caso in cui il cerchid@ e il cerchio di raggio minore, come nella primdladigure che
corredano la risoluzione di Viete (fig. 31), esemie su di essi la costruzione
precedentemente descritta si ottengono dei cerbbi soddisfano le condizioni del
problema (fig. 36), mentre i cerchi passanti Bee tangentiG e r', che sono tangenti
esternamente @ danno luogo a cerchi errati.

Inoltre, nel caso in cud, ¢’ er giacciono nello stesso semipiano di origineome nella
seconda delle figure che corredano la risoluzianédete (fig. 32), i cerchi soluzione, se il

raggio diG € minore di quello d? (fig. 37), si ottengono mediante i cerchi passpetiB e
tangentir’ e G, che sono sempre tangenti esternamerecansiderando al posto Hj il

suo simmetricd®’ rispetto al puntds, invece se il raggio d} € maggiore di quello di (fig.
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38), si ottengono mediante i cerchi passanti pex tangentir’ e G, che sono tangenti

esternamente @ solo sa’ e G sono secanti, considerando il simmetfeodi p13®

Figura 36

135 Alcuni cerchi sono tangenti@ internamente o esternamente, a second# ehé siano esterni o secanti,
in quanto lamacrol — Viéte relativa al problema precedente, € stata defimiticando il caso secante con il
caso esterno.
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Figura 37

Figura 38
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Dal momento che nella figura interattiva relativia ppoblema in considerazione sara
possibile cambiare il raggio dei cerchi inizialergndividuare tutti i cerchi che soddisfano
le condizioni richieste, ho eseguito la costruziohe da luogo ai cerchi soluzidi&in tutti

i cerchi ottenuti con lanacro Cerchi per un punto tangenti una retta e un cerchip
eliminando i cerchi errati con l'ausilio delleacroCerchio soltanto se tangente rettae
Cerchio soltanto se tangente cerchid’.

Tuttavia, poiché lanacroCerchi per un punto tangenti una retta e un cerchipha come
oggetti finali tredici cerchi, nove dei quali appad solo in alcune configurazioni
particolari, non riproducibili con il movimento d, F e r, ho determinato i cerchi
soluzione corrispondenti ai restanti quattro, salando i casi particolari per analizzarli
successivamente.

Fatto cio, poiché per ottenere una figura interattompleta occorre considerare I'unione
delle figure relative a ciascuno dei casi partidplao scelto di definire come per |l
problema iniziale, dellenacrorelative a ciascuna di tali figure, al fine diestere la figura
finale mediante la loro applicazione simultaneatd?®o, evidenziando la rettae i cerchi

C eC’, come oggetti iniziali, e gli otto cerchi detamati come oggetti finali, ho definito la
macroCerchi tangenti una retta e due cerchi —,Iche in alcune configurazioni da luogo a
gualcuno dei cerchi che soddisfano le condiziohpdeblema.

Per determinare ulteriori cerchi soluzione, dal reato che la mobilitd degli oggetti che
costituiscono i dati iniziali del problema rendéitraria la scelta di definiré come retta
passante pea, horidefinito tale retta identificandola con fatta parallela ar, passante
per N’ (fig. 39), ed ho cosi ottenuto altri otto cerchecal variare della configurazione in

cui si presentano i dati iniziali si scambianauiblo di soluzioni del problema.

136 Considerando sia i cerchi persia i cerchi peP’.

137 per non far apparire cerchi errati occorre apmi@ntrambe lenacroa tutti i cerchi che si scambiano il
ruolo di soluzioni del problema, in quanto, il tatthe uno di essi sia tangente, aon implica che esso sia
tangente & (fig. 36), e viceversa (fig. 37).

138 | a macroin questione, & unione di treacrorelative, rispettivamente, al caso generale, abda cui il
cerchio e la retta dati sono tangenti, e al casouinil centro del cerchio dato giace sulla rettaad In
particolare, facendo riferimento alla figura in agione, la prima di talinacroda luogo a sei cerchi, due dei
guali appaiono solo sB giace su una delle tangent;garallele a’, la seconda da luogo a un cerchio che
appare s€ er’ sono tangenti, e la terza da luogo a sei cer@hivengono visualizzati solo Segiace su’.
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Evidenziati alloraC ’,C er, come oggetti iniziali, e gli otto cerchi determincome oggetti
finali, ho definito lamacro Cerchi tangenti una retta e due cerchi — I} che in alcune
configurazioni, unitamente allaacroprecedente permette di individuare quattro, delie

soluzioni che il problema in esame ammette in gdaer

Figura 39

Dal momento che gli altri cerchi soluzione corrisgono alle costruzioni che differiscono
da quelle eseguite solo per il raggio del ceréhiche anziché essere pari alla differenza dei
raggi dei cerchC eC ’, deve essere pari alla loro somma,rigefinito G, come cerchio di

centroF passante peg’, sia nella figura in cu’ passa peN, sia in quella in cur' passa
per N, e in tal modo ho ottenuto altri sedici cerchi diternativamente soddisfano le

condizioni del problema (figg. 40 e 41).
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Figura 40

Figura 41
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Evidenziati quindiC ’,C er, come oggetti iniziali, e gli otto cerchi individti in ciascuna
delle due figure come oggetti finali, ho definieonhacroCerchi tangenti una retta e due
cerchi — Ill e IV, che insieme permettono di individuare le altratyo soluzioni, che il
problema in esame ammette in generale.

Per quanto riguarda le soluzioni corrispondenthn@re cerchi finali dellanacro Cerchi
per un punto tangenti una retta e un cerchipche appaiono solo in alcuni casi specifiti
guelle relative ai sei cerchi che appaiono quandgace su’ (due dei quali appaiono solo
se B giace su una delle tangentiGaparallele ar), rappresentano un caso particolare
esclusivamente dal punto di vista costruttivo, gr@d non ho ritenuto sensato analizzarle
separatamente, al contrario, sia i cerchi che appasolo nel caso in cd} er sono
tangenti, sia quelli che appaiono solo nel cascunB giace su una delle tangentiGa
parallele ar, permettono di individuare i cerchi soluzione @®pondenti a particolari
configurazioni di¢, ¢’ er, pertanto li ho esaminati.

Piu precisamente, nel caso in cuié tangente &, alcuni cerchi soluzione si ottengono
mediante I'unico cerchio passante [Bee tangentd& er’, che appare solo gseer’ sono
tangentt’’, invece nel caso in cui i cerdfiie ¢ * hanno una tangente comune paralleta a
alcuni cerchi soluzione si ottengono in corrisporade dei due cerchi passanti [fre
tangentiG er’, che appaiono solo gegiace su una delle tangenti @arallele a. Poiché la
costruzione dei cerchi soluzione nei casi sopraatdié finalizzata alla realizzazione di
ulteriori figure che illustrano il problema in esanho ridefinito opportunameni C eC’

e ho poi eseguito la costruzione precedentemerderitta su ciascuno dei nuovi cerchi
visualizzati.

In particolare, per determinare i cerchi soluziove caso in cuC e tangente &, ho
determinato ipunto d’intersezioneK, delle rette er (fig. 42), nella figura relativa al caso
generale in cui’ passa peN, e, dopo averidefinito ¢ come cerchio di centrb passante
per K, ho costruito come precedentemente i cerchi cdriceall’'unico cerchio passante

perB e tangent& er’, che appare solo geer’ sono tangenti, passanti rispettivamente per

139 Nota 138.

140 Gli altri cerchi soluzione si ottengono mediargeniacroCerchi tangenti una retta e due cerchi —,lII,
i, v.
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il punto d’interseziond®, della semirett®8C conC’, e per il simmetricd®’, di P rispetto a
B (fig. 43), annullando la costruzione di cerchiagircon l'ausilio dellemacro Cerchio
soltanto se tangente cerchi@ Cerchio soltanto se tangente rettd’. Successivamente,
ho evidenziato nell’ordine la rettail cerchioC’, e il cerchioC, come oggetti iniziali, e i
due cerchi ottenuti come oggetti finali, definenclmsi lamacro Cerchi tangenti due
cerchi e una retta — V che da luogo a due dei cerchi soluzione solaasb in cuC er
sono tangenti.

E, dopo averidefinito la rettar’, identificandola con la retta parallela passante pex’,
ho definito lamacro Cerchi tangenti una retta e due cerchi — V| che insieme alla
precedente da luogo ai soli quattro cerchi che is@attb le condizioni del problema
esclusivamente seer sono tangenti, evidenziando nell’ordine la reftal cerchio C’, e

il cerchioC , come oggetti iniziali, e i due cerchi ottenuihe oggetti finafi*2

141vanno applicate entrambe come nel caso generata. 1N87.

142 Nel caso in cui il cerchio tangente &C ', non & necessario costruire i cerchi soluziomeispondenti ai
cerchi individuati dallanacroCerchi tangenti una retta e due cerchi-V eVI, in quanto essi si ottengono
gia con lemacrol, I, Il elV. Cid & dovuto al diverso ruolo assuntoldaC ’, nella costruzione eseguita.
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Figura 42

Figura 43
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Per quanto concerne i cerchi soluzione che appaiolwseB giace su una delle tangenti a
G parallele a’, poiché la dipendenza dei pu@io G’, del cerchiaj dal puntoB, rende
inattuabile ogni ridefinizione del puni) atta a riprodurre una di queste configurazioai, h
eliminato il legame che unis&ee i puntiGo G'.

Piu precisamente, dopo aver disegnato nella figelediva al caso generale in guipassa
per N, unasemiretta di origine Q, e unsegmentoQR giacente su di essa (fig. 44), ho
riportato tale segmento sul punte, e horidefinito il cerchio ¢, identificandolo con |l
cerchio compasso di raggQR Individuato poi, unpunto T sulla semirettaQR ho
riportato il segmentoQT sul puntoB, e horidefinito il cerchioC’, identificandolo con il
cerchio compasso di raggiQT. Riportato inoltre il segmentoTR sul puntoF, ho
ridefinito il cerchiog, identificandolo con il cerchio compasso di raggR e, dopo aver
disegnato laetta perpendicolare z, at, passante per dimmetrico U, di G rispetto aF, ho

ridefinito il puntoB come punto sa.

B T 1 = e e S T T e T

Figura 44
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| cerchi passanti peB e tangenty; er’, che appaiono unicamente in tale configurazione,
sono due, inoltre la loro visualizzazione dipen@dladposizione diF rispetto ar’. Piu
precisamente, il primo & tangente esternamefteappare nel caso in duier giacciono
nello stesso semipiano di origime (fig. 44), mentre I'altro appare nel caso in €uer
giacciono in semipiani opposti di origine ed e tangente esternamente o internameite a
a seconda ch@ er’ siano rispettivamente secanti o esterni  (figg. 45 e 46).

Per determinare i cerchi soluzione corrispondentliacerchi, ho dunque costruito come
precedentemente i cerchi a essi concentrici pdss@gettivamente perP, punto
d’intersezione della semiret&C con C’, e perP’, simmetrico diP rispetto aB (fig.
47), annullando I'apparizione di cerchi errati dausilio dellemacroCerchio soltanto se

tangente cerchioe Cerchio soltanto se tangente rett4>

Figura 45

143vanno applicate entrambe come nel caso generate. 187.
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Figura 46

Figura 47
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E, dal momento che il cerchio passanteRjeconcentrico al primo dei cerchi sopraindicati,
non soddisfa mai le condizioni del problema, halemziato nell’'ordine, la rettg i puntiB

e F, la semirettaQR, e i segmentQT e QR come oggetti iniziali, e i tre cerchi ottenuti,
come ogagetti finali, definendo cosird@acroCerchi tangenti una retta e due cerchi — VlJ
relativa al caso particolare in ddigiace sw.

Fatto cio, dopo aveidefinito la rettar’, identificandola con la retta parallela @assante
perN’ (fig. 48), ho analizzato la figura ottenuta e Ipparato che il cerchio passante pér
che nella figura precedente é stato trascuratchpemon dava luogo ad alcuna soluzione,
guesta volta va considerato, mentre il cerchio s e®ncentrico passante [derin tale
configurazione non viene pitl visualizzifo Pertanto, evidenziando nell'ordine la retta
punti B e F, la semiretteQR e i segmentQT e QR, come oggetti iniziali, e i tre cerchi
ottenuti come oggetti finali, ho definito laacroCerchi tangenti una retta e due cerchi —
VIII , anch’essa relativa al caso particolare inRgiace sz

Nel caso in cui il cerchig passa per il punt@’, la retta su cui deve giacere il pumon

e la stessa che nel caso precedente, pertantoceduaon possono essere visualizzati nella
stessa figura interattiva. Tuttavia, dal momente ghe stato definito con il cerchio

compasso di centr® e raggioRT = QR- QT, per ottenere una figura interattiva relativa a

tale caso sara sufficiente ridefiniRecome punto della semiret@@I’, conT’ simmetrico di

T rispetto &, nella figura interattiva relativa al caso in 8ugiace sw, eg passa pe6.

144 a sua assenza dipende datiacroCerchio soltanto se tangente cerchio/rettache ne impediscono la
visualizzazione nel caso in cui non soddisfa ledeani del problema.
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Figura 48

Oltre ai casi particolari analizzati, che nascomab modo in cui e stata definita faacro
relativa al problema precedente, vi € un altro caseticolare, che é interessante
approfondire in quanto a esso non puo essere afplicnetodo descritto da Newton e da
Viéte. Tale caso é quello in cui i cerchie C ' hanno raggio uguale, e per esso non puo
essere eseguita la costruzione in cui il ceréhiba raggio uguale alla differenza dei raggi
di ¢ e C’, in quanto tale differenza & nulla. Per costuircerchi che soddisfano le
condizioni del problema relativi a tale costruzipdal momento che il cerchipsi riduce a
un punto, ho allora determinato i cerchi soluzioogispondenti ai cerchi che si ottengono
applicando lanacroCerchi per due punti tangenti una retta*®, alla rettar, e ai puntB e

F.

Piu precisamente, dopo aver disegnato in un nuogbof di CABR| un cerchioC ’, di
centroB, una rettar, e un puntd- (fig. 49), ho disegnato leetta perpendicolares, ar,
passante pdB, il punto d’'intersezioneH, di s conr, e uno dei dupunti d’intersezione M,

di sconC’. Riportato poi il segmentoBM sul puntoF, e sul puntd, e individuati cosi |l

145 paragrafo 1.6.
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cerchioC di centroF, e il punto N sulla rettas, ho disegnato laetta parallela r’, ar

passante peN, e, mediante lanacroCerchi per due punti tangenti una rettg i cerchi

passanti per i punB e F, tangenti alla rette **°

Figura 49

Successivamente, come nel caso generale, ho de&tonper ognuno di essi &&miretta
di origine B, passante per il loro cent®'*, e i cerchi concentrici passanti, uno per il

punto d’intersezioneP, di tale semiretta cof’, e I'altro per il simmetricd®’, di P rispetto

aB (fig. 50).

146 Tale macro ha tre oggetti finali, uno dei quali appare so# @aso in cui la retta per i punti iniziali &
parallela alla retta iniziale.

147 Anche i centri dei cerchi ottenuti mediantenfecro Cerchi per due punti tangenti una retta non

compaiono in quanto sono stati nascosti prima didfnizione dellanacrg ma possono essere visualizzati
mediante il comandMostra/Nascondi
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Figura 50

Poiché i cerch€ e’ hanno lo stesso raggio, sia i cerchi passamtPpsia quelli passanti
perP’, sono tangenti & eC’, tuttavia, dal momento che al variare della ogunfazione in
cui appaiono gli oggetti che costituiscono i datziali, solo alcuni di essi sono tangente
alla rettar, per invalidare la costruzione di cerchi errat, &pplicato a tutti i cerchi
individuati la macro Cerchio soltanto se tangente rettaSebbene cio sia sufficiente a
garantire che nella figura in costruzione i cerdbterminati risolvano le condizioni del
problema, al fine di creare umacrorelativa al caso in questione, applicabile in figara

in cui i cerchi iniziali hanno raggi non sempre aljuho applicato a ciascuno dei cerchi
ottenuti anche lanacroCerchio soltanto se tangente cerchidevidenziati dunqué’,C er,
come oggetti iniziali, e i sei cerchi ottenuti conggetti finali, ho definito lanacroCerchi
tangenti due cerchi e una retta — IX che da luogo a soluzioni del problema solo se i
cerchi iniziali sono uguali.

E, come nel caso generale, ho determinato gliiaftezerchi che soddisfano le condizioni
del problema in esame, nel caso in consideraziodefinendo la rettar’ come retta
parallela a r, passante per isimmetrico N’, di N rispetto al puntoH (fig. 51).
Evidenziando poig ',C er, come oggetti iniziali, e i sei cerchi cosi detevati come

ogagetti finali, ho definito lanacroCerchi tangenti due cerchi e una retta — Xche come
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la precedente agisce solo se i cerchi evidenzat siguali, e unitamente a essa permette di

individuare tutti i cerchi che appaiono sololse¢’ sono uguali.

Figura 51

Completata I'analisi dei casi particolari, ho disatp in un nuovo foglio dCABRI| un

cerchio € di centroB, un cerchio ¢ ’ di centroF, e unaretta r, e ho applicato a essi le

macroCerchi tangenti una retta e due cerchi — Il , 1l , 1V, V, VI, IX eX, per ottenere
una figura interattiva che illustra il problemaesame nel caso generale (fig. 52), nel caso
in cuiC’ o C sono tangenti B e nel caso in cui i cercliieC’ sono uguali.

Osservato che il movimento degli oggetti che coistitono i dati iniziali finalizzato a
visualizzare le soluzioni del problema nei casitipalari sopraindicati, non produce

I'effetto desiderato, ho paidefinito ¢ ' come cerchio di centr& passante per il piede
della perpendicolare a condotta da~, per ottenere una seconda figura interattiva che
illustra il problema in esame (fig. 53), nel casccuiC ’ € tangente & Successivamente,
ho ridefinito ¢ come cerchio di centrB passante per il piede della perpendicolare a

condotta daB, per ottenere una terza figura interattiva chesitha il problema in esame
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(fig. 54), in cui si possono visualizzare le sotuzidel problema nel caso in cui glache
C’ sono tangenti a. E infine, horidefinito ¢ (nella prima figura interattiva), come cerchio
compasso di centrb e raggio uguale al raggio di’ (fig. 55), per ottenere un’ulteriore
figura interattiva che illustra il problema in esamel caso in cui i cerchi iniziali sono

uguali.

Laretta r pud ruotare attorno al
punto Z, e pud essere traslata
spostando lo stesso punto.

Inoltre i punti B e F sono mobili, ed
& possibile variare il raggio del
cerchio di centro F, e del cerchio
di centro B.

Figura 52
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La retta r pud ruotare attorno al
punto Z, e pud essere traslata
spostando lo stesso punto.

Inoltre i punti B e F sono mobili, ed
& possibile variare il raggio del
cerchio di centro B.

Figura 53

La retta r pud ruotare attorno al
punto Z, e pud essere traslata
spostando lo stesso punto.
Inoltre i punti B e F sono mobili.

Figura 54
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Larettar pud ruotare attorno al
punto Z, e pud essere traslata
spostando lo stesso punto.
Inoltre i punti B e F sono mobili, ed
& possibile variare il raggio del
cerchio di centro B.

Figura 55

Per poter visualizzare le soluzioni del problemaaasi in cuiC e ¢’ hanno una tangente
comune parallelag ho poi applicato lenacroCerchi tangenti una retta e due cerchi —,|

[, 1, v, Vv, Vi, Vil | IX eX, nella figura in cui ho definito laenacroVII , ottenendo la
quinta figura interattiva, che illustra il problemal caso in cui i cercld e ¢ * hanno una
tangente comune parallela,ae giacciono nello stesso semipiano individuattadangente
(fig. 56). E infine, horidefinito il punto R, come punto sullasemiretta di origine Q
passante per gimmetrico T', di T rispetto aQ, ottenendo la sesta figura interattiva, che
illustra il problema nel caso in cui i cercheC’ hanno una tangente comune parallefa a

ma giacciono in semipiani opposti individuati dadagente (fig. 57).
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La rettar pud ruotare attorno al punto Z, e
puo essere traslata spostando lo stesso
punto, inoltre il punto F & mobile, e il punto B lo
ésullarettaz.

Infine spostandoipunti Re T, lungo la
semiretta su cui giacciono, & possibile variare
rispettivamente, il raggio del cerchio di centro
F. e il raggio del cerchio di centro B.

Figura 56

La rettar pud ruotare attorno al punto Z, e pud
essere traslata spostando lo stesso punto, inoltre
il punto F & mobile, e il punto B lo & sulla retta z.
Infine spostando i punti R e T, lungo le semirette su
cui giacciono, & possibile variare rispettivamente, il
ragqio del cerchio di centro F, e il raggio del
cerchio di centro B.

Figura 57
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1.10Problema LX

Descrivere una sezione conica che passi per quatirdi dati, e che in uno di questi punti

tocchi una linea retta data di posizione.

Figura 1

Considerati i puntA, B, C e D, e la rettaAE, per risolvere il problema Newton individua
due ulteriori punti della conica; e H, il suo centroO, e l'ordinataMH del diametro
passante pek, affermando che la loro conoscenza determinazi@ise conica.

Sebbene per costruire una conica G@ABRIsia sufficiente conoscere, oltre ai punti dati,
solo un altro punto, il metodo mostrato da Newten geterminares e H, presenta un
inconveniente costituito dal fatto che I'esattaividliazione di tali punti, rispettivamente
sulle retteFl eID, dipende dalla posizione del purEpd’intersezione della rett@D con la
retta dataAE, rispetto ai punth, C eD**®

Per realizzare un disegno interattivo relativo abbfema in esame, ho dunque fatto
riferimento ad un’altra costruzione, piu sempliggesentata dallo stesso Newton nel
Solutio Problematis Veterum de Loco Solido

In tale scritto egli propone la sua soluzione debfema classico déliogo solido, che ha

inteso come il problema dell'identificazione cong@nerica sezione conica, e quindi della

148 paragrafo 5.22.
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costruzione di una conica che passa per cinque @atif tocca rette date di posizione, 0
soddisfa altre condizioni equivalenti.

In particolare, nella proposizione VI mostra conwestruire una conica di cui sono dati
cinque puntiA, B, C, D e P, e nel corollario 1 di tale proposizione spiega pome
riadattare la costruzione nel caso in cui alla sopaza del punt® si sostituisce la
conoscenza della tangere nel punto dat@®'*°.

Piu precisamente, disegnati i segméie AC (fig. 2), e condotte dal pun®le rettePT e
PR a essi parallele, Newton chiafhal punto d’intersezione delle retBD e PT, e,r eRIi
punti d’intersezione diPR rispettivamente conCB e CD. Detto poit, il punto
d’intersezione della rett®T con la retta per parallela aRT, in virtu del corollario I, della
proposizione V, afferma che la reBaé tangente alla conica nel pult®. E ancora, detto
r, il punto d’'intersezione dPR con la retta pe€ parallela &Bt, e presa, in PT tale che

Pt,: Pr,= PT: PR, osserva che la retta paralleleRa passante per,, intersecaPT in

t,*°!, e che il puntad, in cui Bt, intersecaCr,, giace sulla conic&. A questo punto,
osservato che dett® il punto medio diCd, la rettaBO intercetta un diametro di ordinate

CO e dO™3, egli estendeBO fino a intersecar®T in t,, e, condotta per tale punto la

149The Mathematical Papers of Isaac Newtwol. IV, pp. 294 - 297.

150 Facendo riferimento alla figura 2, la proposizidhessicura che, se tra i putie P di una conica &
inscritto un parallelogrammAQPS e i suoi latiAQ e AS sono estesi fino a incontrare la curvaBire C, e
ancora i segmenBD e CD che li uniscono a un altro puniibdella conica, incontrano i lati oppoBtEe PQ,

in T eR, allora il rapporto dPRsuPT é dato. Viceversa, se tale rapporto € dato,rit@D appartiene alla
conica passante per i puitiB, C eP. Il corollario 1 di tale proposizione assicuragne che, se é il punto
d’intersezione dBC e PQ, e inPT & presdPt, tale chePt: Pr=PT: PR, alloraBt & tangente alla conica in
B. Nel caso in questione, poichée parallela &T, si ha che i triangolRPTerPt sono simili, pertanto vale la
proporzionePt: Pr= PT: PR, e di conseguent € una tangente della conica.

1 DettoJ il punto d'intersezione della retRil con la retta per, parallela aRT, si ha che i triangoRPTe
r, PJ sono simili, pertantd®J : Pr, = PT: PR, e da cid segue cl¥scoincide cont, .

Pt

152 Essendo il rapportep— uguale al rapporte:z% , €ss0 e dato, pertanto per la proposizione V (b8 il
rZ

puntod giace sulla conica passante per i pdng, C eP.

153 Data una corda, ogni diametro passante per ibsmto medio & coniugato al diametro a essa parakel
quindi dimezza tutte le corde a essa paralleldtreyaiascuna delle semicorde in cui un diametvidd una
data corda e detta ordinata di tale diametro. Rert@&ssend® il punto medio della cord@d, ed essendB
un punto della conica, si ha che la r&@ intercetta sulla conica un diametro coniugato ditazione diCd,
le cui ordinate son€0 e dO.
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parallela aRT che intersec&R in r;, conclude che il puntd, in cui Cr, incontraBO,

giace anch’esso sulla curV¥. Dall'ultima osservazione deduce cBel, & un diametro

trasverso, avente lato retto che sta ad esso @®iesta aBOx Od,**>, pertanto conclude

che, seCr, e BO non sono parallele la conica e un’ellisse o umbpée, a seconda ch@

2
giaccia traB e d, oppure no, mentre se sono parallele € una par&Balilato rettocl:s% .

Figura 2

154 Come per il punta, segue dalla proposizione V.

155 Nel libro 11l delle Conichedi Apollonio & presente un teorema (equivaleni@ @éfinizione proiettiva di
conica), che Pappo affermd essere gia noto agtia@ciclassici che si occuparono delle conicheoselo il
guale se due corde di una conica si intersecamapporto tra, il prodotto dei due segmenti deliue il
prodotto di quelli dell'altra, & una costante deltanica. Dato un diametro di una conica, si defmikto retto
di tale diametro il prodotto della lunghezza dedrdétro per la costante della conica definita datetma
enunciato.

%6 1n quanto il puntod, & improprio.
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Nel corollario | Newton afferma poi che, se i pustino quattroA, B, C e P, ed é data la
tangenteBt, alloraD coincide corB, CD conCB, BD conBt, R conr, eT cont, mentre il
resto della costruzione é invariato.

Per eseguire tale costruzione dBABRI dopo aver disegnato quattpanti A, B, C e P
(fig. 3), e unaetta s passante pdB, ho disegnato leette AB e AC, e ho condotto dR le
rette parallele h e g, rispettivamente adB e AC. Disegnati poi, punti d’intersezioneR,

dellaretta CB cong, eT, disconh, ho determinato punti d’intersezioner,, della rettag
con laretta parallela a s passante pe€, et,, della rettah con laretta parallela al
segmentoRT passante per,. E infine, dopo aver determinatopunto d’intersezioned,
dellaretta Bt, con la retteCr,, ho disegnato laonica passante per i purdy, B, C, P ed,

che soddisfa le condizioni richieste dal problema.

Figura 3

Analizzando la figura costruita per stabilirnearetto funzionamento, ho tuttavia appurato

che sebbene corretta essa € ancora incompletajantay nel caso in cui la ret@mé
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parallela alla rett&C o alla rettaCP, e nei casi in cui il punté o il puntoC giacciono sts,
non appare nulf&’. Per completare la costruzione, ho allora analizzdascun caso
separatamente, disponendo gli oggetti che costanss i dati iniziali nelle configurazioni
corrispondenti. In particolare, dopo aver dispdste C in modo che la retta passante per
essi fosse parallela & (fig. 4), ho disegnato ibunto medio O, di C e d, il punto

d’intersezione t,, dellaretta BO con la rettéh, laretta parallela al segmentoRT passante
pert,, il punto d’intersezioner,, di tale retta con la ret@ e il punto d’intersezione d,,
della rettaCr, con la rettaBO. A questo punto, poiché, giace sulla conica che soddisfa le
condizioni del problema in tale configurazione, faersi che la conica passante BeP, A,

C e d,, venga visualizzata solo nel caso in gucoincide cond, dopo avemisurato la

lunghezza delsegmento BO, e la distanzaw, di A da d, ho calcolato la quantita

= _{ 1  seA coincide cah

. , . e in seguito ne healcolato il prodotto per la
inesistentealtrimenti

lunghezza diBO. Trasportando il risultato ottenuto sul punt8, ho poi individuato un
puntoK, che appare solo gecoincide cord, pertanto, determinatoplunto d’intersezione

O’, del cerchio di centroB passante peK con la rettaOB, e ridefinito d, come punto
d’intersezione della rettBO’ con la rettaCr,, ho disegnato laonica passante per i punti

B, P, C,Aed,, che appare solo gecoincidecond, ovveroseAC e parallela & maP non

giace sts™8

57| fatto che nel caso in clil giaccia sis, seAC e s non sono parallele la conica venga visualizzaentre
nei casi in cui vi giacciond o C, cid non accade, & dovuto al diverso ruolo assdaiguntiP, A e C nella
costruzione. Inoltre, nel caso in csié parallela adAC o CP, non appare nulla in quantb coincide
rispettivamente coA o conP.

18 SeAC e parallela & eP giace sts, non appare nulla in quanto il puntp non esiste.
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Figura 4

Per non ripetere la costruzione nel caso in@CRie parallela &, ho definito lamacro
Conica passante per quattro punti e tangente una t& in uno di essi — | evidenziando
nellordineB, s, A, C e P, come oggetti iniziali, e la conica disegnata camgegetto finale, e

I’ho applicata nella figura in costruzione, evidemzlo nell’'ordineB, s, P, C e A (fig. 5).

Figura 5
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Invece, per disegnare la conica che risolve il lenola nel caso in clAC é parallela & ma
P giace sus, dopo aver condotto d@ la retta parallela v, alla rettas (fig. 6), e aver

misurato la lunghezza dAC e le distanzed,,, del puntoA dalla rettav, e d,, del puntoP

N =™ 1 SeA giace su
dalla rettas, ho calcolato le quantitai =eV ™ =J , g . e
inesistentealtrimenti

= 1 seP giace s . .
j:em:{ g e successivamente il loro prodotto per la

inesistentaltrimenti
lunghezza diAC. Trasportando il risultato ottenuto sul punt€, ho poi individuato un
punto I, che appare solo sA& giace suv, e P su s, pertanto, determinato punto
d’intersezione A’, delcerchio di centroC passante pdrcon laretta AC, ho disegnato la
conicapassante per i purls, P, C, A’ e per ilpunto medioM di AeC’, che si spezza nelle
rette parallel8P e AC, e appare solo s&giace sw (ovvero se la rettAC e parallela &),

e P giace sts'*°,

AC=146 cm
dAv =0,00 cm
dP=0,00 cm

i=1,00 j=1.00
ACxixj=146 cm

Figura 6

Analogamente, per costruire la conica nel casalimAgiace suws, dopo avemisurato la

lunghezza desegmentoCP (fig. 7), e la distanzal,, del puntoA dalla rettas, hocalcolato

la quantita

159 per disegnare la conica non & necessario diselyhara & sufficiente evidenziare un qualsiasi puito d
o dis. La scelta fatta nasce dall'esigenza di far digeadflintera costruzione dalla retae dai puntiA, B, P

e C, che costituiscono i dati iniziali del problemarmon precludere la possibilita di definire unacroa
esso relativa.
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n=eﬁ={ 1 SeA giace ssl
inesistentaltrimenti
e successivamente il suo prodotto per la lungheiiz&P. Trasportando il risultato
ottenuto sul puntd®, ho poi individuato un puntd, che appare solo s& giace sus,
pertanto, determinato punto d’intersezione C’, del cerchio di centroP passante ped
con laretta PC, ho disegnato l&onica passante per i punB, A, P, C’ e per ilpunto
medioM’ di P eC’, che si spezza nelle reé e CP, e appare solo segiace sts™".
dA=0,00 cm
n=100

CP=244 cm
"CPxn=244 cm

Figura 7

Come in precedenza, per non ripetere la costruzieheaso in cuC giace sus, ho definito

la macro Conica passante per quattro punti e tangente una t& in uno di essi — ||,
evidenziando nell’ordin®, s, A, C e P, come oggetti iniziali, e la conica disegnata come
oggetto finale, e I'no applicata nella figura instmzione, evidenziando nell’ordifig s, C,

A eP (fig. 8).

180 a conica appare anche nel caso in cui la @fta parallela .

c P
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Sebbene in tal modo abbia ottenuto una figura cetaph cui al variare della posizione dei
punti A, B ,C e P, sei coniche si scambiano il ruolo di soluzionépteblema, essa non é
piu corretta, in quanto nel caso in cui due deptrstiA, C e P giacciono sts, appaiono le

coniche che si spezzano nella ret@nella retta passante per due dei tre pur@ie P %%

181 n tali casi il problema & indeterminato, pertantm dovrebbe apparire nessuna conica.

dA=0,00 cm
n=100
CP=183 cm
CPxn=183 cm

dC=138 cm

m = inesistente
AP=2137 cm

AP xm = inesistente

dA =000 cm
n=100
CP=3.25 cm
CPxn=3.25 cm

dC=0,00 cm P
m=1,00

AP=395 cm

APxm=395 cm
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Figura 8

Per invalidare la costruzione di coniche errat@odavercalcolatole quantita:

_d,+d, _[1 seA & non giacciono entrambissi
a d,+d, |[inesistente altrimenti
e
_d,+d. _[1 seA & non giacciono entrambissi
P d,+d. inesistente altrimenti

ho calcolatoil prodotto:

CP seA giacess ,maipu® ,© n
inesistente altrimenti

nxgx px CP:{

e horidefinito il punto U (fig. 9), mediante la sua identificazione con ilnpu ottenuto
trasportando il risultato del prodotto sul punt®.

Poiché in tal modo ho invalidato soltanto I'appanie dellaconica che si spezza nelle
retteBA e CP, nei casi in cuA e P, 0 A eC, giacciono entrambi sulla retsadopo aver
cancellato la conica costruita mediantemacro Conica passante per quattro punti e
tangente una retta in uno di essi — |lho ridefinito talanacroevidenziando nell’ording,

s, A, C e P, come oggetti iniziali, e l'ultima conica disegaatome oggetto finale, e I'ho
applicata nella figura in costruzione, evidenzianeéf’ordineB, s, C, A e P, per invalidare
I'apparizione dellaconicache si spezza nelle re®€ e AP, nei casi in cuC eP, 0,AeC,

giacciono entrambi sulla retsa
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dA=0,00 cm dP=0,70 cm

n=1,00 q=(dA +dP):(dA+dP)=1,00

CP=1.82 cm

CPxn=1.82 cm p=({dA+dC):(dA+dC)=1.00
CPxnxpxq=182 cm

dC=138 cm

m = inesistente

AP =294 cm

AP x m = inesistente

Figura 9

Analizzando la figura ottenuta ho osservato chegaita, per completarla occorre ancora
determinare la conica che soddisfa le condizi@hipdoblema, sia quands, C e P sono
allineati su una retta parallelssasia quando la retta passante per due dei putie P &
parallela @, e I'altro punto & il simmetrico @ rispetto al punto medio dei primi di§&
Pertanto, per determinare la prima delle coniclpeasndicate, dopo aver disposdC e P
nella configurazione corrispondente, e awesurato la distanza dA daC (fig. 10), ho

calcolato le quantitan =d,-d. , n,=d,—d, , e successivamente la quantita

Ceny 11 seA C & sono allineati su uatta parallela & .
n, = e/ (") ={ P e il suo prodotto

inesistente altrienti
per la lunghezza dAC. Trasportando il risultato ottenuto sul punt@, ho poi individuato
un puntoJ, che appare solo & C e P sono allineati su una retta parallels, gertanto,
determinato ibunto d’intersezioneA”, delcerchio di centroC passante pelcon la retta
PC, ho disegnato laonica passante per i puris, C, P, A” e per ilpunto d’intersezione
P’, della rettas con laretta perpendicolare as, passante peX”, che si spezza nelle rete

e CP, e appare solo nella configurazione considerata.

%2 tali casi la costruzione eseguita non da luagi@lcuna conica in quantice d, coincidono con uno dei
punti iniziali.
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dA=324 cm dC=324 cm dP=324 cm

nl =dA-dC=0,00 cm nZ=dA-dP=0,00 cm
nd = 1,00
AC=1,74 cm

i ACxn3=174 cm

Figura 10

Infine, per determinare la conica che soddisfadedizioni del problema quando la retta
AP ¢é parallela &, e il puntoC coincide con il simmetrico d rispetto al punto medid di
A e P'®3(fig. 11), dopo aver condotto dal purAda retta parallela b, alla rettaCB, che &
una tangente della conica, ho disegnatouitto d’intersezione G, dellaretta PB con la
rettab. Successivamentanisurata la lunghezza desegmenti AG, PG, BG e CM, dal

momento che det eY i punti della conica che giacciono sulla retta [deparallela &PB,

si ha che AG?: PGx BG= CMx MB XMx MY '®  ho calcolato la quantita

XM (= MY) = PCXBGX CMx MB trasportandola su M, ho poi determinato il
AG®

puntoX (sullaretta perM parallela &B), che giace sulla conica.

163\ & il centro della conica.

164 Nota 155.
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Per far si che la conica passante BeP, A, C e X, venga visualizzata solo nel caso in
considerazione, dopo aver determinato il simmeticali P rispetto aVl, e avemisurato
la distanzad .., di A daP’, hocalcolatole quantita:

K=ol = 1 SeéA coincide cda '
inesistentaltrimenti

h = @l = 1 SeAP e parallelasa
inesistentaaltrimenti ’

e in seguito ne hoalcolatoil prodotto per la lunghezza M. Trasportando il risultato
ottenuto sul puntd, ho poi individuato un punt, che appare solo gecoincide corP’,
pertantoridefinito X, comepunto d’intersezione del cerchio di centroM passante pdf

con la retta peM parallela &B, ho disegnato laonica passante per i purls, P, A, C e X,
che appare solo nel caso analizzato.

CM=1,85 cm dA=157 cm
PG=891 cm dP=157 cm
BG=4.45 cm h=1,00
AG=3.70 cm R g XMxkxh=3,15 cm
XM =315 cm
AP'=0,00 cm

k=1,00

Figura 11
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Per non ripetere la costruzione negli altri duei das cui si presenta la stessa
configurazione, ho poi definito laacro Conica passante per quattro punti e tangente
una retta in uno di essi — Il evidenziando nell'ordind, s, A, C e P, come oggetti
iniziali, e la conica disegnata come oggetto finade!’ho applicata nella figura in

costruzione, evidenziando nell'ordiBes, C, AeP (fig. 12), e,B,s,P,AeC

Figura 12

S

Dal momento che la figura interattiva ottenuta @ cprretta e completa, dopo aver

nascostotutti gli elementi della costruzione, eccetto ¢mica e i punti e la retta iniziali, ho

cambiato i nomi dei punti iniziafB -~ A C -~ C, P~ B A~ De ho inserito in essa una

casella di testo in cui € indicato quali sono glgetti mobili e come possono essere spostati
(fig. 13).

Infine, dal momento che, mediante il corollarioella proposizione VI, Newton riconduce

il Problema LXI al problema esaminato, ho creatm&croConica passante per quattro
punti e tangente una retta in uno di essievidenziando i punt, B, C eD, e la retta per

A, come oggetti iniziali, e le dieci coniche detarate come oggetti finaf.

185 Affinché lamacrofunzioni correttamente occorre evidenziare con@ipunto, il punto per cui passa la
retta tangente alla conica.
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B La retta per A pud
ruotare attorno a tale
punto, inoltre i punti A,
B, C e D sono mobili.

Figura 13
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1.11Problema LXI

Descrivere una sezione conica che passi per quatirdi dati, e che in uno di questi punti

tocchi una linea retta data di posizione.

Figura 4

Per risolvere il problema, Newton individua un etV della conica, e il suo centi@,
affermando che in tal modo la conica é determinata.

Come per il Problema LX® ho realizzato il disegno interattivo relativo @bblema in
esame facendo riferimento alla costruzione indidatip stesso Newton in uno dei corollari
della proposizione VI, débolutio Problematis Veterum de Loco Sotfdo

Pill precisamente, facendo riferimento alla costmeidescritta nel corollario'®, egli
afferma che dati i punB, C e P, le retteBA e CAnon devono piu essere disegnate, il punto

A deve coincidere con il punt©, AB conCB, e AC con la tangente i€, quindi PR deve

1% paragrafo 1.10.

%7 n tale proposizione mostra come costruire unaczodi cui sono dati cinque purj B, C, D e P, nel
corollario 1 spiega come riadattare la costruzioglecaso in cui alla conoscenza del puDfci sostituisce la
conoscenza della tanger® nel punto datdd, e nel corollario 2 mostra come riadattare ultenente la
costruzione nel caso in cui alla conoscenza defi A D, si sostituisce la conoscenza delle tangenti nei
punti datiB eC.

188 paragrafo 1.10, fig. 3.
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essere parallelo a tale tangent®Tedeve esserlo @B, mentre il resto della costruzione e
lo stesso che nel corollario 1.

Per eseguire tale costruzione c®ABRI dopo aver disegnato tpainti B, C e P (fig. 2), e
duerette r e s, passanti rispettivamente pBre C, ho disegnato laetta CB, e lerette
parallele h e g, rispettivamente & e CB, passanti perP. Disegnati poi, ipunti

d’intersezione R, di CB conh, eT, dir cong, ho determinato punti d’'intersezioner,,
della rettah con laretta parallela ar, passante pe€, et,, della rettag con laretta
parallela al segmentoRT, passante per,. E infine, dopo aver determinato punto
d’intersezione d, dellaretta Bt, con laretta Cr,, ho determinato la conica cercata

applicando lamacroConica passante per quattro punti e tangente una t& in uno di

essj ai puntiB, P, C ed, e alla retta per.

Figura 2

Analizzando la figura costruita per stabilirneakietto funzionamento ho tuttavia appurato

che, sebbene corretta, essa € ancora incompletgyainto, nel caso in cui la rettaé
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parallela alla retta *°° e nel caso in cu? giace su, o sus, non appare alcuna conica. Per

completare la costruzione ho allora analizzatoctiascaso separatamente, disponendo i
punti e le rette che costituiscono i dati iniziadile configurazioni corrispondenti.

In particolare, dopo aver dispostin modo che fosse parallela &ig. 3), osservato che in
tale configurazione ipunto medio M, di B e C, e il centro della conica cercata, ho

misurato la lunghezza dedegmentoBM, e le distanz€d, di C dad, d.,, di C dar, e dg,

di B das. Calcolate poi le quantita:

= eﬁ _ 1 seC coincide conh
inesistentaltrimenti

1z T :{ 1  sa éparallelasa
inesistente altrimenti
e successivamente il loro prodotto per la lunghedizBM, ho trasportato il risultato
ottenuto sul puntd, individuando un puntd, che appare solo nella configurazione
considerata. Pertanto, determinatgunto d’intersezione M’, del cerchio di centroB
passante pef con laretta MB, ho individuato ilsimmetrico P’, di P rispetto aM’, e con
la macro Conica passante per quattro punti e tangente unaetta in uno di essi
applicata evidenziando nell’ordirig P, P’, C er, ho determinato la conica che soddisfa le

condizioni del problema in tale configurazione.

%9n tal caso il punt& coincide cord.

170



BM =222 cm )
dC=0,00 cm ]
dCr=4,32 cm v
dBs =432 cm .

n=100
m = 1,00
BMxnxm=2,22 cm

Figura 3

e

il punto P giace su, o sus, dopo avemisurato la lunghezza dedegmentoPB
distanza d,,

: d P da r, ho

Invece per disegnare la conica che risolve il grota nel caso in cuie s sono parallele e
la calcolato
sag ¢ parallelasa Pe giacea:
inesistente

(fig. 4),
la  quantita

altrimenti e successivamente il suo

prodotto per la lunghezza &B. Trasportando il risultato ottenuto sul punt8, ho poi
individuato un puntoU, che appare solo nella configurazione in esametame,
determinato ibunto d’intersezioneP”, delcerchio di centroB passante pdd con la retta
r, ho disegnato ipunto d’intersezione C’, della rettas, con la retta perpendicolarera
passante pd?”, e, con lanacroConica passante per quattro punti e tangente una t&a

in uno di essj ho determinato la conica tangente passante per i pur, P, C, eC’, che
si spezza nelle rettees, e appare solo see parallela &, e il puntoP giace su.
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Per non ripetere la costruzione del caso inrcai parallela &, e P giace sus, ho poi

definito lamacroConica passante per tre punti e tangente due retie due di essi — )
evidenziando nell'ordin®, r, C, s e P, come oggetti iniziali, e la conica disegnata come
oggetto finale, e I'no applicata nella figura instmzione, evidenziando nell’ordig s, B,

r eP (fig. 5).

dCr=5,08 cm
dPr=0,00 cm
dBs =5,08 cm

p=100 T
PB=8,36 cm -7
PBxp =836 cm P -

p" :
B r

Figura 4
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dCr=3.22 cm
dPr=13,22 cm
dBs=13.22 cm

p = inesistente

PB=8.76 cm
PB x p = inesistente

Figura 5

Infine, per determinare la conica che appare quare®sono incidenti, e il punt® giace

sur, o sus, dopo aver determinato gunto d’intersezione J (fig. 6), dir e s, e aver

misurato la  lunghezza del segmento PJ, ho calcolato la quantita

z= g% :{_ _1 SEF_’ gia.cesu e successivamente il suo prodotto per la
inesistente altrimenti

lunghezza diPJ. Trasportando il risultato ottenuto sul puntd, ho poi individuato un

punto Q, che appare solo nella configurazione in anafisitanto, determinato punti

d’intersezioneP’ e C’, delcerchio di centroJ passante pd, rispettivamente con la retta

e con la retta, ho disegnato laonica passante per i puri’, C’, B, C e J, che si spezza

nelle retter es, e appare solo see s sono incidenti e il puntB giace su.

Per non ripetere la costruzione del caso inRegiace sus, ho definito lamacro Conica

passante per tre punti e tangente due rette in dugi essi — Il, evidenziando nell’'ordine

B, r, C, s e P, come oggetti iniziali, e la conica disegnata comggetto finale, e I'ho

applicata nella figura in costruzione, evidenziandtyordineC, s, B, r e P (fig. 7).
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dPr=0,00 cm

PJ=225 cm
z=100

PJxz=225 cm

Figura 6
dPr=1.57 cm
PJ=15¢% cm
Z = inesistente
PJxz = inesistente
S
C
P
B r
Figura 7
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Analizzando ancora la figura ottenuta, ho poi osster che in realtd essa non & ancora
completa, in quanto, in alcune configurazioni ilnpud coincide conP, e dunque non
appare nessuna conica. Per ovviare a tale incozvenidopo aver eseguito la costruzione
indicata da Newton nella proposizione'{| che permette di determinare un ulteriore punto
della conica cercata, ho dunque riapplicatmécroConica passante per quattro punti e
tangente una retta in uno di essi

Piu precisamente, dopo aver disegnatpuhto medio O, di C e d (fig. 8), il punto

d’intersezione t;, dellaretta BO con la retteh, laretta parallela al segmentoRT passante
pert,, e il punto d'intersezioner,, di tale retta con la rettg, ho disegnato ipunto
d’intersezione d,, dellaretta Cr, con la retteBO, che giace sulla conica, e, per far si che

la conica tangente, e passante pds, P, C, e d,, venga visualizzata solo nel caso in
considerazione, dopo avarisurato la lunghezza dedegmentoBO (fig. 9), e la distanza
Pd, di P dad, hocalcolatola quantita:

(= o :{ 1  seP coincide canh

inesistentaltrimenti

e in seguito ne hoalcolato il prodotto per la lunghezza &QO. Trasportando il risultato
ottenuto sul puntd@®, ho poi individuato un puntbl, che appare solo $&coincide cord,
pertantoridefinito O’, comepunto d’intersezionedelcerchio di centroB passante pet,
con la rettaBO, e d,, comepunto d’intersezione dellaretta BO’, con la rettaCr,, ho
applicato lamacro Conica passante per quattro punti e tangente una t& in uno di

essj evidenziando nell’ordin€, s, P, Be d,.

10 paragrafo 1.10.
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Figura 8

Pd=0,00 cm
BO =437 cm

k=100
BOxk=4,37 cm

Figura 9
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Poiché la figura costruita € ora completa, dopor avambiato i nomi dei punti

iniziali(B — A C - B, P- Q, ho inserito in essa una casella di testo in ciridéicato

qguali sono gli oggetti mobili e come possono esspstati (fig. 10), ottenendo cosi un

disegno interattivo che illustra esaurientemenpeablema in esame.

Le tangenti alla conicain
A ein B, possono ruotare
attorno a tali punti, inoltre

B ipuntiA B,e C sono
mobili.

Figura 10
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2

Costruzioni ottenute “calcolando”
le soluzioni

Nel presente capitolo & descritta la costruziondle denmagini interattive costruite
riportando in un opportuno sistema di riferimente, radici dell’equazione risolvente

calcolate con l'ausilio della calcolatrice intenedtpresente iICABRI
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2.1 ProblemaxX

Condurre da un punto dato C, una retta CF, che farom altre due rette date di posizione

AE, AF, un triangolo AEF di grandezza data.

Figura 1

Posto, in accordo conDATI di Euclide, AD = a, CB= b, e indicata corc® la superficie

del triangoloAEF, Newton sceglie come incognitaF = x (fig. 1), e riduce il problema

2
2C° X 2<’Z1)c2 -0 (@),

all'equazione di secondo grads -

¢’ ++/c* +2abd

Sebbene di tale equazione egli consideri la salacea = b , giungendo

cosi alla determinazione di una sola soluziongdablema, in effetti, la scelta &iF come

incognita fissa un sistema di coordinate cartesiamente origine nel pun#, in cui anche

¢’ -+ c*+2abd

b

Considerare entrambe le radici dell’equaziot® fion e tuttavia sufficiente a completare

alla radicex = , corrisponde una soluzione del probléfa

la risoluzione del problema, infatti, se il pur@oappartiene al semipiano di origidd,

opposto a quello in cui si trova nella figura clogreda la risoluzione di Newton (fig. 2),

1 The Mathematical Papers of Isaac Newtwnol. V, p. 197, nota 230.
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l'equazione risolvente del problema non €& pixf - -——=0, bensi

52 — 2c?x + 2ac - 0172.

Per determinare tutte le soluzioni del problemajpendentemente dalla posizione del
punto C rispetto alla rettaAE, occorre dunque considerare entrambe le radite dkle

equazioni risolventi. Inoltre, dal momento cheitalfita della costruzione e di realizzare un
disegno interattivo completo ma soprattutto coorgier non dar luogo a errori 0 ambiguita,
e necessario subordinare la costruzione delle isoiuzlel problema, corrispondenti a

ciascuna equazione, all'appartenenz& diuno dei due semipiani di origifd.

Figura 2

A tale scopo, dopo aver disegnato in un foglicCABRI| unpunto C, e duerette r e s,
incidenti nelpunto A (fig. 3), ho scelto di rappresentare I'area delngoloAEF con l'area
di un rettangolo, pertanto, dopo aver disegnatrettangolo QLRS di altezza unitaria '™,

avente il verticd_, mobile sullasemirettaQL, ne ho misurato drea ***

172 5j ottiene sostituendo I'espressioBd& = AF - AD= x— a, allespressioneDF = AD + AF = a+ X, nel
procedimento risolutivo di Newton (Paragrafo 5.6)

173 per definire I'altezzh del rettangolo, ho usato il comandemero

14 n realtd, avrei potuto rappresentare I'areABF con la lunghezza di un segmento, tuttavia, imtatio,
essa sarebbe apparsa con dimensioni lineari.
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Area AEF =229 cm?

Figura 3

Fissato ilsistemadi assicartesianiAdxJy " (fig. 4), ho poi determinato 8immetrico Jx,
di Jx rispetto al punt@, e, dal momento che in corrispondenza alle divposgzioni diC
rispetto alla retts, le due equazioni risolventi permettono alterraatiente di giungere alle
soluzioni del problema, ho distinto i due casi $pogdo il puntoC da parti opposte rispetto
alla rettas, e disegnando dysunti D, come intersezione deltatta parallela alla rettas,
passante pe€, rispettivamente con laemiretta AJXx’, ovvero con il semiasse negativo

delle ascisse, e consamiretta AJx ovvero con il semiasse positivo delle ascisge ).

175 per definirlo ho disegnato il cerchio di cenfkee raggio unitario, trasportandosul puntoA, e poi ho
determinato i punti di interseziod& e Jy, di tale cerchio con es. L'esigenza di definire I'unita di misura di
tale sistema di assi uguale a 1, nasce del fattoirclesso verranno riportati i valori delle radiglle due
equazioni risolventi del problema.
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Area AEF =229 cm?

Figura 4
5 h=1 R
I S—
Area AEF =229 cm?
Jy'
Figura 5

A questo punto, dopo aver determinatopinto d’intersezione B, di r con laretta
perpendicolare ar, passante pet (fig. 6), homisurato, in ambedue i casla lunghezza

¢’ ++/c*+2abc

dei segmenti AD e CB, e ho calcolato le quantita x+= b
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¢’ —+/c*+2abd c?++4/c*-2abd

X—= 5 , relative al primo, e le quantitax+ = 5
2 |4
x—=S Cb 2abc , relative al secondo (fig. 7).

Infine, dopo avetrasportato ciascuna di esse sull’asse delle ascisse, e agsr@ttenuto,
nell'uno e nell'altro caso, due puRtiho determinato altrettarpiunti E, come intersezione
della rettas con la rettaCF, e ho individuato poi, i du&riangoli EAF, che soddisfano le

condizioni del problema.

Area AEF =436 cm?

AD =337 cm
CB=246 cm

%+=59,67 cm
% =-2,11 cm

Figura 6
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Area AEF =436 cm?

AD =162 cm
CB=110 cm
xt=564 cm
%-=228 cm

Figura 7

Sebbene il disegno realizzato sia corretto, quaBdgiace sus i due puntiD esistono
contemporaneamente (fig. 8), e, dal momento cliudéeequazioni risolventi coincidono,
appaiono due costruzioni sovrapposte. Per ovviliiecanveniente, dopo avamisurato

la distanza di C da s (fig. 9), ho calcolato la  quantita

Cs 1 sé€C non giace su , o o
n=—=<{ _ e I'ho moltiplicata per le radici di ciascuna
Cs |inesistentese Cgiace sus
equazione.
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|
|
|
S h=1 R \\ :
" |
Y 15
b |
________________________________________________ e
Q b |
" |
S |
Area AEF=4,36 cm? Ve
EMNE
AD=0,00 cm
CB=339 cm
®+=258 cm x+=258 cm
®-=0,00 cm ®-=0,00 cm
F|F
r B AD F.F
|
| hY
| Y
| s
| AS
| b
|
|

Figura 8

Trasportando i risultati ottenuti sull’asse delle ascisse dstesnmaAJxJy ho poi ottenuto,
nell'uno e nell'altro caso, due nuovi pultiche compaiono solo $& non giace Sis, e
permettono quindi di individuare i due triang®AF che soddisfano le condizioni del

problema solo in tale eventualita.

Area AEF =436 cm?®

n=1,00

AD =451 cm
CB=3.43 cm
*+=4,89 cm
®-=-2,34 cm
nx(x+ =489 cm
nxfx-)1=-234 cm

Figura 9
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Per quanto riguarda il caso in cui il pur@ayiace sulla retta, come gia osservato, le due
equazioni risolventi coincidono, inoltre il problarmmmette una sola soluzione, in quanto,
una delle radici corrispondenti e nulla e quindamid luogo ad alcuna soluzione.

Pertanto, per costruire l'unica soluzione esistemfar si che essa non dia luogo a errori nel
caso in cui C non giaccia su s, ho calcolato la quantita

FcS_{ 1 seC giace ssl

m= ¢ o . e I'ho moltiplicata per la radice non banale
inesistentese Cnon giace sus

« = 2[Area AEF _ 2¢
CB

risultato ottenuto sull’asse delle ascisse deésigtAJxJy ho poi ottenuto un punte, che

, comune alle due equazioni risolventi (fig. 10jasportando il

appare solo s€ giace sts, e, dal momento che in tale configurazione il puaicoincide

conC, ho disegnato ifriangolo ACF, che soddisfa le condizioni del problema.

Area AEF = 4,36 cm? S
AD=0,00 cm
CB=275 cm
m= 1,00
AF=3,17 cm
mxAF=317 cm

Figura 10

Per quanto riguarda invece, il caso in cui il pudtgiace sulla retta, sebbene il problema
ammetta anche in tal caso un’unica soluzione, U#arsi di CB rende impossibili
entrambe le equazioni risolventi. Tuttavia, poici@ é dovuto soltanto al ruolo attribuito
alle retter e s, per aggirare I'ostacolo € sufficiente ripeterectastruzione precedente
scambiando tale ruolo. A tale scopo, dal moment iohtale configurazione il puntd

coincide conC (fig. 11), ho misurato la distanZ2A, e, dopo avecalcolato la quantita
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Ql

m==¢€

1 seC giace su . .
={ g , I'no moltiplicata per la radice non banale

inesistentese Cnon giace sur

= 2[Area AEF_ 2¢
CA a

ripercorrendo la risoluzione del problema dopo ageambiato il ruolo dir e s

, comune alle due equazioni risolventi, che si rmtmo

Trasportando il risultato ottenuto sull’asse delle ascissegigtiemaAJxJy ho poi ottenuto
un puntoF, che appare solo €& giace su, e, dal momento che in tale configurazione il
punto E coincide conC, ho disegnato itriangolo ACF, che soddisfa le condizioni del

problema.

Area AEF =436 cm?
CA =563 cm
CB=0,00 cm
m'=1,00
AE=155 cm
m'x AE =155 cm

Figura 11

La figura costruita € ora completa, in quanto isaesompaiono tutte le soluzioni del
problema in ogni configurazione. Tuttavia, per magghiarezza, ho inserito in essa una
casella di testo, ove é indicato quali sono gliegggnobili e come possono essere spostati
(fig. 12).
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S AreaAEF=436 cm® R~ ~ _

Spostando il punto L si pud variare la
superficie del triangolo AEF, inoltre, le
rette AZ e AW, possono ruotare,
rispettivamente, attorno ai punti Ze W,
e possono essere traslate spostando
gli stessi punti.

Figura 12
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2.2 ProblemaxXI|

Date di posizione tre rette, AD, AE, BF, condurna guarta, DF, in modo che le sue parti

DE, EF, intercettate dalle prime rette, siano dighhezza data

m

Figura 1

Dopo aver disegnatBG perpendicolare BF, e CE parallela adAD, Newton sceglie come
incognitaHE = x, e, posto in accordo corDATI di Euclide, AB=a, BH =b, AH =c,

ED=d e EF =, riduce il problema all'equazione di secondo grade 2gx+ r**’® di

cui scrive entrambe le soluziori= q++/¢f + 1* .

La scelta dHE come incognita fissa un sistema di coordinateesahe, avente origine nel
puntoH, in cui riportando entrambe le radici del’equamcsi determinano i due punti che
possono assumere il ruolo del puloTali punti consentono di determinare le due rette
che soddisfano le condizioni del problema, in goambme lo stesso Newton afferma,
condotte per essi le rette paralleleAdd e individuati cosi i due corrispettivi pur@isulla
retta AE, mediante la proporzioné:e= BC: FC e possibile determinare i due pufti

corrispondenti, e quindi risolvere il problema cumgendoli ai rispettivi puntk.

ebc ebd €dé
- +

mc —_—
d gr2=_d _eb

2p p

2 _ 2|2 2
6 Dove per brevita ha posm:u—ib, p:a—d—m, q=
b d eb
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Sebbene quando il puntd si trovi nel semipiano di originAD, opposto a quello in cui
appare nella figura che correda la risoluzione elivddn (fig. 2), I'equazione risolvente del

2177 dal momento che le due

problema non sia pik® =2qgx+ r*, ma x> =-2gx+ r
equazioni hanno radici oppo$te per passare dall’'uno all’altro caso & sufficietaenbiare

I'orientamento dell’asse delle ascisse.

Figura 2

Segue l'elenco delle operazioni eseguite GABR| per realizzare il disegno interattivo

relativo al problema in esame:

Comando Specificazione Oggettocostruito Note
utilizzato
Retta PeA Rettar Rappresenta la retta
AD (fig. 3)
Retta PeA Rettas Rappresenta la retta
AE
Punto su un Sulla rettar PuntoB
oggetto
7 Si ottiene sostituendo le espressid®C = BH- HC= bc; L CG:—%+%CH , alle

bc+ bx E*-EC’

e CG= H
2CH

espressionBC = BH+ HC= —%CH, nel procedimento risolutivo di Newton
(Paragrafo 5.8).

178 Cio & dovuto al fatto che esse differiscono soloilegno del coefficiente del termine di primo grado
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Retta PeB Rettat Rappresenta la retta
BF
Semiretta Di origin&) Semirettyy
Semiretta Di origindR Semirettay’

Punto su un Sulla semiretta PuntoT [l puntoT € mobile
oggetto sulla semiretta
Punto su un Sulla semiretta’ PuntoS Il punto Sé mobile
oggetto sulla semiretta’

Segmento Segmen@T
Segmento SegmenRS
Distanza e Del segment®T Rappresenta il
lunghezza valore did, ossia la
lunghezza dED
Distanza e Del segment®RS Rappresenta il
lunghezza valore die, ossia la
lunghezza dEF
Intersezione di du¢ Della rettas con la PuntoH
oggetti rettat
Numero Numero 1 Rappresenta l'unita
di misura del
sistema di assi in
cui verranno
riportate le radici
dellequazione
risolvente
Trasporto di Del numero 1 sul PuntoU
misura puntoH
Circonferenza Di centrd passantg  Circonferenzay
perU
Simmetria centrale Simmetrico del PuntoA’
puntoA rispetto al
puntoH
Semiretta Di originéd SemirettaHA’
passante peX’
Intersezione di du¢ Della circonferenza PuntoJx
oggetti y con la semiretta
HA’
Semiretta Di originéd SemirettaHA’
passante peX’
Intersezione di du¢ Della circonferenzal PuntoJx
oggetti y con la semiretta
HA’
Semiretta Di originéd SemirettaHA’

passante pek’
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Intersezione di dug Della circonferenza PuntoJx
oggetti con la semirettdd A’
Intersezione di dug Della circonferenzg PuntoJdy
oggetti con la retta
Nuovi assi Di origineH, e assi Sistema di assi | Poiché il puntalx
HJIxeHJy HJIxJy giace sulla
semirettaHA’, lo
spostamento del
puntoH, da un
semipiano di
originer, al suo
opposto, fa
cambiare
I'orientamento
dell’asse delle
ascisse.
Segmento SegmenkB
Segmento SegmenBH
Segmento SegmeniH
Distanza e Del segment®B Rappresenta il
lunghezza valore dia
Distanza e Del segment®@H Rappresenta il
lunghezza valore dib
Distanza e Del segment®H Rappresenta il
lunghezza valore dic
Calcolatrice Calcolo del valore Rappresenta il
dell’espressione valore dim
c’-a’-b’ eb
b d
Calcolatrice Calcolo del valore Rappresenta il
dell’'espressione valore dip
a’d
eb
Calcolatrice Calcolo del valore Rappresenta il
dell’'espressione valore diq
ebc
mc———
_d
2p
Calcolatrice Calcolo del valore Rappresenta il
dell’'espressione valore dir?

_eb¢ , édé
d eb
p
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Calcolatrice Calcolo del valore X+ Rappresenta il
dell'espressione valore di una delle
X =g+ /q2+r2 radici
Calcolatrice Calcolo del valore X— Rappresenta il
dell’'espressione valore di una delle
X=q-[ G+ P radici
Trasporto di Del valore dix+ PuntoE
misura sull’asse delle ascisge
del sistemaddJxJy
Trasporto di Del valore dix— PuntoE’
misura sull’asse delle ascisge
del sistemadJxJy
Retta parallela Alla rettapassante Rettag (fig. 4)
perE
Retta parallela Alla rettapassante Rettah
perkE’
Intersezione di du¢ Della rettag con la PuntoC
oggetti rettat
Intersezione di du¢ Della rettah con la PuntoC’
oggetti rettat
Segmento SegmenBC
Segmento SegmenBC’
Distanza e Del segment®C
lunghezza
Distanza e Del segment®C’
lunghezza
Calcolatrice Calcolo del valore Rappresenta la
dell’'espressione misura diFC
BCle
d
Calcolatrice Calcolo del valore Rappresenta la
dell’'espressione misura diF'C’
BC'[e
d
Simmetria centrale Simmetrico del punto  PuntoB’
B rispetto al punt@
Semiretta Di origin€C passantge  SemirettaCB’
perB’
Simmetria centrale Simmetrico del punto  PuntoB™
B rispetto al punt®’
Semiretta Di origin€’ SemirettaC’ B"
passante peB"
Trasporto di Della misura dFC PuntoF

misura

sulla semirett&CB’
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Trasporto di Della misura dF'C’ PuntoF’
misura sulla semirett&’ B"
Retta Per puntt eF Rettak Rappresenta una
soluzione del
problema
Retta Peripunt’ eF’ Rettak’ Rappresenta una
soluzione del
problema
Intersezione di du¢ Della rettak con la PuntoD
oggetti rettar
Intersezione di du¢ Della rettak’ con la PuntoD’
oggetti rettar
- Q
d=2.41 cm
R
e=207 cm

AB=a=438 cm
BH=b=2,08 cm
AH=¢c=535 cm

m=0,64 cm

p=10.08 cm
q=-0,30 cm

rz=17%4 cm?
x+=105 cm

®-=-1,66 cm

Figura 3
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Q
d=241 cm
R
e=2,07 cm
AB=a=438
BH=h=2,08
AH=c=5.735

D' r B D
BC=2,49 cm
LI, FC=2.14 cm
K p=10,08 cm
q=-0.30 cm BC'=1.44 cm
r2=174 cm? k HO S Gl

®+=1,05 cm
®-=-1,66 cm

Figura 4

Nel disegno interattivo compaiono entrambe le soluzioni §ijged é presente una casella

di testo in cui e indicato quali sono gli oggetti mobili eneopossono essere spostati.

5

Spostando i punti T e S, rispettivamente
sulle semirette QT e RS, & possihile
variare lalunghezza di ED e EF.

Inoltre, le rette r e s possono ruotare
intorno al punto A, ed essere traslate
muovendo lo stesso punto, mentre la
retta t pud ruotare intorno al punto B,
che & mobile sur.

Figura 5

195



2.3 ProblemaxXXVi

Date tre rette AE, BF, CF, trovare un punto D tale, se da questo punto si abbassano su
ciascuna delle rette, le perpendicolari DA, DB, Dftieste perpendicolari sono tra loro in

un rapporto dato

Figura 1

Posto, in accordo conDATI di Euclide,EF = a, E:E eizﬂ, Newton sceglie
BH e BG f

come incogniteEB=x e BD=y, e presih e k tali che BD: AD:Vd°+€: h- de

_ fa-fx
BD:DC::d*+ f?: k- d, riduce il problema al sistema di primo gr 5" k di
hy = ex
_ afh
X ek th
cui da la soluzion € .
_ex
h

Segue l'elenco delle operazioni eseguite GABRI per realizzare il disegno interattivo

relativo al problema in esame:

Comandoutilizzato Specificazione | Oggetto costruito Note
Retta PeF Rettar Rappresenta la retta
EF (fig. 2)
Punto su un oggettd Sulla retta PuntoE
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Numero Numero 1 Rappresenta l'unita
di misura del sistema
di assi in cui verra
riportata la soluzione
del sistema risolvente
Retta PeO Rettam Non appare in quantp
€ stata nascosts)(
Punto su un oggettq Sulla retta PuntoO’
Trasporto di misural ~ Del numero 1 syl PuntoK (*)
puntoO
Circonferenza Di centr® Circonferenz#3 (*)
passante pe
Trasporto di misura) ~ Del numero 1 s PuntoK’ (*)
puntoO’
Circonferenza Di centr@’ Circonferenzaf3’ (*)

passante pef’

Intersezione di due| Della circonferenza  PuntiP eP’
oggetti  con la rettan
Intersezione di due| Della circonferenza PuntiWeW’
oggetti B’ con la rettam
Arco di Di verticiPeP’ e Arco di
circonferenza punto intermedid& | circonferenzaa
Arco di Di verticiWeW’ e Arco di
circonferenza punto intermedio | circonferenzaa’
K’
Punto su un oggettd Sull’arco di PuntoV
circonferenzaa
Punto su un oggettq Sull’arco di PuntoV’
circonferenzaa’
Vettore Di origineO ed
estremav
Vettore Di origineO’ ed
estremoV’
Retta parallela Al vettoreVv Rettas I movimento diV
passante pet sull’arcoaq, fa
ruotares intorno al
puntoE
Retta parallela Al vettor®'V’ Rettat Il movimento diV’

passante pdf

sull'arcoa’, fa
ruotaret intorno al
puntoF *7°

179 Sebbene in tal modo le refiA e FC possano ruotare al piu di 180°, cid non comportaral perdita di
generalita, in quanto, la rotazione di una delle cetee di un angolanaggiore di 180°, coincide con la
rotazione della stessa retta di un angolo pari akspplementare.
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Semiretta Di origindR Semirettay

Semiretta Di origin& Semirettay’
Punto su un oggettd Sulla semirajta PuntoQ Il punto Q & mobile
sulla semiretta
Punto su un oggettd Sulla semirajta PuntoL Il puntoL € mobile
sulla semirettay’
Segmento SegmenRQ
Segmento Segmengi
Distanza e lunghezza Del segment®RQ Rappresenta il
. BD
valore di—
DC
Distanza e lunghezza Del segment&RS Rappresenta il
. BD
valore di—
AD
Trasporto di misura Del numero 1 sul PuntoU
puntoE
Circonferenza Di centrg Circonferenza
passante pdy
Retta perpendicolare Alla retta Rettaz
passante pdf
Intersezione di due| Della circonferenza PuntoJx
oggetti y con la retta
Intersezione di due| Della circonferenza PuntoJy
oggetti y con la rettaz
Nuovi assi Di origineE, e assi| Sistema di assi
EJxeEJy EJxJy
Distanza e lunghezza Del puntoE dal Rappresenta il valore
puntoF dia
Misura dell’angolo Individuato dai Rappresenta la
puntiK, O eP’ misura dell’'angolo
AEB
Misura dell’'angolo Individuato dai Rappresenta la
puntiK’, O’ eW’ misura dell’'angolo
CFB
Calcolatrice Calcolo del valore Rappresenta il valore
dell'espressione die
tgAEB
Calcolatrice Calcolo del valore Rappresenta il valore
dell’espressione dif 18
tgCFB
180 Poiché% =% e % :Ef, sono rispettivamente uguali alla cotangente aedjblo AEB, e dell'angolo

CFB, ho suppostal =1, e ho dedotto che allo@H = e= tgATEE e BG= f= thf:B.
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Calcolatrice

Calcolo del valorg
dell'espressione

tgCFB

Rappresenta il valor
d| f 181

4%

Calcolatrice

Calcolo del valore
dell'espressione

\/d2+e25%+d

Rappresenta il valor
dih

11

Calcolatrice

Calcolo del valore
dell’'espressione

«/d2+f2%+d

Rappresenta il valor
di k

D

Calcolatrice

Calcolo del valore
dell'espressione
afh

ek+ fh

Rappresenta il valor
di x

4%

Calcolatrice

Calcolo del valore
dell’'espressione
ex
h

Rappresenta il valor
diy

D

Trasporto di misura

Del valore Hi
sull'asse delle
ascisse del sistemp
EJxJy

PuntoB

Trasporto di misura

Del valore i
sull'asse delle
ordinate del sistemp
EJxJy

PuntoT

(fig. 3)

Retta perpendicolare

U

Alla retta
passante pds

Rettaz’

Retta perpendicolare

U

Alla retta
passante péet

Rettar’

Intersezione di due

Della rettaz con la

PuntoD

Rappresenta la

CFB, ho supposta =1, e ho dedotto che allof@H = e= tgAEB e BG = f = tgCFB.
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oggetti rettar’ soluzione del
problema
181 Poiché% = d e % = Ef sono rispettivamente uguali alla cotangente aedjblo AEB, e dell'angolo



P PwW
e
BD/DC=258 cm
i

BD!AD =180 cm
a=EF=536 cm

d=1
z
e=tan E=tan 44,4 °*=098
f=tan F=tan=47.2 *=1,08
h=178
k=157
x=297 cm Jy 1
=1,64 cm P
Y ; WU
! |
r . E IIIJX
Figura 2
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S
BD/AD=1,80 cm

a=EF=536 cm 2
d=1 ; .
e=tan E=tan 44,4 °=10,98 S //
f=tan F=tan=47.2 *=1,08 ’
h=178 NV
k=157 DS
e TR TTTTTT T
®=297 cm 4 1 /,//i \\
y=164 cm 7 i \\\
1 ; t\
r E B NG
Figura 3
Retta perpendicolare  Alla retsapassante Rettag
perD
Retta perpendicolare  Alla rettapassantg Rettag’
perD
Intersezione di due| Della rettag con la PuntoA
oggetti rettas
Intersezione di due| Della rettag’ con la PuntoC
oggetti rettat
Intersezione di due| Della rettaz’ con la PuntoH
oggetti rettas
Intersezione di due| Della rettaz’ con la PuntoG
oggetti rettat
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Nel disegno interattivo € presente una casellagiotin cui & indicato quali sono gli oggetti

mobili e come possono essere spostati (fig. 4).

Spostando V e V', sugli archi di
circonferenza in cui giacciono,
& possibile variare l'inclinazione
dis e t, inoltre spostando i punti
@ e L, rispettivamente lungo le
semirette RQ e 5L, & possibile
variare il rapporto di BD suDC
e su AD.

Figura 4
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3

Costruzioni relative a luoghi geometrici

Nel presente capitolo € descritta la costruzionke denmagini interattive relative a
problemi in cui € richiesta la determinazione daébdgo geometrico descritto da un
opportuno punto, al variare della posizione degiieiti che costituiscono i dati iniziali del
problema. In particolare, nel Problema XXXIV il lyo geometrico determinato € la
Cissoide nel Problema XXXIX & iCerchio di Apollonig mentre negli altri problemi &€ una

delle tre sezioni coniche.
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3.1 ProblemaXXXIV

Se si eleva su una retta AF una perpendicolare Allirtghezza data, e una gamba ED
della squadra DEF passa sempre per il punto D, merdhea gamba EF, uguale ad AD,
scivola su AF, trovare la curva HIC descritta dal puntf“@urante questo movimento,

mediante la retta EF

Figura 1

Per risolvere il problema, postF = a e condotta la perpendicolat&B a AF, Newton

dapprima sceglie come incogniteB= x e CB=y, determinando la curva di equazione

3 +3a° +a’ : : o
y* +3ay’ e y—ax2 =0, e poi, estes€B in modo cheBl =CK = CF, e condotta la

perpendicolardL a HC, sceglie come incognitell =x e IC =y, determinando la curva

di equazione2ax’ — y¥ = y'.

182¢C & il punto medio dEF.
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Il motivo per cui Newton sceglie di presentareetendo metodo di risoluzione risiede,
molto probabilmente, nel fatto che I'equazio?ex’ — yX = Yy’ rende evidente che la curva

che costituisce il luogo descritto dal puro&, come egli stesso precisa,ciasoidé®®
definita dal cerchio di centra e raggioAH %,

In generale, dato un cerchio di cen® e raggioOA, e considerati due suoi diametri
perpendicolariAB e CD (fig. 2), un puntoM di tale curva si ottiene prendendo due archi
ugualiAE e AG, e intersecando la retta pérparallela adAB, con la rettaCE. Oppure, dal
momento che la tangente hal cerchio in questione interseca la ré&@@&in un puntoF,
tale cheCE = MF, tale curva si pu0d costruire molto piu sempliceteeiportando su ogni
rettaCF, uscente d&, il segmentoFM = CE'®,

Cio che da particolare importanza al risultato diwtbn, € che il presente problema
fornisce un metodo per la generazione deisoideche, a differenza degli altri, si presta

alla sua descrizione con moto continuo.

183 5j tratta di una curva ideata da Diocle, geomesautd presumibilmente fra il 250 e il 100 A.C., cees
servi per la duplicazione del cubo, e deve il sunaalla somiglianza con una foglia di edera.

184 Lequazione y*+3ay’+(3a+ X)y+ &- aXx=0 , si pud scrivere equivalentemente come

(y+ a)3 + X (y+ 8-2axX =0, rendendo evidente che si tratta della cissoidediceH e asintoto parallelo
adAF. The Mathematical Papers of Isaac Newtwol. V, p. 219, nota 262.

18 Riportando tale segmento sulla stessa retta, lt@mate opposta, si ottiene una curva detterfpagna’o
‘gemella’della cissoide (fig. 2).
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Figura 2

Per realizzare un disegno interattivo relativoralspnte problema, dopo aver disegnato una
retta r, passante per upunto A (fig. 3), e aver condotto da tale punto Hetta
perpendicolaret, ar, ho preso umpunto D sut, e, dopo aver determinatopinto medio

H, di A e D, ho disegnato ikcerchio y, di centroA, passante ped. Determinato poi
I'ulteriore punto d’intersezione J, della retta cony, ho tracciato laetta parallela s, ar,
passante ped, e ho fissato urpunto Z su di essa. Fatto cid, ho determinatguinto
d’intersezione I, del suddetto cerchio con la retd, e, riportando il segmentoHI sul
punto Z, ho individuato poi ilpunto C suHZ, e quindi illuogo definito dal puntoZ e
descritto dal punt€ .
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Figura 3

Per completare la costruzione, dopo amascostos, HZ, Z, C, vy, J, HI el (fig. 4), ho
fissato unpunto F, sur, e ho disegnato derchio avente centro ngdunto medioK, diD e

F, e passante pdd. Successivamente, ho disegnat@uinto d’intersezione E, di tale
cerchio con il cerchio ottenutiportando il segmentoAD sul puntoF, e poi ho disegnato
i segmentiDE, DF e EF, e infine il punto medio C, di EF, che appartiene al luogo e lo
descrive al variare della posizioneFdsur.

Analizzando la figura ottenuta per verificarne tarettezza, ho constatato che spostando
a sinistra del puntd, si ottiene un segmentF il cui punto medio non giace sul luogo
(fig. 5). Pertanto, per ovviare a tale inconvergertoridefinito il punto E, come punto

d’intersezione del cerchio di centfoe raggioAD, con l'arco DAF (fig. 6).
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Figura 4

Figura 5
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Figura 6

La figura costruita € ora corretta, dunque inseveindessa una casella di testo, in cui &
indicato quali sono gli oggetti mobili e come passcessere spostati, ho ottenuto un

disegno interattivo che illustra esaurientemenpeablema esaminato (fig. 7).

D Spostando il punto D lungo
t larettat, & possibile variare
lalunghezza di AD, inoltre
spostando il punto F lungo
r. si pud osservare che il
luogo descritto dal punto
medio Cdi EF, & la cissoide
definita dal cerchio di
centro A e raggio AH.

Figura 7
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3.2 ProblemaXXXV

Se un segmento ED, di lunghezza nota, sottendente oloatedo EAD, si inserisce in tale
angolo in modo che le sue estremita D ed E tocchino reemigti dell’'angolo AD e AE,
determinare la specie della curva FCG descritta dahtp C° del segmento DE, durante

il movimento.

Figura 1

Per risolvere il problema, dopo aver condotto dedtpC, la parallelaCB alla rettaEA, e la

perpendicolareCH alla rettaAD, Newton poneCE=a, CD=Db, s—ﬁzf, e, scelte come
e

incognite AB= x e BC = y, determina I'equazione del luogg = 2ab2eEyX+ & b:z 5 X ,

che rappresenta un’ellisse.

Per realizzare corCABRI un disegno interattivo relativo a tale problemapa aver
disegnato umpunto A, e unaretta r passante pek (fig. 2), hotrasportato il numero 1 sul
punto A, individuando un punttJ, e, dopo aver determinat@unti d’intersezioneJ eK,

del cerchio di centré passante pdy, con la retta, ho disegnato upunto Z, sull’arco di

circonferenza JUK, e laretta t, passante pek e Z'®’. Per completare la costruzione dei

186 gj tratta del punto medio del segmeBD.

18711 movimento diz, sull'arcoJUK da luogo alla rotazione dittorno al puntd, e permette di variare
'ampiezza dell’angoldAD.
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dati iniziali, ho poi rappresentato il segmerE® mediante ilsegmentoQR ottenuto
disegnando unsemiretta di origineQ, e unpunto R su di essa. Fatto cio, ho disegnato un
punto D sulla semiretta AK, e, dopo averiportato QR ovveroED, su tale punto, ho
individuato il punto E sullasemiretta AZ, e quindi ho diseghato degmentoED, il suo

punto medio C, e infine illuogo descritto daC e definito dal punt® 2,

Figura 2

Nel caso in cui I'angol@&AD é ottuso o retto, in tal modo si ottiene un sa&grsentoED,
tuttavia, poiché in caso contrario ad alcune posizdi D su AK corrispondono due
segmenti (fig. 3), dopo aver individuato l'ulteopunto d’intersezione E’, del cerchio
compasso di centr® e raggioED, con la semirettashZ, ho disegnato anche liilogo

descritto dapunto medio C’, delsegmentoE'D.

18| ruolo delle semirettdK e AZ, & quello di garantire che gli estremi del segm&mR, appartengano ai lati
dell'angoloEAD considerati.
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Q ED

Figura 3

Sebbene tale costruzione sia corretta, essa paeslenni inconvenienti.

Piu precisamente, quando il pudcsi allontana dal punt4, il puntoE non esiste, pertanto
la costruzione viene invalidata. Inoltre, nel casoui I'angoloEAD é acuto, appaiono due
segmenti,ED e E'D, e cio rende non evidente il movimento del segmé&id che fa
descrivere con continuita al pun®) I'arco di ellisse interno all’angol&AD. E ancora, il
luogo non appare nella sua completezza ma soita tr

Per ovviare al primo inconveniente, occorre detearg la massima distanza che I'estremo
D del segment&D puo avere dal puntd, affinchéED sottenda I'angol&AD, e vincolare
opportunamente il movimento di tale punto.

Analizzando a tal fine la figura, ho osservato thpeinto D si muove su tra due posizioni
limite, una delle quali e rappresentata dal pulitanentre l'altra dipende dallampiezza

dell'angoloEAD. In particolare, nel caso in cui 'angdiAD € acuto, la seconda posizione

limite e rappresentata dal pun, tale cheAD'= , invece, nel caso in cui

senEAD
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I'angolo EAD & ottuso, essa & rappresentata dal pthttale cheAH = ED®. Poiché
AD'z AH' occorre distinguere i due casi, e, dal momenelahlefinizione dei puni

e D, dipende dalle semirettAZ e AK, ho effettuato la diversificazione definendo per
ciascun caso, una diversa coppia di semirettepficisamente, dopo aver cancellaide
AK, ho tracciato laretta perpendicolare a r, passante peA (fig. 4), e, dopo aver
determinato il sugpunto d’'intersezionel, con I'arcoJUK, ho disegnato isimmetrico U’

di U rispetto alla rettaAL. Spostando opportunamente la reéftho poi determinato i suoi
punti d’'intersezioneZ’ e Z", con gliarchi di circonferenza KUL e JU'L, e, dopo aver
determinato punti d’intersezioneK’ e K", della rettar coni cerchi di centroA passanti
rispettivamente per’ e Z", ho disegnato Isemirette AZ’ e AK’, che esistono solo nel
caso in cui I'angoldEAD € acuto, e lesemirette AZ" e AK", che esistono solo in caso

contrarid®.

189 Affinché il segmentoED possa sottendere I'angolBAD, il cerchio di centroD e raggioED deve
intersecare il lat@\E di tale angolo. Pertanto, nel caso in E4D é acuto, il punto limité’ & il centro del
cerchio di raggidD, tangente alla rettAE, invece, nel caso in c@AD € ottuso, il punto limitéd & il centro
del cerchio di raggi&D, che interseca tale angolo nel suo vertice.

190 Fatta eccezione per il caso in cui I'angBlaD & retto, in quantoAD' = ED= AH.

11 3e 'angoloEAD é retto, le due costruzioni coesistono e coinaidon
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Figura 4

A questo punto, per eliminare il primo inconveneemil caso in cutAD e acuto, dopo

avermisurato 'ampiezza dell’angoIcZ%\K =EADe la lunghezza dPR, ho calcolatoil

valore diAD’, e I'hotrasportato suA, individuando ilpunto D’ suAK’ (fig. 5). E, dopo
aver disegnato ipunto D, sul segmentoAD’, ho riportato il segmentoQR suD, & ho
individuato ipunti E e E’, suAZ’, e quindi illuogo descritto dapunti medi C e C’, dei

segmentiED eED’.
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Invece, nel caso in cltAD e ottuso, haiportato il segmentoQR suA, individuando il
punto H su AK" (fig. 6), e, dopo aver disegnato punto D sul segmentoAH, ho
riportato il segmentoQR su D, e ho individuato ilpunto E su AK’, e quindi illuogo
descritto dapunto medio C, delsegmentoED.

Q ED

m
ff

Figura 6

Per ovviare al secondo inconveniente, che si ptasio nel caso in cui 'angoBAD é
acuto, ho costruito un segmento che coincide EBno conE'D, il cui punto medio
descrive I'intero arco di conica, compreso nell'aloge AD, che costituisce il luogo cercato.
Piu precisamente, dopo aver cancellato il pugtoe aver disegnato upunto P sulla
semirettaAK’ (fig. 7), horidefinito il punto D, comepunto d’intersezione del segmento
AD’, con laretta perpendicolares, condotta d# alla rettar.

In tal modo, poiché il puntD esiste soltanto d@ giace sul segmentD’, il luogo definito

daP e descritto dal punt@, rappresenta la prima parte del luogo cercatoc@mipletare il
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movimento diED e determinare la seconda parte del luogo, doporgpatato QR SUA,
individuando il puntoF su AK’ (fig. 8), e aver disegnato dimmetrico F’, del puntoF
rispetto aD’, ho ridefinito P, come punto dekegmento AF’, e, disegnato ipunto
d’intersezione D", disconD’F’, ho disegnato isimmetrico D, di D" rispetto aD’. La
definizione diP, come punto diAF' anziché diAK’, & conseguenza del fatto che |l
movimento diP a destra dD’, produce il movimento del puni® in senso opposto, e deve
dunque interrompersi quando la distanz®dlaA, € uguale &D. Riportato dunque QR
suD, e determinato sAZ’, il punto E %) ho disegnato ipunto medio C, del segmento

ED, e illuogo definito daP, e descritto da tale punto.

Figura 7

192 Dej due punti cosi ottenuti, occorre considerapeiiito pitl vicino ad\.
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Figura 8

Infine, per ovviare all'ultimo inconveniente, hoai di inserire nel disegno interattivo,
l'intera ellisse il cui arco costituisce il luogercato. A tale scopaiportando QR, sur e
sut (fig. 9), ho individuato ipunti H e H’, e ho determinato punti medi S e T, dei
segmentiAH e AH’, che sono due punti del luogo, e quindi dell'skisn questioré®. Poi,
dal momento che il puntéd é il centro di simmetria della curva, ho deterrtondue
ulteriori punti del luogo individuandosimmetrici S’ e T’, di Se T, rispetto al punt®. E
infine, dopo aver disegnato ypunto D sur, horiportato su di esso il segmen@QR
individuando ilpunto E sut, e, dopo aver determinatgolinto medio G, delsegmentoED,

che ovviamente appartiene al luogo, ho disegnaton&capassante pe3 T,S’, T’ eG.

193 Essi rappresentano la posizione del piitquandcED giace su uno dei due lati dell’angéD.
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Il disegno cosi realizzato ha ancora un inconveajezhe si presenta quando I'ang&laD

e retto, ed e dato dalla coesistenza delle costiurelative ai casi in cUEAD € acuto o
ottuso (fig. 10). Per evitare che cido accada, halidato la costruzione relativa al caso in
cui I'angolo EAD e acutoyidefinendo K’ come punto d’intersezione della rettacon la
retta passante p&' e perpendicolare a(fig. 11). In tal modo infatti, se I'angolBAD e
retto, la non esistenza della semirétt&, dovuta al fatto che il puntd’ coincide comA,

non permette il completamento della costruzionatired al caso acuto.
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Il disegno interattivo € ora completo e corrett@ Bi pud ulteriormente migliorare, in
guanto, il fatto che nel caso in cui 'angdAD € ottuso, il punto che fa muovere la
costruzione si®, mentre nel caso in cui e acuto, tale puntd’sisadisce I'esistenza di due
sottocostruzioni distinte. Per far si che ci siainito punto che muove l'intera costruzione,
indipendentemente dall’ampiezza dell’ang&AD, ho subordinato il movimento dei punti
mobili di ciascuna sottocostruzione a quello dialtno punto. Piu precisamente, dopo aver
disegnato unsegmentoOB, e unpunto P su di esso, hanisurato la lunghezza del
segmentoOP, e dei segmentDB e AF’, e ho calcolato le quantitan=—OPDAFl e

m= OPLAH _ OPLED
OB

AK", e individuati in tal modo i pundn e Dm, ho poiridefinito il punto mobileD, della

. Riportati i valori din em, rispettivamente sulle semirei¥’ e

costruzione relativa al caso in daAD e acuto, identificandolo cdbn (fig. 12), e il punto
mobile P, della costruzione relativa al caso in &AD é ottuso, identificandolo cobm
(fig. 13).

Poiché il movimento diDn e Dm e generato dal punt®, per far descrivere I'arco di ellisse
che costituisce il luogo al pun@ e sufficiente muovere il punt® lungo il segment®B,

sia nel caso in clEAD € acuto, sia negli altri casi.

Nel disegno interattivo, hmascostoil punto Dn, e ho rinominatoDm, D, inoltre, ho
inserito una casella di testo per indicare qualiosgli oggetti mobili e come possono essere

spostati (fig. 14).

220



Q ED

O

ED =445 cm
OP=241 cm
OB =455 cm
AF' =567 cm
n=300 cm
m=2.36 cm

Figura 12

Q ED

0

ED=4.45 cm
OP=2,41 cm
0OB=455 cm

n = inesistente
m=2,36 cm

Figura 13
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ED

Spostando il punto R lungo la
semiretta su cui giace, & possibile
variare lalunghezza del segmento
ED. invece spostando il punto Z
sull'arco JUK, & possibile variare
I'ampiezza dell'angolo EAD.
Inoltre, spostando il punto P sul
segmento OB, si pud osservare
che il luogo descritto dal punto
medio C di ED & un'ellisse.

Figura 14
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3.3Problema XXXVI

Se una squadra EBD si mette in modo che una delle aodey EB sia appoggiata
all'angolo retto EAB, mentre I'estremita D dell’altra gga BD descrive una curva FDG,

determinare questa curva.

Figura 1

Per risolvere il problema, condotta dal pubtta perpendicolar®C, alla rettaAB, Newton

sceglie come incogniteAC=x e DC=y, e, postoEB=a e BD=b, determina

. 2abxy+ B - B X . .
I'equazioney’ = ab y2 +5‘b2 g , che rappresenta il luogo cercato, ovvero unsslis
a

Per costruire co@ABRIun’immagine interattiva relativa al problema, dap@r disegnato

unpunto A, unaretta r passante peX (fig. 2), e laretta perpendicolaret, ar passante per
A, ho disegnato dusemirette di origineQ e P, e su di esse rispettivamentgegmentiQR

e PL, per rappresentare i laiEB e BD della squadr&BD. Successivamente, poiché |l
vertice B della squadra si muove sura due posizioni limite, rappresentate dal pulte
dal punto dr che ha distanza dapari alla lunghezza @R, dopo averiportato QRSUA,
individuando ilpunto B’ sur, ho diseghato segmentoAB’, e quindi ilpunto B su di esso.
Riportati poi i segmentQR e PL suB, ho individuato ilpunto E sut, e il punto D sulla

retta perpendicolare al segmentoBE, passante pd, e infine, disegnato segmentoBD,
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ho determinato iluogo del puntoD, al variare del punt®, che come preannunciato € un

arco di ellisse.

Figura 2

Poiché tale arco non viene visualizzato interamehtedeciso di rappresentare l'intera
ellisse nel disegno interattivo, pertanto, dopor aleterminato cinqueunti sul luogo, ho

disegnato l&onicapassante per essi (fig. 3).
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Q EB

F  BD

SpostandoipuntiRe L, t
lungo le semirette su cui
giacciono, & possibile
variare i lati EB e BD della
squadra EBD. Inoltre,
spostando il punto B sulla
rettar, si pud osservare
che il luogo descritto dal
punto D durante il
movimento della squadra
EBD & un arco di ellisse.

Figura 3

Alla fine della risoluzione, Newton prende in catesiazione il caso in cui gli ang@BD e
EAB sono uguali ma non retti. In particolare, tracziaH in modo che I'angol®HA sia

uguale allangoldHAE (fig. 4), e scelte come incognitéH = x e HD =y, egli dimostra

che la curva descritta dal puntoD € rappresentata dall’equazione
2axy & 2exy 2 a . .
b* = x* - o Yy bzf +y+ . L bzeﬁl’ pertanto essa e ancora un’ellisse.
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Figura 4

Per realizzare una figura interattiva relativa asia secondo problema, nella figura relativa
al problema iniziale, htrasportato il humero 1, sulpunto A, individuando un punttJ
(fig. 5), e, dopo aver determinatunti d’intersezione J e K, del cerchio di centroA
passante pdd, con la retta, ho disegnato un punisull’arco di circonferenzaJUK e ho
ridefinito la rettat, come retta passante pare Z'°*. Poi, ho determinato laisura
dellangolo BEA e, dopo aver fissato uyounto | sur, ho individuato i puntiA’ eI,
mediante laotazione di A e |, attorno al puntd, di un angolo pari 8EA e infine, ho
completato la costruzion&efinendo la retta peB perpendicolare al segmer&, come
retta passante pex’ el’ **°.

Anche in questo caso, poiché il luogo descritto mlaito D non appare interamente, ho

deciso di rappresentare l'intera ellisse nel disdgterattivo (fig. 6).

19411 movimento diZ sullarco JUK da luogo alla rotazione diattorno al puntdA, e permette di variare
'ampiezza deII’angoIoEJ\B.

19 n tal modo, I’angoloB'%D € uguale aII’angoIoA%B, pertanto, poiché I’angolB'%E, essendo esterno
al triangolo AEB, & uguale alla somma degli angcﬁ]i’l\E e AEB, si ha che I’angoldD@E € uguale
all'angolo E'AB.
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Figura 5

il movimento di Z sull'arco di centro A, produce
larotazione della retta t, inoltre spostando i
punti R e L lungo le semirette su cui giacciono,
& possibile variare i Iati EB e BD della squadra
EBD.

Infine, spostando il punto B sullarettar, si pud
osservare che il luogo descritto dal punto D
durante il movimento della squadra & un arco
di ellisse.

Figura 6
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3.4Problema XXXVIII

Se le due rette VE e VC, date di posizione, sono taghianodo qualunque in C e in E, da
una retta PE che ruota attorno al punto P dato di posijanse il segmento intercettato
CE e diviso in due parti CD e DE di rapporto dato, trovaideogo del punto D.

Figura 1

TracciateDA ed EB parallele avP, Newton sceglie come incogn¥A= xe AD =1y, e,

posto VP=a , D—A:E e ﬁz

e : : .
— , ottiene per il luogo cercato I'equazione
EB e vB f

exy+ adx= fy+ fa, che rappresenta un’iperbole passanté/jpeP.

Segue l'elenco delle operazioni eseguite GABRI per realizzare il disegno interattivo

relativo al problema in esame:

Comandoutilizzato Specificazione Oggetto costruito Note
Retta PeW Rettar Rappresenta la retta
VC (fig. 2)
Retta Pel Rettas Rappresenta la retta
VE
Punto Punt®
Semiretta Di origin&) Semirettay
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Punto su un oggetto Sulla semirejta PuntoR Il punto R & mobile
sulla semiretta
Segmento Segmen@R La sua lunghezza
rappresenta il
rapporto9
DE
Numero Numero 1
Trasporto di misural Del numero 1 su PuntoJ
puntoP
Circonferenza Di centrB passantg  Circonferenzgy
perJ
Punto su un oggetto  Sulla circonferengza Puntol
Y
Retta PePel Rettat Il movimento dil su
y, fa ruotare
intorno al puntd?
Intersezione di due| Della rettat con la PuntoC
oggetti rettar
Intersezione di due| Della rettat con la PuntoE
oggetti rettas
Compasso Di centr@ e raggio| Circonferenzaa
QR
Intersezione di due| Della circonferenza PuntoL
oggetti o con la retta
Trasporto di misura Del numero 1 su PuntoU
puntoL
Circonferenza Di centrb passante Circonferenzax’
perU
Intersezione di due| Della circonferenza PuntoM
oggetti a’ con la rettar
Segmento SegmenhE
Retta parallela Al segmenME Rettah
passante pdr
Intersezione di due| Della rettat con la PuntoD E un punto del luog
oggetti rettah cercatd®
Luogo Descritto dal punto
D e definito dal
puntol
Retta PeP Rettat’ *°’ (fig. 3)

1% n quanto, per una conseguenza del teorema dieT&l&t: DE = CL: LM e per costruzion€L=QR e

LM =1.

197 poiché il luogo non appare nella sua completelzaajeciso di determinare due ulteriori suoi pupér
disegnare la conica passante per essi.
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O

Intersezione di due| Della rettat’ con la PuntoC’
oggetti rettar
Intersezione di due| Della rettat’ con la PuntoE’
oggetti rettas
Compasso Di centr@’ e raggio| Circonferenzaf3
QR
Intersezione di due| Della circonferenza PuntoL’
oggetti 3 con la retta
Trasporto di misura Del numero 1 su PuntoU’
puntol’
Circonferenza Di centrb’ passante¢ Circonferenzg’
perU’
Intersezione di due| Della circonferenza PuntoM’
oggetti '’ con la rettar
Segmento SegmenM'E’
Retta parallela Al segmenM’E’ Rettah’
passante pdr
Intersezione di due| Della rettat’ con la PuntoD’ E un punto del luog
oggetti rettah’ cercato
Retta PeP Rettat”
Intersezione di due| Della rettat” con la PuntoC”
oggetti rettar
Intersezione di due| Della rettat” con la PuntoE”
oggetti rettas
Compasso Di centr@” e raggio| Circonferenzad
QR
Intersezione di due| Della circonferenza PuntoL”
oggetti con la retta
Trasporto di misural Del numero 1 su PuntoU”
puntol”
Circonferenza Di centrb” Circonferenza’

passante pdy”

O

Intersezione di due| Della circonferenza PuntoM”
oggetti O’ con la rettar
Segmento SegmenM’E”
Retta parallela Al segmeni’E” Rettah”
passante pdr’

Intersezione di due| Della rettat” con la PuntoD” E un punto del luog
oggetti rettah” cercato
Conica Per i punt, P, D, Iperbolef Rappresenta il luog

D' eD” cercato

O
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Figura 2

Figura 3
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Nel disegno interattivo ho inserito una casell#edto in cui € indicato come interagire con

la figura (fig. 4).

Spostando il punto R lungo la
semiretta su cui giace, &

- possibile variare il rapporto
di CD su DE, inoltre le rette
passanti per V, ruotano
attorno atale punto.

Infine, spostando il punto |, la
retta PE ruota intorno al
punto P e il punto D descrive
il luogo cercato, owero
un'iperbole.

Figura 4
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3.5Problema XXXIX

Se da due punti dati di posizione A e B, si traccianm terzo punto qualunque C, due
segmenti AC, BC, che sono tra loro in un rapporto gaaistrovare il luogo del punto

d’incontro C1%

I
m
- —————————=
ws)
M

Figura 1

Condotta dal punt€ la perpendicolar€D, alla rettaAB, Newton sceglie come incognite

AD=x e DC=vy, e, posto in accordo con DATI di Euclide, AB=a e g—gzg
e

determina I'equazione del luogo:
_ |d?a®-2d%ax
Noe-

Osservato che essa rappresenta un céréhiegli conclude la risoluzione del problema

X .

affermando che, individuati due punte e F, sulla retta AB, tali che
d:e: AE: BE: AF BF, il segmentdEF e un diametro di tale cerchio.

Per realizzare un disegno interattivo relativo ralgbema in esame, dopo aver disegnato in
un foglio diCABRI duepunti A eB, e laretta r passante per essi (fig. 2), ho disegnato una

semiretta di origine Q, e unsegmentoQV, giacente su di essa, per rappresentare il

1% Tale luogo & noto com€erchio di Apollonio The Mathematical Papers of Isaac Newtafol. V,
p. 231, note 284 e 286.

199 Nel sistema di coordinate cartesiane ortogdDAIC, di origineD, individuato dalla scelta delle incognite.
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rapporto diAC suBC. Fatto ci0, poiché dalla proporzioe e= AF: BF, si ottiene che

BF = ABE—Idi= ABE-IdL 200 dopo avemisurato la lunghezza dAB, ho calcolato il
-e
91
e

valore diBF. Sebbene per determindfeccorra trasportamF sul puntoB, in tal modo, su

r, si individuano due punti che assumono alternatesate il ruolo del punt&. Osservato
che, se la lunghezza AC € maggiore di quella ®BC, ovvero se il rapporto di sue &
maggiore di 1, il puntd= & quello che giace sulla semiretta opposta allaireéta BA,
mentre in caso contrarié; € quello che giace sulla semireB&, dal momento che nel
primo caso il valore calcolato d8F €& positivo, mentre nel secondo e negativo, per
eliminare I'indecisione e unificare i due casi,definito il sistemadi assicartesianBJxJy

di origineB, avente semiasse negativo delle ascisse coineidentla semirettBA**%, e ho

individuatoF, trasportando il valore @F sull’asse delle ascisse.

@

AC:BC=226 cm

AB =542 cm
AB: AB = 1,00
- L
BF = 4,28 e \ﬂl\J
EF =166 .
r A W [BJx; F

Figura 2

290 Applicando la proprieta dello scomporre, sitha e: e= AF- BR= AB: BF.

201 per definire il sistema di assi, dopo aver riportan segmento di lunghezza unitaria sul puBto
individuando un puntdJ, ho disegnato simmetrico Jx, del punto d’'intersezione J, delcerchio di centroB
passante pel), con lasemiretta BA, e il punto d’intersezione Jy, dello stesso cerchio con letta
perpendicolarear, passante pd. Per determinare I'unita di misura degli assichtolatoil rapporto della
lunghezza diAB su se stessa, che non € mai nulla, in quantoti pumB non possono coincidere. Il motivo
per cui non ho usato il comandwmeri, consiste nell'esigenza di non introdurre nuonanti nella
costruzione, al fine di creare unaacrorelativa al problema in esame, i cui oggetti ializéono soltanto i
puntiA eB, e il segment®V che rappresenta il rapportoAiC suBC.
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A questo punto, poiché dalla proporziond:e= AE: BE , si ottiene che

BE = ABGd% = ABE-IdL 292 dopo averalcolatoil valore diBE, I'ho trasportato sul
e
—+1
e

punto B, individuando cosi un puntd’, e ho disegnato ipunto d’intersezione E, del
cerchio di centroB passante pdd’, con la semirettBA?*® e il cerchio di centro ilpunto

medio M, dei puntiE e F, passante pefF, che é il luogo dei punti che soddisfano la
condizione richiesta dal problema.

Q

AC:BC=226 cm
AB =542 cm
AB:AB=1,00
BF = 4,28

EF = 1,66

Figura 3

Nel caso particolare in céiC e uguale 8C, il luogo descritto d& non € un cerchio, bensi
I'asse del segmentaAB. Poiché con lo spostamento del puwtsulla semirett®V, al fine

di visualizzare il luogo in tale eventualita, ndnogtiene I'effetto desiderato, nel disegno
interattivo che illustra il problema in esame haedinato Ksse del segmentoAB,
giustificandone la presenza nella casella di testoui ho indicato quali sono gli oggetti
mobili e come possono essere spostati (fig. 4).

292 ppplicando la proprieta del comporre, sitia e: e= AE+ BE= AB: BL

93| tal caso non ci sono ambiguita.
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|

|

|

|

[ Spostando il punto V

: lungo la semiretta QV, si
[ pud variare il rapporto di
: AC su BC, inoltre i punti

| A e B sono mobili, el

! punto Clo & sul cerchio

: che rappresentail luogo.
! Infine, nel caso in cui AC
| asse di AB & uguale a BC, il luogo &

[ rappresentato dall'asse
: del segmento AB.

|
|
|

Figura 4

Infine, poiché tale luogo & utile per la costrusiatel Problema XXVf* ho definito la
macro Cerchio di Apollonio, evidenziando i punth e B, e il segment®V, come oggetti

iniziali, e il cerchio che rappresenta il luogo @oyggetto finale.

204 paragrafo 1.5.
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3.6 Problema LVII

Se un angolo dato CAD, non ha che la facolta damgrattorno al punto A dato di
posizione; e I'angolo dato CBD, non abbia pure cimemovimento possibile, di rotazione
attorno al punto B dato di posizione; e se i dug@nruotano in effetti secondo questa
legge, supponendo inoltre, che i lati AD, BD silitagysempre in una linea retta EF data di

posizione, determinare la curva che descriveradribre intersezione C degli altri due lati
AC, BC.

Figura 1

EstesiCA e CB, rispettivamente fino ai puntl e J, tali che Ad= AD e B6=BD, e

individuati gli angoliAde e B&, uguali rispettivamente agli anggddDE e BDF, Newton
estendeed fino al punto G, tale chedG=0f , e, disegnateCH e CK, parallele

rispettivamente &d e &, poneAe=a, eG=h, Bf =¢c, AB=m eC—K:—. Scelte poi
come incognite BK=x e CK=y , determina per il
yZZ%_xy_'_d_rny_'_Ej)e_ bdm

luogo I'equazione
fc

—— X, e conclude che essa rappresenta un’iperbole, se
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bd bd
—>0 oppure —<-
fc fc

2
_£<E<O_
f2  fc

Segue l'elenco delle operazioni eseguite GABR] per realizzare il disegno interattivo

i3
f2

relativo al problema in esame:

bd p2 H 1 1
, una parabola, sef—=—F, e un cerchio, o un’ellisse, se
c

passante pef’

Comandoutilizzato Specificazione Oggetto costruito Note
Retta PeO eCO’ Rettar Non appare in
guanto e stata
nascostas()
(fig. 2)
Numero Numero 1 ()
Trasporto di misurg Del numero 1 sul PuntoK
puntoO
Trasporto di misurg Del numero 1 sul PuntoK’
puntoO’
Circonferenza Di centr® Circonferenzy
passante pdf
Circonferenza Di centr®’ Circonferenza/

Intersezione di dug Della circonferenzg PuntoJ
oggetti y con la retta
Intersezione di dug Della circonferenzg PuntoJ’
oggetti y con la rettar
Misura dell’'angolo Individuato dai Rappresenta la
puntiJ, O eK misura dell’'angolo
CAD
Misura dell’'angolo Individuato dai Rappresenta la
puntiJ’, O’ eK’ misura dell’'angolo
CBD
Retta Pe” Rettas
Punto su un oggettp Sulla retta PuntoD
Punto Punt@\
Punto Puntd
Retta PeAeD Rettat
Retta PeB eD Rettat’
Trasporto di misurg Del numero 1 sul PuntoU
puntoA
Trasporto di misurg Del numero 1 sul PuntoU’
puntoB j
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Circonferenza Di centr@ passanteé Circonferenzax
perU
Circonferenza Di centrB passante Circonferenzar’
perU’
Intersezione di dug Della circonferenza PuntoL
oggetti o con la rettd
Intersezione di dug Della circonferenza PuntoG
oggetti a’ con la rettat’
Trasporto di misurg  Dell’angoldOK, PuntoM
sulla circonferenzal
a, dal puntaL
Trasporto di misurg Dell’angol@dO’K’, Punton
sulla circonferenzal
a’, dal puntoG
Simmetria assiale| Del puntorispetto PuntoN
alla rettat’
Retta PeAeM Rettah
Retta PeBeN Rettah’
Intersezione di dug Della rettah, con la PuntoC
oggetti rettah’
Luogo Descritto dal puntg
C e definito dal
puntoD
Punto su un oggettp Sulla reta PuntoD’ °® (fig. 3)
Retta PeAeD’ Rettag
Retta PeBeD’ Rettag’
Intersezione di dug Della circonferenza PuntoL’
oggetti 0 con la rettay
Intersezione di dug Della circonferenza PuntoG’
oggetti a’ con la rettay’
Trasporto di misurg  Dell’angoldOK, PuntoM’
sulla circonferenzal
a, dal puntd.’
Trasporto di misurg Dell’angol@O’K’, Punton’
sulla circonferenzal
a’, dal puntoG’
Simmetria assiale Del punto PuntoN’
rispetto alla rettg’
Retta PeAeM Rettav
Retta PeBeN’ Rettav’

295 poiché il luogo non appare nella sua completezaajeciso di determinare due ulteriori suoi p@itie
C”, per poter disegnare la conica passante pereegsr,i puntiA e B.
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Intersezione di dug Della rettav, con la PuntoC’
oggetti rettav’
Punto su un oggett Sulla retta PuntoD”
Retta PeAeD” Rettab
Retta PeB eD” Rettab’
Intersezione di dug Della circonferenza PuntoL”
oggetti 0 con la rettd
Intersezione di dug Della circonferenza PuntoG”
oggetti o’ con la rettab’
Trasporto di misurg  Dell’angoldOK, PuntoM”
sulla circonferenzal
a, dal puntd.”
Trasporto di misurg Dell’angol@dO’K’, Punton”
sulla circonferenzal
a’, dal puntoG”
Simmetria assiale Del punid PuntoN”
rispetto alla rettg’
Retta PeAeM” Rettad
Retta PeBeN’ Rettad’
Intersezione di dug Della rettad, con la PuntoC”
oggetti rettad’
Conica Per i punt, B, C, ConicaC Rappresenta il
C eC luogo cercato

Figura 2
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Figura 3

Nel disegno interattivo ho inserito una casellgedto in cui e indicato come interagire con

la figura.

S s La retta per D pud ruotare attorno al
T “ punto Z ed essere traslata spostando
- - lo stesso punto. Inoltre, le ampiezze
degli angoli in A e in B possono essere
variate spostando i punti K e K', sulle
circonferenze su cui giacciono. Infine,
spostando il punto D sulla retta per Z,
si pud osservare che il luogo descritto

‘ dal punto C & una conica.

Figura 4
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A

Costruzioni ottenute mediante la “costruzione”
dell’equazione risolvente

Nel presente capitolo e descritta la costruzionke denmagini interattive relative ai
problemi per i quali Newton ha proposto la coswonei geometrica dell’equazione
risolvente, ovvero la costruzione geometrica dnsegfi di lunghezza uguale alle radici di
tale equazione.

Sebbene 'immagine interattiva relativa al probleXidll sia stata costruita mediante una
risoluzione geometrica, nel paragrafo 1.6 € stascritta la costruzione dell’equazione
risolvente, cui Newton ha ridotto il problema, posfa da Beaudeux in una delle note

esplicative che corredano I'edizione francese AathmeticaUniversalis
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4.1 Problema V

Dati la base AB di un triangolo rettangolo, e lansma della perpendicolare e dei lati
CA+ CB+ CD, trovare il triangola

Figura 1

Del presente problema, Newton propone due diverstoda di risoluzione, che si
differenziano per la scelta delle incognite e getoio numero. In particolare, posto
CA+ CB+ CD= €e AB=Db, il primo di tali metodi consiste nella scelta ldeincognite
CD=x e AC-CB= vy, che conduce al sistema di secondo grado costifaite equazioni

a’—2ax+ X+ y
2

2
a’—2ax+ X - . . .
=b* e 2 y =bx, invece il secondo, consiste nella scelta

della sola incognitaAC = x, che permette di giungere all’equazione di secogdmlo

x> +bx+ B+ ab=( x BV2 a2 b (#), ed & corredato dalla costruzione geometrica

i=-Lps /_1bz+_1abiJ NEPTEJNE PN
2 2 2 2 2 4 2

dell’equazione risolvente. Tale costruzione si mgbindividuazione di segmenti allineati,

delle radici :

aventi lunghezza uguale a una delle tre parti dieceaomposta ciascuna delle suddette

radici. Piu precisamente, considerati due segnmiiﬁcentiAB:%b eCB:E a, e un

243



segmentaCD =% AB, adiacente &€B, Newton determina il medio proporzion#eg, trab

e AC, e afferma che i due segmeB#, ottenuti riportando il medio proporziondt, trab

e DE, da ambedue le parti sul purBpsono uguali alle radici dell’equazione)( e quindi

ai lati del triangol&®®.

Sebbene tali radici possano essere determinatéazmilio della calcolatrice interattiva di
CABRI data la semplicita della costruzione sopraindichd scelto di realizzare il disegno
interattivo relativo al problema in consideraziodeterminando con essa i lati del triangolo
cercato. In particolare, dopo aver disegnatosagmentoAB (fig. 2), ho completato la
costruzione dei dati iniziali disegnando w®niretta di origineQ, e unsegmentoQR, su

di essa, che rappresenta la somm&Aj CB e CD. Fatto cio, ho determinato jlunto
medio M, del segment®B, e horiportato il segmentoAM, su un’altrasemiretta, di
origine A", individuando su di essa piunto B'?°. Determinati poi, ilpunto medio T, di
QR e ilpunto mediol di A’'B’, horiportato il segmentoQT sul puntoB’, individuando |l

, 208
B

punto C’ sulla semirettaA’ , € successivamente degmento Al sul puntoC’,

individuando ilpunto D’ sulla stessa semiretta A questo punto, con lmacro Medio

proporzionale ?*°

, applicata al segmentdB e al segmento A’C’, ho determinato |l
segmentaC’G, e, riportando tale segmento sul pun#’, ho individuato ilpunto E su
A'B’?™. Applicata ancora lmacroMedio proporzionale, al segmentd\B e al segmento
D’E, ho determinato il segmen@H, e,riportato tale segmento sB’, ho determinato i
punti F e F’, e quindi isegmentiB’F e B'F’, che rappresentano i |latiC e BC del

triangolo cercato.

298| fatto che le radici siano due, non implica i&snza di due diversi triangoli che soddisfanodadizioni
del problema, in quanto, la relazione esistentélat di un triangolo rettangolo fa si che, sugiola misura
di AC uguale a una delle due radici, la misur8@isia uguale all’altra. Paragrafo 5.1, nota 222.

201 pgr=lp
2

0 Cc'B'=QT==a

N |-

209 C'D':E:lb
2 2
210 paragrafo 1.6.

21| tal modoA’E & medio proporzionale tiae A'C’.
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Per ultimare la costruzione, hgportato poi i segmentB’F e B'F’, rispettivamente sul
puntoB e sul puntdA (fig. 3), e, individuato cosi punto C, ho disegnato iriangolo ABC,
che soddisfa le condizioni richieste dal problema.

Infine, dal momento che la figura costruita illastn modo esauriente il problema
esaminato, ho inserito in essa una casella di fastoi € indicato quali sono gli oggetti
mobili e come possono essere spostati (fig. 4).
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CA+CB+CD LemT TN Tl

A B' F E CF
Figura 3
B
AC+CB + CD
/CA
A DB

I punti & e B sono mobili,
inoltre spostando il punto
R sulla semiretta QR &
possibile variare la
somma deilati ACe CB. e
dell'altezza CD.

Figura 4
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4.2 Problema VI

Dati un triangolo rettangolo ABC, la somma dei |&C+ BC, e la perpendicolare CD,

trovare il triangolo.

Figura 1

Come per il Problema V, Newton propone due diveissguzioni che si differenziano per
la scelta delle incognite e per il loro numerophrticolare, posttAC+ BC= ae CD=b,

egli in un primo momento sceglie la sola incognA& = x, riducendo il problema

2

allequazione di quarto grade' —2ax’ +2abz{ X+2alf s B= & B+ B, riducibile nel

prodotto delle equazioni® —ax-F=-b/d+ B e x¥*—ax-F=+b/ &+ B *? e in

seguito, sceglie come incogniteC—- BC= y e AB= X, giungendo al sistema di quarto

yz =2y2— g2

rado .
J {yz = a’ - 4bx

La prima risoluzione €& seguita dalla costruzione ongetrica delle radici

X=%ai\/%a2 + - b/ &+ 17, dell'equazionex’ —ax— ¥ =—b/ &+ 1§, che, come nel

problema precedente, & basata sull'individuaziarsegmenti aventi lunghezza uguale alle

parti di cui € composta ciascuna delle anzidettiécraPiu precisamente, considerati due

212 'equazionex’ —ax— ¥ =+ b/ &+ B , non da luogo ad alcuna soluzione in quanto uiia gee radici &
negativa.
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segmenti adiacentiAB= BC=%a, e determinato un segmentGD=b , a essi

perpendicolare, Newton esten@P fino al puntoE, in modo cheDE = DA, e afferma che,
determinato il medio proporzionaef, traCD e CE, e dettiG e H, i punti d’intersezione
della rettaBC, con il cerchio di centré e raggioBC, i segmentBG e BH, sono uguali ai
lati del triangol&™.

Anche in questo caso ho scelto di realizzare ggh® interattivo relativo al problema in
considerazione, costruendo le radici dellequaziamolvente, pertanto, dopo aver
disegnato gli enti geometrici che rappresentanatii idiziali, ho eseguito co@€ABRI la
costruzione indicata da Newton. In particolaregdimsate unaemiretta di origineQ, e una
semiretta di origine P, ho rappresentat€D mediante ilsegmentoQR, giacente sulla
prima, e la somma dAC e CB mediante ilsegmentoPL, giacente sulla seconda (fig. 2). In
seguito, ho determinato gdunto medio M, del segment®L, e, riportando il segmento
PM, su un’altrasemiretta di origineA’, ho individuato su di essapunto B’, e quindi il
simmetrico C’, di A’ rispetto aB’. A questo punto, condotta d&’, la retta
perpendicolaret, alla semirettad’B’, ho individuato su di essapunto D’, riportando il
segmentdR sul puntoC’, e quindi ilpunto E, mediante I'intersezione dicon il cerchio

di centroD’, passante peA’. Fatto cio, dopo aver determinato, connkacro Medio
proporzionale, applicata asegmentiC’D’ e C’E, il segmentdC’l, ho individuato uno dei
duepunti d’intersezione F, del cerchio di centroC’ passante pdr, cont, e, riportando
sul puntoF, il segmentdB’'C’, ho poi individuato punti G e H, suA'B’, e quindi i due

segmentiB’G eB’H, che rappresentano i I&C e BC del triangolo cercato.

13 Come nel Problema V, il fatto che le radici siane cion implica I'esistenza di due diversi trianggie
soddisfano le condizioni del problema, in quaraaelazione esistente tra i lati di un triangoliaregolo fa si
che supposta la misura AlC uguale a una delle due radici, la misur&@isia uguale all'altra. Paragrafo 5.2,
nota 223.
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Figura 2

Per completare la costruzione, dopo aver disegmadoetta r, e unpunto D, su di essa
(fig. 3), ho condotto d®, laretta perpendicolarear, e horiportato il segmentdR sul
punto D, per individuare ilpunto C, ovvero ilvertice del triangolo cercato Riportando

poi, i segmentBG e BH, sul puntoC, ho individuato su i punti A e B, e successivamente
ho disegnato ifriangolo ABC, che soddisfa le condizioni richieste dal problema

Infine, dal momento che la figura costruita illasiin modo completo il problema esaminato,

ho ivi inserito una casella di testo in cui & imdiccome interagire con essa (fig. 4).
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P AC+BC M K

Figura 3

AC+BC

SpostandoipuntiRe L,
rispettivamente sulle
semirette @R e PL, &
possibile variare 'altezza
CD e la somma dei lati AC
e CB.

Figura 4
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4.3Problema VII

Date in un triangolo rettangolo, la somma dei l&tila somma della perpendicolare e della

base, trovare il triangolo

Figura 1

Per risolvere il problema, postdC+ CB= a e AB+CD= b, Newton sceglie come

incognite AC=x e AB=y, e riduce il problema al sistema di quarto gradstituito

dalle equazioniy® = a*—2ax+ 2 X e by= & — ax+ ¥. Tuttavia, dal momento che la sola

conoscenza dei la\C e BC consente di determinare il triangolo cercato, siith a

risolvere 'equazione risolvente del sistema, nellavariabile X,

+3a° -2a’ +a* o L
x* —2ax’ sz{ X Zabz{ X ?b2= 0, che é riducibile nel prodotto delle equazioni di
- +2a - &

secondo grade —ax+ & - F=-h/ - & ex?—ax+ &- BF=+h/ - &?* E, alla

fine della risoluzione, descrive la costruzione rmetrica delle radici

x:%ai\/bz—%az—b\/tf— & , dellequazione x> —ax+ &-bF=-bB/ - & , che

consiste nel determinare il medio proporziorRlérab+a e b— a, il medioproporzionale

214 ’equazionex® —ax+ & - F=+h/ B- &, non da luogo ad alcuna soluzione in quanto unie dee
radici & negativa.
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S traR e b-R, il medio proporzionaleT, tra%a+8 e la—S, e quindi%a+T e

1 N .
Ea— T, che rappresentano i lati del triangolo certato

Segue l'elenco delle operazioni eseguite GABRI per realizzare il disegno interattivo

relativo al problema in esame:

Comando Specificazione Oggetto Note
utilizzato costruito
Semiretta Di origin&) Semirettyy (fig. 2)
Semiretta Di originé® Semirettay’
Punto suun | Sulla semiretta PuntoR Il puntoR & mobile sulla
oggetto semirettag
Punto su un | Sulla semiretta’ PuntoL Il puntoL & mobile sulla
oggetto semirettay’
Segmento Segmen@R La sua lunghezza
rappresentaAC + BC,
ovveroa
Segmento SegmenRL La sua lunghezza
rappresentaAB+ CD,
ovverob
Semiretta Di origin&\’ Semiretta
Compasso Di centrd’ e | Circonferenzyy
raggioQR
Intersezione di Della PuntoB’ A'B'=a
due oggetti circonferenzy
con la semiretta
Compasso Di centrB’ e Circonferenza
raggioPL Y
Intersezione di Della PuntoC’ B'C'=b
due oggetti circonferenzay
con la semiretta
Simmetria Del puntoB’ PuntoF
centrale rispetto al punto
A’
Semiretta Di origing\’ Semirettar’
passante pdf

215 fatto che le radici siano due, non implica i&snza di due diversi triangoli che soddisfanodadizioni
del problema, in quanto, la relazione esistentélat di un triangolo rettangolo fa si che, sugiaola misura
di AC uguale a una delle due radici, la misur8@isia uguale all’altra.
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Intersezione di Della PuntoD’ La circonferenzg interseca la
due oggetti circonferenzay semiretta’, soltanto sea<b,
con la semirettd pertanto il puntd’ esiste solo i
tale eventualitd®
Segmento SegmentgC’ Rappresentd + a
Segmento SegmenfgD’ Rappresentd - a
Macro: Medio | Tra il segmento| Segment®'E Rappresenta
proporzionale AC ell R= /(b+ a) [q b— @ =
segment\'D’
- [[p*-#
Compasso DicentrG’ e | Circonferenzan
raggioA’E
Intersezione di Della PuntoG
due oggetti circonferenzax
con la semiretta
Segmento SegmenBIG Rappresentd - R
Macro: Medio | Tra il segmento| Segment®'H Rappresenta
proporzionale | AE e |Il3lsggment0 S= \/ W L 3_ Bt
Punto medio Trail puntd’ e Puntol
il puntoB’
Segmento Segmenfgl Rappresent % a
Semiretta Di origined Semirettas
passante pdt
Circonferenza Di centrg’ Circonferenza®
passante pdr
Intersezione di Della PuntoJ La circonferenza® interseca la
due oggett circonferenza semirettss, soltanto seta> s,
con la semiretta 2
pertanto il puntd esiste solo in
tal casé'®
Segmento Segmenkdl

Rappresenta;— a+$S

216

dell’altezza ad essa relativa, € maggiore dellansarmei cateti.

217 Sz\/(b—\/(tf— 5))\/(5_ g)z\/ W+ & b

1 . . . .
218 Seza € minore o uguale § il problema non ammette soluzioni.
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Segmento

Segmenddi

Rappresenta% a-9S

Macro: Medio
proporzionale

Tra il segmento
HI e il segmento

SegmentdK

Rappresenta

T= - 2a - n (5 ) 2

JH
Compasso Di centrd&’ e | Circonferenz#
raggiolK
Intersezione di Della PuntoV
due oggetti circonferenz$3
con la semiretta
Segmento Segmenay Rappresenta%a+ T, ovvero la
lunghezza di uno dei lati del
triangoloABC (fig. 3)
Segmento Segmentd Rappresenta%a —-T, ovvero la
lunghezza di uno dei lati del
triangoloABC
Retta Per il puntd@ Rettah
Compasso Di centro e Circonferenza
raggioVI
Compasso Di centro e Circonferenza
raggioJV g
Retta Alla rettah Rettat
perpendicolare| passante per
Intersezione di Della PuntoA
due oggetti circonferenza
con la retteh
Intersezione di Della PuntoN
due oggetti circonferenza’
con la retta
Segmento SegmenfiN Rappresenta l'ipotenusa del
triangolo cercato
Circonferenza Di centra Circonferenza
passante pé¥
Intersezione di Della PuntoB
due oggetti circonferenza
con la retteh

wov= (Sas ((5-a) d- 6 {2 (B g+ & o= & & )- ® b

=\/b2—%a2— (B- ).
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Circonferenza Di centra Circonferenza
passante per
Punto medio Tra il puntd e il PuntoM
puntoB
Circonferenza Di centriv Circonferenza
passante pek T
Intersezione di Della PuntoC
due oggetti circonferenza
con la
circonferenza’
Triangolo Di vertici i punti | TriangoloABC Rappresenta il triangolo che
A BeC soddisfa le condizioni del
problema
Q@ AC+CB
P AB+CD
J I -H |\\ -A. ;j V I G:\ Jl|l|
\\\ \"-q__ ,J’/ ;r{ K ST
Figura 2
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I

JOH DA Ty

Figura 3

Nel disegno interattivo & presente una casellagdotin cui & indicato quali sono gli oggetti

mobili e come possono essere spostati (fig. 4).

AC+CB

AB+CD

Spostando i punti R e
L. lungo le semirette
G Su cui giacciono, &
possibile variare la
sommadi ACe CB, e
lasomma di AB e CD.

Figura 4
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5

Problemi geometrici dell’Arithmetica Universalis di
Cui e stata realizzata un'immagine interattiva

Il presente capitolo e costituito dalla traduziate problemi proposti nelrithmetica
Universalis Il testo di riferimento e Arithmétique Universelléa cura di Noel Beaudeux),
Bernard, Paris, 1802.
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5.1Problema V

Dati, in un triangolo rettangolo, la base AB e lansma dell’altezza e dei lati

CA+ CB+ CD, trovare il triangolo.

SianoCA+ CB+ CD= ¢, AB=Dh, CD=x, allora AC+ CB= a— x

PoneteAC—- CB= vy, avrete AC :a—Tx+y e CB=¥/. Inoltre, AC +BC =TBZ,

2—
owvero, a 2ax2+ X+ Yy =b?.

a’—2ax+ X -y _

Si ha ancoraACx CB= ABx CL, ovvero bx, e ricavando da queste

due equazioni [ valori di y? e confrontandoli, si ha,

2b’ —a’+2ax— ¥= &—-2a¥ X-4b, e riducendox® =2ax+2bx- &+ B, da cui si

ottiene,x = a+ b—~/2ab+ 215 2%

Da questa ultima equazione si ottiene il seguemt@@ato geometrico:
Dalla somma del perimetro e dell’altezza, sottragia media proporzionale tra questa

stessa somma e il doppio della base, e il reséol'sdtezza.

?20 5e x< a laltra radice non & una soluzione accettabilae Mathematical Papers of Isaac Newton
Vol. V, p. 289, nota 381.
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Lo stesso in altro modo

2_
SianoCA+ CB+ CD= ¢, AB=b, AC=x, e si avraBC=+Vb - ¥, CD:% e

. +
X+ CB+ CD= a, ovvero CB+ CD= a- x. Di conseguc—:‘nzat,)TX\/b2 -x*=a-x. Ed

elevando ciascun membro al quadrato, e moltiplioantto perb?, si avra,
-x' 20X + 20 x+ b= &5-2ab x B 3.

E, invertendo e ordinando,

+30? +2b° b’ 2b? +4° +2p*
x* + 2bx X x+2 alf = X X 221
+2ab +2alf a2 +2ab| +4aB| +2ab

Ed estraendo la radice da una parte e dall'altera,

X +bx+ B + ab=( x B2 ab 2 b.

E risolvendo questa equazione, si ha,
x=-1p+ /—1 o+ abi\/ qf—l B+ ab—t bt al
2 2 2 2 2 4 2

Costruzione Geometrica

A B F DE C F

PoneteAB:% b, CB:% aeCD :% AB. PrendetE medio proporzionale ttae AC.

?2L|n realt, tale equazione si ottiene sommandascan membro dell’equazione che si ottiene traapdat

e ordinando i termini dell’equazione-x'-2bxX+2Px+ = g6-2abx B 5 , la quantita
2 + 3 + 4
20 X 4p X 2 . Arithmétique UniverselleTomo I, nota 22, pp.130 - 131.
+2ab +4alf | +2ab
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Prendete inoltreEF medio proporzionale tra e DE, portateEF da una parte e dall’altra

del puntoE, e le due line®F, BF saranno i due lati del triangéfa

?22 Essendo AC:bZa ., si ha AE=+bOAC=,/H{ AB CB:,/% b+—; a , e poiché
DE=DC-CE= DC-( AG- AB== 2%y L gl ap 2 gl g /2oy 1 & ha che il
4 2 2 2 4 2 2 2

medio proporzional€&F trab e DE € uguale aEF = \/b‘ =443 + " 6 ——1 ak. Pertanto, sommando e

sottraendo EF a BE=BC- CE—1 b+a / = - b/— b+— a , si ottiene

BF - pEs EF= L mJ& ! abtJ g/_l 5+_1 a1 b_l N
2 2 2 2 2 4 2
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5.2Problema VI

Dati un triangolo rettangolo ABC, la somma dei I&C + BC, e l'altezza CD, trovare il
triangolo.

Siano AC+ BC= a, CD=h, AC=x, siavra,BC=a- x, e AB=Ja&-2ax+2X.

Si ha inoltre la proporzion€D: AC:: CB. AE, che daAB= ax; X . Di conseguenza,

ax-X=b/&-2a+2X , e, quadrando ciascun membro e

ordinando
2

+
x*—2ax 212{ X+2alf - & 5= 0. Sommate a ciascun membadb®+ b*, e avrete

2
x*—2ax ;12{ X+2alf x+ B= @B+ B, ed estraendo la radice da ciascun lato

X —ax-b=-b/ &+ 5 . E risolvendo questa equazione,

x:%ai\/:lla2+b2— e
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Costruzione Geometrica

D
G- [--H
A B 7 C
F
E

Ponete AB = BC=% a. Elevate inC la perpendicolar€€D =b; estendeteCD fino a E,

affinché DE = DA; prendete un medio proporzion&é& traCD e CE, e dal puntd- come
centro, e con un raggio ugualédB&, descrivete I'arco di cerchi@H, che tagliera la retta
BCin G e inH, e le lineeBG e BH saranno i due lati del triangéfd

Lo stesso in altro modo

Siano AC+ BC=a, AC-BC=y, AB=xe DC=h, si avraAC:izy, BC=a;2y

_ _ _ 2 _ 2
_AC +BC = A= % &Y _ACXBC_ gy
b DC

a.2_'_y2

Dunque, 2x°-a’=y*=a-4bx e x°+2bx=& ; equazione che, risolta, da

x=-b++ I + & . Che nella costruzione qui sopra, ci@& come ipotenusa del triangolo

223 pojché AD= DE=v AC + CD =+ &+ B, si ha cheCE= DE- CD=-b++/ &+ B, essendo inoltre
CF=+-PP+bVa&+1 , si ha che CG:CH:\/aZZ—ﬁ:z:\/%1 &+ 6- K &+ B , pertanto

BG = BC- GC=% ar\/zl1 3+ Bb- K ar b e BH=BC+CH=%a+\/711§+ B- & &+ B

Arithmétique UniverselleTomo II, nota 24, p.132.
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cercato. Ora, una volta che la base e I'altezza sote, sia nel problema precedente che in

guesto, ecco in che modo si costruisce il triangolo

Fate un parallelogramm@G il cui lato maggioreCE sia la base del triangolo, e il lato
minore CF l'altezza; suCE, come diametro, descrivete un semicerchio cheetagil lato
oppostoFG in H; tracciate dal puntél, agli estremi del diametro, i segme@tH e EH, e

CEH sara il triangolo cercato.
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5.3Problema VII

Date in un triangolo rettangolo, la somma dei laila somma dell’altezza e della base,

trovare il triangola

Siano la somma dei lalhC + CB= g, la somma della base e dell'alteza8+ CD= b, |l
lato AC=x , la base AB=y ; e si avra BC=za-x , CD=b-y ,
a?-2ax+2x¢ = AC+ BC= AB= } :
ax—-xX = ACx BC= AB CD= by ¥= by a2 ax2’ , e by=ad-ax+ X , e
quadrando ciascun membild,y® = a'-2a’x+3& ¥— 2 aX+ X. E sostituendo nel primo

membro, al posto di® il suo valorea® -2ax+ 2X, trasportando e ordinando si avra,

+3a? -2a° +a* .
x*—2ax , x  ,=0. E sommando a ciascun membid - a’b?, essa
-2b +2ab’ -au
+a*
. < 4 +3a2 _2a3 224 .
diverra, x*-2ax , X x-2&B= B- &65°. Ed estraendo la radice
-2b +2al’ b’

quadrata da ciascun memburd,—ax+ & - I =-h/ - &, e risolvendo questa ultima

equazione, si avra infine =%ai \/bz —S Z-b/b- &.

224 prithmétique UniverselleTomo |1, nota 73, esempio Il, pp.221 — 222.
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Costruziongseometrica

Prendete un medio proporziond&tdra b+ a e b—a; un altro medio proporzionatetraR

e b-R; infine un medio proporzional& tra %a+8 e%a—s; e i lati del triangolo

1 1
cercato sarannc;a+T e > a-T2%

2

? R=/(b+a{b-9=,(B- &), S:\/hl(lf— g)+a- 8 eT:\/bz—gaz—bl(bz— &) , pertanto

axT =%at\/b2 ——i &- b/ 5- & . Arithmétique UniverselleTomo I, nota 25, p. 133.

N~
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5.4Problema XIV

Trovare il triangolo ABC i cui i tre lati AB, AC,@® e l'altezza CD sono in progressione

aritmetica.

Per I'enunciato del problema si ha dunque questa prigmerz AB . AC . BC . DC?*°

Ponete AC=a , BC=x , avrete DC=2x-a e AB=2a-x ; avrete pure
AD=vVAC -DC =4ax-4% ;: e BD=VBC - DC =+4ax3%- & . Avremo

dunque un secondo valore diAB=vdax-4% +y4ax-3%- & . Cosi

2a- x=+/4ax— 4% ++ dax 3%— & : ovvero 2a- x—+4ax-— 4R =+/4ax 3%- 4. E

guadrando ciascun membrda’® - 3x° —(4a- 2 x+ dax- 4% = 4ax 3%- &; ovvero

5a2—4ax=(4a— 2)9\/ 4ax- 4% . Elevando di nuovo ciascun membro al quadrato e

ordinando, si ha6x* - 80ax’ + 144" ¥ — 1048 x+ 25{= , equazione che, essendo divisa
per 2x—a, diviene, 8x> - 36ax’ + 54a’ x- 258 = (. E risolvendola, si trover& per un
arbitrario valore dia. Essendo determinadi e x, costruite il triangolo i cui lati saranno

2a- X, a, ex; e l'altezza abbassata sul l&2a— x sara uguale @x—a. Se avessi posto la

226 Oyvero DC - BC= BC- AC= AG- Al
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differenza dei lati=d, e la perpendicolare x, I'operazione sarebbe stata piu corta,

I'equazione finale un po’ piti semplice, e avrei@yuc = 24d” x+ 48d°%",

227 posto AC-BC=d e DC=x, si ha cheBC=x+d, AC=x+2d e AB=x+3d, pertanto

AD=VAC -DC =4 +4dx e BD=VBC -DC =/ F+2dx , e da cid6 segue che

x+3d= AB= AD+ BD=4d + 4 dx+ d+ 2 d, overo x* = 24d?x+ 48d°.
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5.5Problema XVI

Su una base data AB, costruire il triangolo ABG;ul vertice C e su una retta CE data di

posizione, e la cui base € media proporzionaleregtica tra i lati.

Bisogna, dividere la base in due parti ugualFine prolungare questa base finché essa

incontri, in un puntoE, la retta data di posizionEC, e poi abbassare sulla base una

perpendicolar€D.

Si chiameraAB=a, FE=b, e BC- AB= x; e cid daraBC = a+ xe AC= a- x**® Ma

per la 183% proposizione del secondo libro degli  Elemenf®
BC - AC + AB a .

BD= = 2x+§ . Di conseguenza, FD=2x , DE=b+2x e

2AB
CD=+CB - DB = /% 2-3X.

Ma poiché le posizioni delle retteE e AB sono date, I'angol@€ED é pure dato. Cosi si

conosce il rapporto dE suCD.

22 Nella nota 38 delArithmétique UniverselléTomo Il, p.139), Beaudeux osserva cheB= BC+ AC, in
guanto per ipotesi la bagd3 € media proporzionale aritmetica #& e BC, pertantoAB— AC= BC- AE,
da cui, ricordando le posizioni fatte, si ottieA€ = a— x.

2 Tale proposizione afferma che, nei triangoli aogtdi, il quadrato sul lato opposto all'angolo axut
minore della somma dei quadrati sui lati che comgo@o I'angolo acuto, di due volte il rettangolotanuto
da uno dei lati intorno all'angolo acuto, cioé doedu cui cade l'altezza, e il segmento taglialonétrno
dall'altezza verso I'angolo acuto.

268



Supposto che esso sia come quello di su e si avra la proporzione

d:e: b+2x:‘/% &-3X . Facendo il prodotto degli estremi e quello deidinsi ha

'equazione eb+2ex= q/% 4-3 %X , quadrando ciascun membro e aggiustando

3 42at- @P-4éby

convenientemente i termini si he =2 17 + 30 , € risolvendo I'equazione
e +

—2e?b+ d\/sé 4-38 5+f1 da
4e” + 3d°

Una volta noto, lo sono pureBC=a+ xe AC=a— Xx.

diventax = 230

230 Nella nota 39 delArithmétique UniversellgTomo I, p.139), Beaudeux mostra comestruire tale
equazione ma, come Newton, non tiene conto detlansla radice dell’equazione risolvente, cui coorsfe
la seconda soluzione del problema.
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5.6 Problema XX

Condurre da un punto dat@, una rettaCF, che formi con altre due rettAE, AF date

di posizione, un triangolAAEF di grandezza data.

ConduceteCD parallela adAE, e CB ed EG perpendicolari adAF .
Siano AD=a, CB=b, AF =x e la superficie del triangold\EF = ¢; per le linee

proporzionali DF : AF = (DC: AE)= CB. EC?*', ossia, a+ x: x= b: T si avra,
a+x
EG=_X
a+x

Moltiplicate questa perpendicolare per la metaadblseAF , e avrete come espressione

2c’x _ 2ac
b

della superficie del triangold\EF, bx’ =¢?, ossia,x’ - =0, equazione
2a+ 2x

¢ ++/c* +2abd

b
Si seguirebbe assolutamente lo stesso metodarsgtasse di condurre, per un punto dato,

che, risolta, da&x =

una retta che divide un triangolo, o un trapeziayn rapporto dato.

231 La prima parte della proporzione & dovuta ad uroloio del teorema di Talete, la seconda, alla
similitudine dei triangolDCF e AEF, e al fatto ch&€B e EG, sono altezze omologhe di tali triangoli.
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5.7 Problema XXI

Determinare un punto C sulla retta DF, tale che,dsequesto punto si conducono due
segmentiAC e BC, per due punti datA e B, la differenza di questi due segmenti sia

uguale ad una linea data

Dai due punti dati abbassate le perpendicold e BF . PoneteAD=a, BF =b,

DE=c, DC=x, e avreteAC=+Ja&+ ¥ , FC=x-c, e BC='JB + ¥ -2cx+ @ .

Supponiamo cheé\C sia il piu grande dei due segmentiBE il piu piccolo, e che la loro

differenza sia=d ; si avra dunque/a’+x2 -d=+B+ ¥-20c% ¢ . E quadrando
ciascun membrog® + X’ + d*-2dy &+ X = B+ ¥-2cx C

Cancellando cid che si annulla, e ponendo, pereaidre,a’ + d* - b° - ¢ =2 €, si avra

e€+cx=d/d+ X , ed elevando di nuovo ciascun membro al quadrato,

e'+2c€x+ ¢ X= dd+ ds . E risolvendo, questa equazione diverra
_ctVéd-ad+ dd ¢

X = e :

Il problema si risolverebbe in maniera analogaglgaosto della differenza delle line&C
e BC, fosse data la loro somma, oppure la somma dflereinza dei loro quadrati, o il loro
rapporto, o il loro prodotto, oppure I'angolo chese comprendono; e sarebbe ancora lo

stesso se, al posto della reR& , fosse data la circonferenza di un cerchio o traaurva
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gualunque, purché in questo ultimo caso il calsdloporti ad una retta che unisca i punti
Ae 8232

232 | e soluzioni del problema in esame, sono costitditi punti d’intersezione della refid, con un’iperbole
di fuochi A e B. Analogamente, nei problemi che si ottengono idenando in luogo della differenza AC e

BC, la loro somma, o la differenza dei loro quadratic. le soluzioni sono i punti d'intersezione edihea,
retta o curvaPF, con un opportuno luogo geometricthe Mathematical Papers of Isaac Newtenl. V,

pp. 198 — 199, nota 234.
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5.8 Problema XXII

Date di posizione tre rette, AD, AE, BF, condurna guarta, DF, in modo che le sue parti

DE, EF, intercettate dalle prime rette, siano dighhezza data

Conducete la perpendicolaEeG su BF , e CE parallela adAD . Le tre rette date di
posizione si incontrano iA, B eH.
PoneteAB=a, BH =b, AH=c, ED=d, EF=e e HE = x.

Ora, per i triangoli simili ABH , ECH , si ha AH: AB= HE: CE=2( e

c
AH : HB= HE: HC=Q(. Sommate insiemélB e HC, e avreteBC = b+2( _ bet bx,
¢ c c
Analogamente, i triangoli similFEC e FDB dannoED: CB= FE: FC:—ebXJ ebc' E
c
infine, per le proposizioni 12 e 13 del secondordibdegli Element?*®, si ha
2 _ 2 2 _ 2
EC—EF+EFC:CG’ ecezu_ECH_
2FC 2 2CH 2
2 _ 2 2 _
Dunque,H +E|:C :HE—ECZ__lc;H .
2FC 2 2CH 2

2331 a proposizione 12 afferma che, nei triangoli aihugoli, il quadrato sul lato opposto all’angoloustt &
maggiore della somma dei quadrati sui lati che gemgono 'angolo ottuso, di due volte il rettargol
contenuto da uno dei lati intorno all’'angolo ottusmé quello su cui cade l'altezza, e il segmeatgiato
all'esterno dall’'altezza verso I'angolo ottuso. Reproposizione 13 vedi paragrafo 5.5 nota 229.
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axt ax
2 € bx+ eb X = 2
E introducendo i valori analitici—S + ebXxt euc_ c __ = ossia
2ebx+ 2ebc 2dc 2 bx 2c '
dc c
a’dx - e2d6+ eb>5'_ ebc T Aax b
ebx+ ebc d d b '
_c’-a’-b eb_ a’d¥ - &€dé  ebc
Ponete, per abbreviare——-—=m, e avrete + =mx. E
b d ebx+ ebc d
2 —
moltiplicando tutto perc+ x, diverra2 d'- € dc + ebcx etfc: mx’ + mc>. Mettete

eb d

_a’d . ebc . ) :
ancora,p al posto dlg—m, e 2pq al posto dlmc—T, e infine pr© al posto di

ebé € dé
— =
d

Trovato x, ovvero HE , conducete dal suo estreriq la rettaEC parallela adAB. Fate

, e l'equazione sara ridotta Xt =2qgx+ r*. Che dax=q/ +r* .

poi la proporzional : e= BC; FC?*
DeterminatoFC, per il puntoF e il puntoE, conducete la rett&ED, ed essa soddisfera

le condizioni del problema.

34 Segue dalla proporzioneD: EF = BC: FC, data dalla similitudine dei triangdHEC e FDB.
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5.9 ProblemaxXXIV

Inserire nell'angolo retto EAF, un segmento dato, EFmodo che questo segmento esteso

passi per un punto C, egualmente distante dallerdtie che comprendono I'angolo retto

Completare il quadratBBCD, e dividere la retta dataF in due parti uguali nel puntG.
Allora, postoCBo CD=a,EGo FG=b,eCG= x;sihaCE= x-b,eCF =x+bh.

Essendo poCF - BC = BF, si haBF =+/X +2bx+ B - & .
Poiché i triangoli CDE e FBC sono simili®®*®, si ha CE:CD:: CF: BF, ovvero

x—b: a: x+ b/ #+2 b B— A. Da cui si ottieneax+ ab=(x- By X +2 b h- a.
Elevando al quadrato ambo i membri di questa equazie ordinando, si ha
= 2a’ X2+2a2b2
+2b? -b*
X =a’+bP+Ja'+4a0, e infinex=\/a2+b2+\/ a+4al.

Essendo cosi noto il valore ®i ovvero diCG, si puo determinar€E o CF, e mediante

. Equazione che, risolta con il metodo di quellsationdo grado, da

'una o laltra di queste due rette, si determihgunto E o il puntoF, e il problema é

risolto.

235 per il primo criterio, in quanto sono rettangoliano gli angolDCE e CFB uguali.
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Lo stesso in altro modo

PostoCE= x, CD=a e EF=b, avreteCF=x+b, e BE=/xX+2bx+ B- &, e la

proporzione CE:CD:: CF: BF , owvero x:a:x+bv 2+2bx B- 4 ; che da

ax+ ab= x/ ¥+2 b B- &, elevando al quadrato ambo i membri di questazgoe e

2

ordinando i termini, essa divieng +2bx’ +2b2{ X —2a&bx &B=0. Equazione di
-2a

guarto grado le cui radici sono piu difficili daoware che quelle del caso precedente.

Vediamo perd come si possono trovare. Sommate apante e dall’altra’b’ + a*, al fine

di fare del primo membro un guadrato perfetto, e retav

2

x* +2bx *b

) 2{ X-2a&bx d= @ B+ 4: ed estraendo la radice di ciascun membro,
-2a

esso diverra® +bx—-a& =+ a/ &+ 5.

Questa qui e I'occasione di dare una regola sekétas dei termini propri a cominciare il
calcolo.

Quando due termini hanno una tale somiglianza gip@to con gli altri termini della
guestione, che prendendo I'uno o l'altro si arrigadue equazioni interamente simili; o
prendendoli tutti e due allo stesso tempo, essnbarell’equazione finale lo stesso numero
di dimensioni, e la stessa forma, e non possorferald che per i segni + e -, bisogna
respingerli tutti e due ugualmente, e prendereoab [posto un terzo termine che abbia uno
stesso rapporto con l'uno e laltro, per esempio lero semisomma, o la loro
semidifferenza, o una media proporzionale, o infale altra quantita che si vuole che
abbia con esse una stessa relazione, purché questatita sia la sola che goda di questa
proprieta?*®

E cosi che nel problema precedente, volendo climslaEF abbia una stessa relazione con
AB e AD, come si puo assicurare tracciartelé nel’angoloBAH, e che di conseguenza
nessuna ragione di preferenza mi pud determingmeradere per l'incognita che si deve
cercare ED piuttosto cheBF, o AE piuttosto cheAF, o CE piuttosto cheCF; dunque in

236 . N :

Tale regola, & nota come reg®leatrum, e, verra criticata, un secolo dopo, da Lagraimgguanto la sua
applicazione esige una conoscenza preliminare ulelero e del tipo di soluzioni possibili, che pude=v
solo dopo aver acquisito una notevole familiargametrica o analitica con un dato problema.

276



luogo dei puntiE edF che causano la mia incertezza, io prendo, neiltagpsoluzione, il
puntoG che divideEF in due parti uguali; e siccom@G ha la stessa relazione cAB e
AD, e non c’e una seconda quantita che abbia cortegdes linee la stessa relazione di
CG; io mi sono determinato a prende& per l'incognita che si deve cercare, ed ho
ottenuto un’equazione di 4° grado, in cui non Bbgato nessun termine affetto da potenza
dispari dell'incognita. Si vede bene che io sai@duto nella prima incertezza, se avendo
preso il puntoG, io avessi voluto cercare un’incognita per mezeairh perpendicolare
abbassata da questo puntoAdy perché avrei potuto ugualmente abbassarne uAdsu
per la stessa ragione, io non ne ho abbassate@B isé suCD.

lo avrei potuto ancora, ricordando che il pu@osta sulla circonferenza di un cerchio
descritto dal punté come centro e coBE come raggit’’, avrei potuto, dico io, abbassare

la perpendicolar&K sulla diagonal&C, e cercardK o CK, che hanno lo stesso rapporto
conAB 0 AD, e arrivare all’equazione di secondo grado= —%ey+% ¥, chiamanddK,

y; AC, e eEG, b.*®

237 pojché il triangolo rettangolBAF si puo inscrivere nel semicerchio di centro il fpumedioG della sua
ipotenuseEF.

238 Prolungata la diagonalkC del quadrato, dettK il suo punto d’incontro con la perpendicolare cattel
daG, e tracciato il cerchi&AF, di centroG e raggioGE, che incontraAC in T, si ha che la cordAT é divisa
in due parti ugualiAK e KT, dalla perpendicolaréK e che i triangolAKG e TKG sono uguali. InoltreTG é
perpendicolare &G, in quanto I'angolo al centroGF, insiste sullo stesso arco dell’angolo alla cifeoanza
TAF =45°. Pertanto, applicando il primo teorema di EuclaédriangoloCGT, si ottiene la proporzione
CT:TG=TG TK= AHK, da cui infine, osservato cf&T = CA+ AK+ KT= CA-2 AK e sostituiti i nomi

imposti da Newton, si ottiene la proporzio6&(=e+2y): TG= Bh= TG= pb: TK= AK ), che ridotta

diviene y* = —%ey+—; . Arithmétique UniverselleTomo I, nota 41, p.140.
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Trovato cosiAK, si puo elevare la perpendicol&6, ed il suo punto d’'incontr®, con la
circonferenza di centré descritta, puo servire con il pun@ a dirigere la rett&F, e |l
problema puo essere risolto.

E seguendo lo spirito di questa regola, che neblproi IX e X, in cui si devono
determinare i due la\C e BC di un triangolo, in luogo di cercare I'uno o li&tdi questi
lati, io ho cercatola loro semi-differenza. Ma setva ancora meglio nel problema XXVIII°
il grande uso di questa regola.
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5.10Problema XXVI

Date tre rette AE, BF, CF, trovare un punto D tale, se da questo punto si abbassano su
ciascuna delle rette, le perpendicolari DA, DB, Dftieste perpendicolari sono tra loro in

un rapporto dato.

Prolungate una delle rette date di posizione, elageerpendicolare che cade su di essa, per
esempioBF, e la sua perpendicolaBD, finché esse incontrino le altre due reite e FC,

la rettaBF le incontrera nei punt edF, e la perpendicolare nei pui@@iedH. Posto ora
EB=x e EF=a, avreteBF =a- x. E siccome le retté&eF, EA e FC sono date di
posizione, gli angolE e F, e i rapporti dei lati dei triangoEBH e FBG sono pure dafti".

Sia dunque il rapporto dEB su BH, come quello did su e, e si avra,BH :%(2 €

— — 2
EH=VEB + BH = >€+ed—)2(2 =HX\/ o+ é . Supponiamo ancora chBF stia aBG

fa— fx
d

P e— 242 _~ g2 22
FG:\/BF2+BGZ:\/66—2a>& >%+]cd 21 7ax+ f7x , che si riduce a

d2
FG=%‘w/d2+ £2 |

come d sta a f, e avremo, BG= , e

%9 La proposizione XL deDATI, assicura che, se gli angoli di un triangolo salai di grandezza, il
triangolo é dato di specie, ossia € dato il rafgpde lati fra loro.
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fa— fx

Dopo chiamiamoBD, y; e ci diventa,HD:%(—y; e GD= -y. E siccome si

hanno le proporzioni ~ AD:HD: BE: HE: d:v o + & 240 e
ex— dy

Ja2+e

. Inoltre, poiché i rapporti delle lineg8D, AD, DC, sono dati,

DC:GD:: BF: FG:: d:v &+ & ?*'. Dalla prima si ottieneAD = e dalla

fa— fx—dy

/d2+ £2

supponiamo ché&D: AD:vd°+ € : h- d, ed esso diverraM:AD: ex dy.

Jd2+¢& JP+é’

secondaDC =

che dahy = ex.

Sia ancoraBD:DC::\/d*+ f2: k- d, e si avra ky - dy —DC:M, che da

ky = fa— fx, da cui si ottieney = fa- fx.

Ma l'equazionehy = ex, da purey=9( dunqueg(= fa- fx 0 meglio, x = afh
’ h' h k " ek+ fh

Fate dunque questa proporzione?lf+h: h:: EF: EB, e determinato co$tB, ovverox,

sostituite il suo valore nell’equaziorg = ex, e avrete il valore di per questa proporzione,

h:e:: BE: BD; cosi il puntdD sara determinato.

240 5egue dalla similitudine tra i triangoli rettangdAH ed EBH.

41 Segue dalla similitudine tra i triangoli rettangdCG e FBG.
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5.11Problema XXVII

Trovare un puntdD tale che, se da questo punto si conducono tre segyidA, DB, DC,

per tre punti dati A, B, C, questi segmenti so@dadro in un rapporto dato.

| L~

UJ*\-"I'H

Dei tre punti dati, congiungetene due, per eserA@dC, con un segmentAC, e dal terzo
puntoB, cosi come dal punto cercddp abbassate le perpendicolBi e DF sulla rettaAC.
Ponete AE=a, AC=b, EB=c, AF=x e FD=y . E avrete, AD’ =X+ y*;
FC=b-x ; CD*=FC°+FD*=D0*-2bx+ X+ y . EF=x-a
BD? = EF*+(EB+ FD*= ¥ -2ax d+ ¢+2cy §.

) e

Ora, poichéAD e CD sono in un rapporto dato, sia questo rapportolgaeld sue, e si

avra CD:SJXZ+ y* . E poiché AD & pure in un rapporto dato ®D, sia questo

rapporto quello dd su f, e si avraBD = gw/x2 + Y.

X +éey

Di conseguenza
d2

=CD? =b*-2bx+ X+ ¥ ; e
f2x?+ f2y? : .
— g - BD’ = x*—2ax+ &+ ¢+2cy Yy . Se, per abbreviare, in questa

2 2 2

equazione si mettep al posto di e g al posto di _

, Si avra,

b? 2bx+T+ Py _ =0 e a’+c*-2ax+ 20y+—+ qyz = 0. Dalla prima si ottiene
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ay’

2qup— bzq: ?f + (f/ Cosi, sostituendo nella seconda, al posteael4+ il suo

valore 2qup_ i q’ essa diventeréz,quT_bzq+ a’ + ¢ —2ax+ 2cy= 0. Se, per abbreviare,
: __ bg. _b*q . _ .

Si pone ancoran=a—-—; e 2cn= - & - &, diventa,2mx+ 2cn= 2c¢). E dividendo

p b

. o mx _ - :
tutto per 2c, l'equazione si riduce a—+n=y . Sostituite quindi nellequazione
c

b? —2bx+T+pTy2: , al posto di y* , il quadrato di M™in, e avrete
c
b? — 2bx+ pXZ prif x2+2 PN, IC)ﬁ:O.
d dc dc d
. S . b p . pnt_sb
Se, per abbreviare ancora, si scrive in questazmmm? al posto dla+ 7 al
C
.. pmn lioh o pn’ : s s
posto dlb—d—, e — al posto dib +T_O’ si avra, X“ =2sx— tb. Questa
c r

. . R ) . mXx .
equazione, se risolta, da=s++/ < - th. Trovato x, I'equazione—+n=y, dara il
c

valore diy. Ed essendo determinatie y, o AF e FD, lo e pure il punto cercai.
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5.12Problema XXXIV

Se si eleva su una retta AF una perpendicolare Allirtghezza data, e una gamba ED
della squadra DEF passa sempre per il punto D, neeFaltra gamba EF, uguale ad AD,
scivola su AF, trovare la curva HIC descritta dalmo CG*?durante questo movimento,

mediante la retta EF.

Siano,EC o CF = a, la perpendicolar€B =y, e AB= Xx.
Poiché i triangolFBC e FEG sono simili, si avra
BF(Ja?- y?): BC+ CH w a: ER2 & EG GE AG GFoAF?®

Cosi

242 & il punto medio dEF.

43| triangoli FBC e FEG sono simili, per il primo criterio di similitudindén quanto rettangoli e con un
angolo in comune. Pertanto,BC:BF=EG: EF e CF:BF=GF:EF , da cui segue
BC+ CF: BF= EG+ GFE EF. Inoltre, EG= AG dato che i triangolDAG e GEF sono isometrici, per il
primo criterio d’'isometria.
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2ay+28 _ \p_ aps BF-= xt &=y .

/az _ yz
E moltiplicando ciascun membro pga’ - y?, si ha

2ay+2a =& - Y+ X/ &- ¥,

ovvero

2ay+ &+ Y= X/ d&- ¥.

Dividendo ciascun membro pgfa+ y 2* poi quadrando e ordinando, si ha
2

+ +a’
y’ +3ay’ 3a2{ y 2, =0%
+X -ax

Lo stesso in altro modo

ProlungateBC da una parte e dall’altra, in modo dBlee CK siano uguali £F, e tracciate
KF, HI, HC e DF.

Le retteHC e DF incontreranncAF e Kl in M e in N. Abbassate poi, dal puntola
perpendicolaré. suHC, e avrete I'angolo

K :%BCF:—; FGE= GFD= AMH= MHI= CIL?*®

Cosi i triangoli rettangoiKBF, FBN, HLI e ILC sono simili.

244 The Mathematical Papers of Isaac Newtwnol. V, p. 219, nota 261.

245 paragrafo 3.1, nota 184.

248 K :%B@:F, in quanto il triangoloFCK & isoscele e I'angolBCF & esterno a essBCF = FGE,

perché entrambi complementari deII'anch[@G; %F@E =GED, in qguanto, i triangolDGF e FCB sono

isosceli, e con gli angoli al verticeCK e DGF uguali (perché, essenddGD= EGF= BCF, essi sono
supplementari degli angoli uguaB@tF e A@D); GED=AMH , in guantoHC é parallelo aDF (da
CEN=HDN e HD =CF, segue infatti ch€ eH sono equidistanti daF), pertantoAW H e GED, sono
angoli corrispondenti, formati dalle parall¢iC e DF con la trasversal@F; AMH = MHiI perché angoli
alterni interni formati dalle parallel&F e HI, con la trasversaléiM; MHI =CiL perché ambedue
complementari dell’'angoldd cl.
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Ponete dunquei-C =a, Hl =x, e IC =y, e avrete
BN(2a- y): BK(y):: LC: LH: CI( §): HI( #)2.
Di conseguenza
2ax - yX = .
Da questa equazione, si vede facilmente, che hacdr cui si tratta & lzissoidedegli

antichi; e che il cerchio da cui essa dipende ha@etro il puntoA, e per raggidH.

247 Dalla similitudine dei triangolKBF, FBN, HLI eILC, segue cheeN - BF_ LI _LC_CI , pertanto
BF BK LH LI HI

2
BN BF_ LI [C_ClICl o BN_LC_CF
BF BK LH LI HI HI BK LH HI
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5.13Problema XXXV

Se un segmento ED, di lunghezza nota, sottenderdgagolo dato EAD, si inserisce in tale
angolo in modo che le sue estremita D ed E toccherapre i lati del’angolo AD e AE,
determinare la specie della curva FCG descritta gahto C del segmento DE durante il

movimento.

Dal punto datoC tracciate la parallel&€B ad EA; e poneteAB= x, BC=vy, CE=a,
CD=b; poiché i triangoliDCB e DEA sono simili, si ha,eC AB :CD DB, cioe,

a:x:b: BD:b—:. Si abbassi poi la perpendicolatél, e poiché I'angoldAE o DBC, é

dato si conoscera il rapporto dei lati del trialmgalettangolo BCH. Sia dunque

BC: BH:: a: € da cuiBH __y E sottraend®H daBD, il resto éDH = bx- ey
a a

. Ora, nel

— — — 2 —
triangolo rettangoldCH, si ha, BC - BH = CHZ, ovvero y* - © 3’2 =CH’. Pure nel

a
triangolo  rettangolo CHD, si ha, CD -CH =HD  ,  owvero,
_ 2 _ 202
bty 4 y2 O (bx e;j _ B %-2 bexy %% , e riducendo
a &
y? = ZbZe[y Gl )8; e siccome in questa equazione le incognite sotamente di
a’
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due dimensioni, e evidente che la curva non pudeskere una sezione conica. Se si ricava

bexty ex- & X+ 4
a2

il valore diy, si ha,y= . Si vede che il coefficiente di’ sotto il

radicale ée® - &, e poiché si haa: e:: BC: BH, eBC & necessariamente piti grand&Hj

poiché essa e ipotenusa di un triangolo rettandiotmi BH € un lato, ne segue che piu

by

grande die, e che di conseguen® - & € una quantitd negativa; dunque la curva &

un'ellissé*®

248 The Mathematical Papers of Isaac Newtwnol. V, p. 221, nota 265.
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5.14Problema XXXVI

Se una squadra EBD si mette in modo che una dekegambe EB sia appoggiata
all'angolo retto EAB, mentre I'estremita D dell’sdt gamba BD descrive una curva FDG,

determinare questa curva.

Dal puntoD abbassate la perpendicol®€ sul latoAC; e avendo postd\C = x, DC =y,
EB=a , e BD=b , poiché il triangolo BDC & rettangolo in C, avrete,
BC =BD -DC = B - y. DunqueBC=+/F - y , e AB= x—+/F — ¥ . Inoltre, poiché

i triangoli rettangoli BEA DBC, sono simili**® si ha, BD: DC:: BE: AB, ovvero,

b:y:a:x- -y . Dunque, bx—b/lIF— ¥ = ay, ovvero, bx—ay=h/6-y , e

2abxy+ If — B X
a’+b?

elevando ciascun membro al quadrato, e riducegts, , € risolvendo

abx+ P &+ - X

a’+b’

guest’ultima equazione, si ha infing= . Da cui si vede che la curva

& ancora un’ellis$e°

249 per il | criterio in quanto, essendo I'ang@BD retto, gli angoliABE e DBC sono complementari.

20|n quanto il coefficiente dik® & negativoThe Mathematical Papers of Isaac Newtdiol. V, p. 222, nota
268.
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Abbiamo visto come si determina la natura dellavauquanddEBD e EAB sono retti. Ma
se questi angoli sono di una grandezza qualunqueh@ essi siano uguali, ecco come
bisogna procedef?.

Abbassate, come gia &\C la perpendicolar®C, e tracciatdOH in modo che essa formi un
angoloDHA uguale all’'angoldHAE, cioé ottuso.

E continuando a chiamaEB, a; BD, b; AH, x; poneteHD =y.

Poiché i triangoli EAB, BHD, sono simili®*?, avrete, BD: DH :: BE: AB, ovvero,

b:y:a: AB=a—by; sottraeteAB daAH, e il resto saraBH = x—a—by. Ora, siccome tutti gli

angoli nel triangoldHC sono noti, il rapporto dei lati & pure nbtb Supponete dunque

che HD stia adHC in una ragione conosciuta qualunque, per esemopingb sta ae, e

poiché DH =y, avrete,HC :e_by, e HBx HC:%/—aT??. Poi, per la 12° proposizione

%1|n realta tale restrizione non & necessdriwe Mathematical Papers of Isaac Newtwiol. V, p. 222, nota
269.

2 per il | criterio in quanto, 'angolBIBE & uguale alla somma degli angBEB e EAB (essendo esterno al
triangoloEAB), e I'angoloEBD & uguale all’'angol&AB.

3 La proposizione XL deDATI, assicura che, se gli angoli di un triangolo salai di grandezza, il
triangolo é dato di specie, ossia € dato il rafgpde lati fra loro.
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del secondo libro degli Elemeftl, il triangolo BHD dél,ﬁ)2 =BH +DH +2BHx HC,

2axy 4

5 7 , e ricavando da questa equazione il

gy 2exy 2 aey
IR

ay—eyi\/é y-By+ B
b

ovvero, b? = X* -

valore dix, essa divienex = , e siccoméd & pitl grande d&®>°,

e’ - b & una quantita negativa; dunque & evidente cbarla & ancora un’ellisse.

%4 paragrafo 5.8, nota 233.

%5 |n quantoDH > HC . The Mathematical Papers of Isaac Newtul. V, p. 225, note 271.
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5.15Problema XXXVIII

Se le due rette VE e VC, date di posizione, sagl@ata in modo qualunque in C e in E, da
una retta PE che ruota attorno al punto P dato dsizione, e se il segmento intercettato
CE é diviso in due parti CD e DE di rapporto dattmvare il luogo del punto D

TracciateVP, e parallelamente a questa retta tracdisfiee EB, che incontran&¥Cin Ae in

B. PoneteVP=a, VA= x e AD =y, e poiché il rapporto dCD suDE e dato, ne segue che
il rapporto diCD suCE e pure not&’®, e di conseguenza quello@A suEB*’. Sia dunque

guesto rapporto come quellodlisue, e si avra,EB:%/. Inoltre, poiché l'angoldVB e

dato, la ragione dEB suVB?*®lo & pure. Sia questa ragione come quelladlif, e si avra,

cp
25692 Cbh -_DE

CE CD+DE CD 4
DE

257 triangoli ACD e BCE sono simili, in quanté\D & parallelo &B, pertanto% - DA

EB’

8 per il teorema dei seni, applicato al triangBWB si ha,E = senEVe
senV-EB
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VB:ny. Infine, a causa dei triangoli sSimIEB, CDA, CPV, si ha questa serie di rapporti
uguali, EB: CB:: DA CA: VP V( ; e componendo,

EB+VP: CB+ VC: DA VP CA V&° cioé,%’+a:%y:: y+ a: x; e facendo il prodotto

degli estremi e quello dei medi, si avexy+ adx= fy+ fa. Equazione le cui quantita
incognitex ey non si elevano che a due dimensioni. Ne segueugunhe la curvd/D,
nella quale si trova il puntD, € una sezione conica; ed & un’iperbole, perchédetie due
incognitex non € che di una dimensione, e nel terngrgessa si trova moltiplicata per

I'altra incognitay 2°°.

*9Da EB: CB= VP VC, scambiando i medi e componendo si otti&®+ VP: VP= CB+ VC V( ovvero,
scambiando ancora i medgB+VP: CB+ VC= VP V(. Analogamente, dd®A: CA=VP: VC si ottiene
DA+VP: CA+ VC= VP VC( PertantoEB+VP: CB+ VC= DA VP CA VI

260 Nel disegno appare solo un ramo dell'iperbolelttdaé descritto d® quandoP giace sul segmentSE.
The Mathematical Papers of Isaac Newt®ol. V, p. 229, nota 283.
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5.16 ProblemaxXXXIX

Se da due punti dati di posizione A e B, si trawgia un terzo punto qualunque C, due
segmenti AC, BC, che sono tra loro in un rapportlgiasi, trovare il luogo del punto

d’incontro C.

I=
m
- ———— =
ws]
il

Unite i punti A e B, e sulla rettaAB, abbassate la perpendicola€E®; ponete AB= a,

AD=x e DC=y , avrete AC={X+y¥ ; BD=a-x , e

BC=VBD + DC =,/ %-2ax &+ ¥. Ora, essendo dato il rapporto AC su BC,

supponiamo che esso sia come quelld siie; fatta la proporzione, e poi il prodotto degli

estremi e quello dei medi, avrenm/xX + v = df -2 a¢ 4+ ¥, che risolvendo da,
_|d*a*-2d”ax
N e-d?

coefficiente 'unita, e poiché inoltre 'angokDC e retto, ne segue che la curva che € luogo

—-x* , equazione in cui si vede ché & negativo, e che ha per

del puntoC & un cerchitf:; e se si prendono sulla re#8 i punti E e F, in modo che si
abbia la proporziond : e:: AE: BE: AF BF, la rettaEF sara il diametro del cerchio.
E facile vedere con il viceversa di questo teorech se si prolunga fino allinfinito il

diametroEF di un cerchio qualunque, e su questo diametro esi®iso, si prendono due

61 Tale luogo & noto com€erchio di Apollonio The Mathematical Papers of Isaac Newtafol. V,
p. 231, note 284 e 286.
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punti A eB tali, che si abbia sempr&E: AF:: BE: BF, e da questi due punti si conducono
a uno stesso puntd della circonferenza del cerchio i segmei(, BC, essi saranno nello

stesso rapporto ch®E e BE.
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5.17Problema XLIII

Descrivere un cerchio che passi per due punti @atgcchi una retta data di posizione.

SianoA e B i punti dati, eEF la retta data di posizione. Si chiede di far pasg&r questi
punti, un cerchi®ABE, che tocchi contemporaneamente la reta

Unite A e B con una segmerftS AB che dividerete in due parti uguali nel purilp da
guesto punto elevate #B la perpendicolar®F, che incontrera la retaF in un puntoF,

e il centro del cerchio, che si trovera in qualpbato diDF, supponiamo sia i@.

Unite C e B con una retta, dal punt® abbassate stE la perpendicolar€E, edE sara il
punto di tangenza della retr e del cerchio, e i segme@B e CE saranno uguali tra loro,
essendo ciascuno di essi un raggio del cerchiaterc

Ora, essendo dati o noti i putjB, D eF, poneteDB = a, DF =b?® e per determinare il

centro del cerchio, cercaC che chiamerete

262 Nlewton usa il termineetta per indicare, sia le rette sia i segmenti.

263 & posizioni fatte da Newton, sono in accordo cbr\ir'l di Euclide, in quanto:

- per la proposizione XXVI, dati i punt e B, il segmento che li unisce & dato di posizione e
grandezza, quindi anche il segmebD®;

- per la proposizione XXVII, se & dato di posiziomeoudegli estremi di un segmento, dato di
posizione e grandezza, anche I'altro estremo & datodi anche il punt® é dato di posizione;

- per la proposizione XXIX, la retta per il purifoperpendicolare aéB & data di posizione;

- per la proposizione XXV, il puntd-, in quanto intersezione di due rette date di pose e
anch’esso dato di posizione;

- per la proposizione XXVI, essendo i puiltied F dati di posizione, il segmentdF & dato di
posizione e grandezza.
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Nel triangolo CDB, poiché l'angolo inD e retto, avrete\/ﬁ?a2+ﬁ)2 , ovvero

Ja?+x = CB.

Inoltre, DF —DC, ovverob- x= CF.

E nel triangolo rettangol@FE, essendo noti tutti gli angoli, il rapporto deii I&F e CE &
pure not8**

be— ex

Sia questo rapporto quellodisue, e si avraCE = gx CF, ovweroCE=

Ed eguagliando tra loro i segme@B e CE, essendo ciascuno di essi un raggio del cerchio

. < : be- ex
cercato, si otterra | equazmnéx2 +a’ = T

Quadrando  ciascun  membro, e moltiplicando ped®> , si avra
a’d’+d°xX=b’é-2béx &5 , ovvero, risolvendo questa  equazione,
_-b@+d/Bé+ dé- ad
X= .
d?-¢€

Si conosce dunque la lunghezzeDd@i, e di conseguenza il cent@ cosi se dal punt@,
con una apertura di compasso uguaeBasi descrive un cerchio, esso passera per i punti

A eB, e tocchera la retfak.

2641 a proposizione XL deDATI, assicura che, se gli angoli di un triangolo sdiad di grandezza, il
triangolo € dato di specie, ossia € dato il rafpdei lati fra loro. In particolare, gli angoli delangoloCFE

sono noti in quanto, I’angolﬁZEF e retto, e I’angololeE e uguale all'angolo formato dalla retta data di
posizioneEF, e dall’ass®F, del segmentéB.
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5.18Problema XLIV

Descrivere un cerchio che passi per un punto datocchi due rette date di posizione.

Siano,A il punto datoEF, FG le due rette date di posizioneAEG il cerchio cercato che
tocca le due rette, e passa per il punto datbDividete a meta I'angol&FG, con la retta
FC; il centro del cerchio si trovera su questa redia. il puntoC questo centro, dal quale
abbasserete sbF e FG le perpendicolarCE e CG, e i puntiE e G, saranno i punti di
tangenza.

Ora, poiché i triangolCEF e CGF, hanno i loro angoli it e inG retti, e i loro angoli irF
sono ciascuno la meta dell'intero ang&bG, ne segue che tutti gli angoli di questi due
triangoli sono noti, e di conseguenza pure il rapdei latiCF e, CEo CG %" Sia

guesto rapporto quello disue. Allora se per determinare il centro del cerclsiog posto
S X
CF =x, siavraCE, o CG:%.

Inoltre, dal puntdd, conducete la perpendicola#d sulla rettaFC; e poiché il punt® é

dato, i segment\H e FH saranno pure dati. Chiamate rispettivamente qdestisegmenti

%65 La proposizione XL deDATI, assicura che, se gli angoli di un triangolo safati di grandezza, il
triangolo é dato di specie, ossia € dato il rajgpdei lati fra loro.
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a eb?®® e daFH, ovverob, se sottraetEC, ovverox, resteraCH = b- x, e se al quadrato

di questo restob® —2bx+ ¥, sommate il quadrato diH, ovveroa®, avrete, per la 47
proposizione del primo libro degli Elemenf® , AH +CH  , owvero

a%+ > - 2bx+ ¥ = AC, poiché per ipotesi I'angolaHC & retto.

Eguagliate ora tra loro i valori dei due raggt e CG, ovvero i quadrati di questi stessi
e’ X

valori, e avrete I'equaziona” + b’ - 2bx+ X = e

Sottraete da una parte e dall'altsd,

e’

dz -

e cambiate tutti i segni, e diverréa® - b* +2bx= X - Moltiplicate tutto perd?, poi

y 2bdzx _ d*(a’+ 1)
dividete tutto perd®’-¢€’, e otterrete x* - =- :
P & F-¢

e risolvendo,

L, bd’-dJBEé+ £é- 4d
d’-€

Ora si conosce dunque la lunghezz&@j e di conseguenza la posizione del puitche e

il centro del cerchio cercato. Se si sottrae ibx@ldix, ovveroFC, dab, ovveroHF, restera,

_—€’b+ WNEé+ dé- 3d
d’-¢

abbiamo trovato nel problema precedente per detammia lunghezza @cC.

HC

. Assolutamente la stessa equazione di quella che

266 & posizioni fatte da Newton, sono in accordo cB@Ir | di Euclide, in quanto:
- per la proposizione XXX dei suddeBRiAT]I, la retta per il punté\ perpendicolare aBC & data di
posizione;
- per la proposizione XXV, i punfr e H, in quanto intersezione di rette date di posizismo
anch’essi dati di posizione;
- per la proposizione XXVI, essendo dati di posiziopenti A, F eH, i segmentAH e FH sono dati
di posizione e grandezza.

7 Sj tratta del teorema di Pitagora.
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5.19Problema XLV

Descrivere un cerchio che passi per due punti datthe tocchi un altro cerchio dato di

posizione.

SianoA eB i due punti datiEK il cerchio dato di grandezza e di posizioRet suo centro;
AEBIl cerchio cercato, passante per i pukg B, e tangente all’altro cerchio; e infigil
centro del cerchio cercato. Tracciata per i péng B una retta indefinita, abbassate su
questa retta dai centd e F le perpendicolarCD, FG; poi unite i centri con un segmento
CF che passera per il punto di contafalei due cerchi. Tracciate ancdfdl parallela a
DG, che incontrer&D in H. Fatte tutte queste costruzioni, chiamai2 ovveroDB, a;

DG, ovveroHF, b; FG, c; e EF (raggio del cerchio data)’®® ponete pureDC = x, e

268 & posizioni fatte sono in accordo coBATI di Euclide, in quanto,

- per la proposizione XXVI, dati i punt e B, il segmento che li unisce & dato di posizione e
grandezza, quindi anche il segmento AD é datoahdgzza;

- per la proposizione XXVII, dato di posizione unresto di un segmento, dato di posizione e
grandezza, anche I'altro estremo & dato, pertaptmioD € dato di posizione;

- per definizione, il punté, in quanto centro del cerchio dato di posizi&he & dato di posizione;

- per la proposizione XXIX, la retta per il purgerpendicolare aélB € data di posizione;

- per la proposizione XXV, il punt@, in quanto intersezione di due rette date di pos& e
anch’esso dato di posizione;

- per definizione, il segmentBF, in quanto raggio del cerchio dato di grandegka &€ dato di
grandezza;
per la proposizione XXVI, essendo i puRtiD e G, dati di posizione, i segmerfiG e DG sono
dati di posizione e grandezza.
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avrete CH=CD-FG=x-c , e CF =CH +FH =x¥-2cx+¢é+8B ; e
CB =CD + DB = %+ &. CosiCB, oweroCE =+/ 2 + & . A CE sommateEF, e avrete,
CF=d+JxX+2a, il cui quadrato éd? +2dya + ¥+ @+ X, Eguagliate questo valore
di CFa quello che & gia stato trovato, ciod?a- 2cx+ ¢+ I, e togliendox? che si trova

nei due membri, il resto sar@?+al+2dV X+ &= ¢+ B-2c. Trasportate nel
secondo membro, con segno oppost@a’+d® , e [lequazione diverra
2dy/a? + ¥ = ¢+ - &- -2 ©. Ponete, per abbreviaré + > - d?- &2=2 ¢ e
'equazione sara ridotta adm =2g - 2cx, ovvero, dividendo tutto per 2, a
dv/a + » = ¢?— cx, che quadrando ciascun membro d%&®+ d*@= ¢'-2 o é %
~g’c+yg' - d'@+ Fd¢

d?-¢? '
Noto in tal modax, ovveroDC, dividete il segment@dB in due parti uguali nel puntd, e

-g°c+ d\/g“— ad+ &¢
dZ_CZ !

dal centroC, con la distanz&A o CB, descrivete il cerchidBE, e esso tocchera il cerchio

Risolta, questa equazione d&

poi

da questo punto elevate &B una perpendicolar®C =

EK, e passera per i puitie B.

269 Nella configurazione considerata, d?-c?=GK , a’=DB’ e
b’ =HF =DG =(DB+ BK+ KG’> DB+ GK = 4+ d- &, pertanto2g’ =c*+’— d’~ & & una
guantita positiva.
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5.20Problema XLVI

Descrivere un cerchio che passi per un punto datchi un cerchio dato, e una retta data

di posizione.

o o o ) o o 0 0 0 0 ) 0 o e o 0 o ) ) o o ) ) o ) ) ) e ) £ 2 ) 1 0 ) 1 ) e e 1 e e e e e e e e e

-]
=z

Siano, il cerchio cercatBD, il suo centrdC, il punto per il quale deve passd@egla retta
che deve toccardD, il punto di contatto con questa refia il cerchio che esso deve
toccareGEM, il centro di questo ultimo cerchig, e il punto di contatto dei due cerdhi
Unite con dei segmenti i purd@ , B; C, D; C, F; la rettaCD sara perpendicolareAD, e
CF tagliera i due cerchi nel punto di contatoEstendet€D fino al puntoQ, in modo da
avere DQ = EF, conducete dal punt® la parallelaQN a AD. Infine dai puntiB e F
abbassate le perpendicolBd, FN, suAD e QN, e dal puntdC abbassate le perpendicolari
CK, CL su AB e FN. Essendo le lineeBC, CD e AK, uguali, si ha pure,

BK = BA- AK= BA- BC, CosiBK’ = BA -2BAx BG+ BC. Se si sottraeBK, ovvero
il suo valore, daBC , & chiaro che il resto sara il valore @K , di conseguenza,

BC - BK’, oweroBC - BA +2 BAx BG- BC= CK, ovvero2BAx BC—- BA = CK.
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Si trovera allo stesso modo ché x (2FC— FN)= CL 2°. Dalla prima di queste due
— —_—2
L . CK CL N
equazioni si ottlene,ZBC=E+ AB, e dalla secondaZFC:m+ FN . Cosi

chiamanddAB, a; CK, y; FN, b; KL, c*’%; eCL, ¢~ y, le nostre due equazioni diventeranno

2 2 2 _
rispettivamente 2BC =Y. a, ovveroBC :y_+£ a, eFC :er_l b. Se si
a 2a 2 2b 2
2 —
sottraeBC daFC, il resto sara,FE = % +%b—?y; ——;a. Ora se si chiamar®,

H e M i punti in cuiFN taglia la rettaAD prolungata e il cerchiGEM; e si estendelG in
modo cheHR = AB, allora (poichéHN = DQ= EF = GF) si ha,HN = GF, e sommando

a ciascun membroFH, si avra, FN=GH . Cosi AB-FN= HR- GH= GF; e

AB—- FN+2EF= a- b+ 2 EF= RV, e%a—%m FE:—; RM. Ora noi abbiamo trovato

2—
¢’ —2cy+ y2+_1b__y2

piu su, EF =
2b 2

1 oo . .
——2a; sostituiamo adEF il suo valore nell’equazione

270 pojché CF = CE+ EF= CD+ EF= CD+ DQ= CG= LN, e LF=LN-FN=CF-FN, si ha che
CL'=CF -LF =CF —(CF- FN>= CF - CF- FN'+2 C/ FNe- FN+2 CKk FN- FM (2 FG
~FN)

21 e posizioni fatte sono in accordo coDATI di Euclide, in quanto, la conoscenza della lunghedei
segmentiAB, FN e KL & deducibile dai dati del problema, mediante [&ndgoni e le proposizioni ivi
presenti. Piu precisamente,
- per la proposizione XXIX, la retta per il punto d& perpendicolare alla retta dai®, € data di
posizione;
- per la proposizione XXV, si deduce che il pu#pin quanto intersezione di due rette date di
posizione & anch’esso dato di posizione;
- per la proposizione XXVI, il segmento che unigceB € dato di posizione e grandezza,
- poiché KL = AH e per definizione, il puntB, in quanto centro del cerchio dato di posizi&he
€ dato di posizione, per la proposizione XXIX, édta per il puntd= perpendicolare adD ¢ data
di posizione;
- per la proposizione XXV, il puntdd, in quanto intersezione di due rette date di pose €
anch’esso dato di posizione;
- per la proposizione XXVI, essendo i puitie H, dati di posizione, il segmentdH e dato di
posizione e grandezza;
- la grandezza dFN & nota perchéFN = FH + HN = FH+ DQ= FH+ EF e per definizione, il

segmentdEF, in quanto raggio del cerchio dato di grande2EM, € dato di grandezza;
per la proposizione XXVI, essendo i puftie H, dati di posizione, il segmenteH & dato di
posizione e grandezza.
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2_
ﬂ—%. Chiamate RM, d, e avrete

precedente, essa diverr%cRM=
2 2

2_
d:$+—§ . Moltiplicate tutto per a e b, e diverra

abd= ac -2 acy+ ay— b§; che scriverete cosia-b)y —-2acy- abd- at=0, che

2acy _ abd- at

. Risolta, questa equazione da
a-b a-b

dividendo tutto pera-Db, diviene, y* -

_ac  Ja&bd- aB d+ abt
y=—% :
a-b a-b

a—-b:a:c: f,siavra,y’ = fe- fc+2 fy, ovweroy= f +./ f?+ fe— fc.

Noti y, ovveroKC o AD, riportate daA versoD una quantitdAD = f +,/ f*> + fe— fc; dal

Se, per abbreviare, si € posto;b::d:e, e

-2
puntoD elevate la perpendicolai@C = BC=%+% AB, e dal puntaC, come centro,
conCB o CD, come raggio, descrivete il cerclB®DE, e esso passera per il punto dato
tocchera la rettAD in D, e il cerchiocGEM in E.

Con laiuto di questo problema, sarebbe facilelviesme un altro in cui si tratterebbe di
descrivere un cerchio che tocchi altri due cereti, @ una retta data di posizione. In effetti,

siano i due cerchi datT, SV, i loro centriB, F; e la retta data di posiziof.
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Dal centroF, e con raggio uguale BS- BR, descrivete il cerchiceM. Dal puntoB
conducete la perpendicoldPd alla rettaPQ, che prolungherete vergg in modo da avere
PA= BR. Dal puntoA conduceteAH parallelamente #Q?"2. Ora descrivete, con il
problema precedente, un cerchio che, passi pemiod, tocchi la rettaAH, e il cerchio
EM. SiaC il centro del cerchio che abbiamo descritto; tiaecla rettaBC che incontrera
TRin R, e dallo stesso centf® con un raggio uguale @R, descrivete il cerchi®S che

toccherd i cerchRT, SV, e la rettaPQ, come & evidente dalla costruzidfie

272 sepbene il puntdd esista solamente se il cerchio di cerffr@ la rettaPQ non sono esterni, la sua
presenza nella costruzione & dovuta alla solalptssdi chiamareAH la retta peA parallela &PQ.

273 per rendersi conto della veridicita dell'affermamp & sufficiente osservare che il cerchio di eefitr
passante peR, € tangente ad ambedue i cerchi dati, in quaatdjstanza del suo cent@dai centri di tali
cerchi, & pari alla somma dei rispettivi raggi.ltrey essendo il cerchio di cent@passante peB, tangente
alla rettaAH, dettoG il punto di contatto, si ha chHeG, in quanto raggio passante per il punto di comjfatt
perpendicolare adH e quindi anche alla sua parall€l®. Infine, dettoU il punto di intersezione dCG con
PQ, essenddCU = CG- UG= CB- BR= CI, si ha che il cerchio di cent®passante pdR, passa anche per
U, ed é tangente alla re®& perché il raggicCU é perpendicolare RQ.
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5.21Problema LVII

Se un angolo dato CAD non ha che la facolta di rgirattorno al punto A dato di

posizione; e I'angolo dato CBD non abbia pure clmenoovimento possibile di rotazione
attorno al punto B dato di posizione; e se i dug@nruotano in effetti secondo questa
legge, supponendo inoltre, che i lati AD, BD silitagysempre in una linea retta EF data di
posizione, determinare la curva che descriveradribre intersezione C degli altri due lati
AC, BC.

e

ProlungateCA fino ad, al fine di avereAd = AD; prolungate ugualmentB fino a 4, al
fine di avereBD = BJ; fate 'angoloAde uguale all'angolcADE, e 'angoloBo f uguale
all'angolo BDF, e prolungate da una parte e dall’altra il segmé, finché esso incontri
deine e df inf; prolungate puredfino aG, al fine di averedG=0f. E dal puntaC
conduceteCH parallelamente ad e CK parallelamente @f . E se si sa che le line&, fo

rimangono immobili mentre gli angoLAD, CBD ruotano secondo il luogo prescritto,

attorno ai poliA e B, si avra sempreG=0Jf, e il triangoloCKH sara dato di spedé.

Posto dunqueAe=a, eG=h, Bf=c, AB=m, BK=x, e CK=y , diverra

BK:CK:: Bf:d f. Dunquedf =Y - 4G. sottraete guesta quantita @&, il resto sara,
X

ed=b-2 . Poiché il triangoloCHK & dato di specie, fat€€K:CH: d: e, e
X

2" paragrafo 5.17, nota 26Bhe Mathematical Papers of Isaac Newtwl. V, p. 305, nota 409.
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CH:HK:e: f, e avreteCH =%’, e HK =ny. Di conseguenzaAH = m- x—%y. Si ha

inoltre, AH: HC:: Ae: ec, ossiam- x—%y:%/:: a b—iy. Cosi, facendo il prodotto
X

degli estremi e quello dei medi, si a\mb—%/— bx+ cy—ﬂy+c—f§ S Moltiplicate

d dx
+dc
tutti i termini perdx, poi ordinate, e diverrdcy’ —ae| yx- dcmy bdx bdmx0. Da cui
—bf

segue che, le due incognitee y non si elevano al di la di due dimensioni, la euche
: : R . . e+ bf- dc
descrive il puntoC & una sezione conica. Ponefe—:Zp , € avrete
c

yZ:%D(y+dTmDy+%jD>€—%me. E se si risolve questa equazione per avere il

. Da cui si

- . _px dm, [ X bdx pdmx bdmx *d7
valore di y, essa dargg=—+—= —+ + = L.
f o 2f f fc f fc  4f

N bd | L . R
conclude che la curva € un |perbole,—?e e positivo, ovvero se, essendo negativo, esso €
c
. . p? bd : 2 .
minore dI?. Essa sara una parabola,—fse € negativo e uguale%; un cerchio o una
o

2
ellisse, sebf—d & negativo, e maggiore %275.
c

2’5 The Mathematical Papers of Isaac Newtwnl. V, p. 306, nota 410.
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5.22Problema LX?7®

Descrivere una sezione conica che passi per quatirdi dati, e che in uno di questi punti

tocchi una linea retta data di posizione.

SianoA, B, C, D, i quattro punti dati &AE la retta data di posizione, che deve toccare la
sezione conica nel pun Unite due qualunque dei quattro punti, per eserbpe C, ed
estendete il segmenRC, se € necessario, finché esso incontk ia linea tangente. Per il
punto B, conducete la paralleBF a DC, che incontrera la linea tangenteRnPoi per il
puntoD, conducete una paralleldl ad AE, che incontrer®F in |. Sui segmentBF, DI,

estesi se & necessario, prendig®eHI di una lunghezza tale, che abbiate la proporzione
AE : CEx ED: AF: BFx FG: Dk IH: Bl IG,
e i puntiG e H staranno, come si sa, sulla sezione céficpurché voi prendiateG, IH

dal lato opportuno, in rapporto ai due puRte I, come é stato insegnato nel problema
precedent&® Dividete in due parti uguali i segmeBG, DC, DH in K, L, M; tracciateKL,

2’8 Dj tale problema Newton presenta anche una rismhezianalitica Arithmétique UniverselleTomo I,
pp. 248, 249.

27 Arithmétique UniverselleTomo |1, nota 66, p. 180.

278 Arithmétique UniverselleTomo |, pp. 242 - 243.
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MA che si tagliano i©Q; e O sara il centroA, il vertice, eMH l'ordinata del diametr@O.

Essendo note tutte queste cose, la sezione codeggninata.
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5.23Problema LXFP"™

Descrivere una sezione conica che passi per trdi glati, e che, in due di questi punti,

tocchi due rette date di posizione.

Siano questi punti dathA, B, C; le tangenti nei puntA e B, AD e BD; infine D,
I'intersezione comune delle due tangenti. Dividé® in due parti uguali nel puntg,
tracciateDE che estenderete finché esso incontif ita rettaCF, condotta parallelamente
ad AB, avreteDF come diametro della curva, A&E e CF saranno le ordinate a questo
diametro. EstendeteF fino al puntoO, e suDO prendeteéDV medio proporzionale tfA0O

e EO. Fate allo stesso tempo questa proporzione
AE :CF i VEx(VO+ OB: VK( VG OF.
Il puntoV sara il vertice della curva, e il purbsara il centro. Noti questi punti, la figura e

determinata.

Adesso VE = VO- OE, e di conseguenza

29 Dj tale problema Newton presenta anche una rigmlezanalitica.Arithmétique UniverselleTomo |,
pp. 249 — 251.
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VE(VO+ OB =(VO- Ofx( V@& Of= VO- Ot
Inoltre, poichév/O é medio proporzionale tia0 e EO, si avra
AE :VO = DOx EC;
di conseguenza
VO - OF = DOx OE- OE= Of DG OF= OE D.
Con lo stesso ragionamento si trovera
VF(VO+ OF)=VO - OF = DOx OE OF;
di conseguenza si ha
AE :CF :: DEx EO. DOx OE- OF.
Inoltre,
OF =EO -2FEx EO+ FE.
Cosi
DOxOE-OF = DOx OE- OE+2 F&x EG FE= DE E®2 FE EO F
e allora
AE :CF :: DEx EO. DEx EOr2 FEx EG FE: DE DE?2 FEFE—'i.

—’)
. s FE | .
Cosi la quan'utaDE+2FE—E—O e nota; sottraetela dalla quantita ugualmente nota

— —_—2
DE+2FE, e rester%, quantitd nota; chiamateld, e avrete,%:EO. Cosi

conosceret&O, la quale fara conoscew, medio proporzionale ti20 e EO.
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Conclusioni

Come ho gia accennato nell'Introduzione, un'immagstatica non offre che la possibilita
di analizzare solo un numero finito di casi, lasda poco spazio allintuizione, che al
contrario € sviluppata da un’immagine dinamicaguanto permette di fare congetture e di
verificarle.

Dal punto di vista costruttivo, la principale ddfilta incontrata nel raggiungere I'obiettivo
costituito dalla realizzazione di un disegno inttera, € rappresentata proprio dalla
molteplicita di casi da considerare, ognuno deligiaaluogo a una sotto-costruzione, che &
necessario invalidare non appena gli oggetti ctesveangono nel disegno vengono disposti
in una configurazione in cui le soluzioni cui egsaluogo non soddisfano le condizioni del
problema.

In alcuni disegni, la presenza di piu sottocostmizé evidenziata solo dal diverso colore in
cui appaiono gli oggetti che rappresentano le smhizdel problema, al variare della
posizione degli oggetti che costituiscono i daiziadi. Pertanto, il fatto che per ottenere
un'immagine che non tradisce la presenza di divessito-costruzioni, sia sufficiente
cambiare il colore degli oggetti che costituiscém@oluzioni, pensando ai disegni in cui il
numero di casi distinti, e il numero di soluziomirgiascun caso, € elevato, mi ha dato la

soddisfazione di aver raggiunto lo scopo prefissato
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Per dare la possibilita di visionare le immaginenattive realizzate, ho allegato alla tesi un
CD — Rom in cui sono raccolte tutte le figure. Bl thomento che per poterle visionare e
necessario disporre d€lABRI I, ho riprodotto alcune di esse in modo interattbam
l'utilizzo di Cabri-Java, per dare modo di ossameata dinamicita e le possibilita di
manipolazione, pur senza essere in possesso diofeare.

In particolare, ad ogni problema trattato ho dddicana pagina, in cui € presente
I'enunciato del problema, seguito da una copiadtedgno, o da un applet ad esso relativo,
alla cui sinistra e situato un tasto che permettgdre le figure ICABRI con un semplice

clic del mouse.

Costrugione di una versione interattiva dei
“problemi” dell’ Arithmetica Universalis di Isaac
Newton: alcuni esempi

Home page
Capitali
ki Problema XXI

Mappa del CD
Determinare un punto C sulle retta DF, e che, se da questo punio si conducono
dize segmenti AC e BC, per due punti dati A ¢ B, la differenza di guesti dne
segmenti sic ugnale ad wna nea date.

a s
IAC-BCI
Aprifile CABRI

Spostando il punto L lungo la
semiretta QL. si puo variare
la differenza di ACe BC,
inoltre i punti A e B sono
mobili. e larettar pud
ruotare attorno al punto 7. o
essere traslata spostando lo
stesso punto.

Cepiiolo T Cupitola I Cupitolo TIT Ceitolo TV
[
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