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Prefazione

L’importanza dei concetti di disequazione variazionale e quasi-variazionale, e della relativa
teoria, ¢ ben nota e documentata nella letteratura scientifica. Cio ¢ dovuto essenzialmen-
te alla grande quantita di loro applicazioni a svariati campi della matematica, quali, ad
esempio, la teoria dei controlli, la meccanica, i problemi di complementarita, la teoria
delle reti, la teoria dei giochi, ecc. In particolare, la teoria delle disequazioni variazionali
ha fornito un forte stimolo per lo sviluppo di modelli e metodologie avanzate nel campo
finanziario. Un problema di equilibrio finanziario, infatti, puo essere descritto mediante
una formulazione variazionale che caratterizza il problema stesso. In tal modo & possibile
studiare il problema tenendo conto delle notevoli proprieta delle disequazioni variaziona-
li, che permettono di dimostrare teoremi di esistenza, unicita e calcolo delle soluzioni.
La disequazione variazionale che rappresenta un modello finanziario si ottiene prenden-
do in considerazione le condizioni di equilibrio relative al modello stesso. In particolare,
in un’economia finanziaria costituita da m settori, per esempio banche, imprese, istituti
finanziari, ed altri istituti finanziari, inclusi i governi statali e locali, indichiamo con 7 il
generico settore, ed n strumenti finanziari, per esempio mutui, fondi comuni di investi-
mento, depositi a risparmio, fondi di mercato monetario, ecc, indichiamo con j il generico
strumento finanziario. Per ogni stettore ¢ la distribuzione ottimale di equilibrio degli stru-
menti, sia come attivi che come passivi, si ottiene massimizzando il valore degli attivi e
minimizzando il valore dei passivi, tenendo conto dell’influenza causata dall’avversione al
rischio che, analiticamente, e rappresentata dalla cosidetta funzione di utilita. L utilita di
ciascun settore puo essere definita come una funzione che rappresenta una previsione del
valore del portafoglio, sia come attivita che come passivita. Il valore atteso del portafoglio
puo essere ben descritto da due caratteristiche: il valore medio atteso e l'incertezza da cui
dipende tale valore. Con tali premesse, dunque, il valore atteso del portafoglio si suppone
essere uguale al valore del portafoglio valutato nel periodo attuale. Invece, 'incertezza
relativa ad ogni settore, ovvero la valutazione al rischio rispetto al valore atteso del porta-
foglio, si basa sulla matrice Q' di varianza-covarianza che denota la valutazione del settore
rispetto alla deviazione standard dei prezzi per ogni strumento. Quindi, se indichiamo con
x;; € y;; rispettivamente gli attivi e i passivi del settore 7 relativamente allo strumento j,
ne segue che un classico esempio di funzione di utilita ¢ dato dall funzione di Markowitz,
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ovvero dalla funzione:

HEIH

In particolare, ogni settore ¢ cerchera di ottimizzare la composizione attuale degli stru-
menti come attivi e come passivi, in modo da minimizzare il rischio, cioé minimizzare la
funzione e, allo stesso tempo, massimizzare i valori delle attivita e minimizzare i valori
delle passivita.

I primi autori che svilupparono un modello di equilibrio finanziario con multi-settori e
multi-strumenti utilizzando la teoria delle disequzioni variazionali furono Nagurney, Dong
e Hughes ([60]). Questi risultati sono stati, successivamente, ampliati dalla stessa Nagur-
ney in [61] e [62] introducendo funzioni piu generali di utilita. In [34], gli autori utilizzano
per la prima volta la metodologia dei sistemi dinamici priettati per sviluppare un modello
finanziario a piu strati, il cui insieme di punti stazionari coincide con I'insieme delle solu-
zioni della disequazione variazionale sviluppata in [61]. Recentemente in [4], [16], [17],[18],
[27] sono stati studiati modelli pit generali, che introducono la dipendenza dei dati dal
tempo considerandoli in un intervallo di tempo [0, 7. In particolare, osserviamo che nel-
'articolo di Daniele [19] la dinamicita & studiata per mezzo di disequazioni variazionali di
evoluzione e queste sono piu che altro infinito che finito dimensionali ed, inoltre, la matrice
di varianza-covarianza e i volumi finanziari sono adesso dipendenti dal tempo. Gli articoli
di Daniele e Maugeri [30] e Daniele, Maugeri e Oettli [31] affrontano delle applicazioni
relative ai problemi di equilibrio finanziario dipendenti dal tempo usando, per la prima
volta, 1’approccio presente in [19]. Atre informazioni utili e rilevanti relative i problemi
finanziari e le disequazioni variazionali sono presenti in [33] e [75]. Nel momento in cui si
e generalizzato il modello finanziario introducendo la dipendenza dal tempo, si € conside-
rata una funzione di utilita dipendente dal tempo e generica u;(t, x;(t),v:(t)) ([4], [6], [7],
8], [18], [27], [26]). Nella mia tesi, invece di utilizzare una funzione di utilita generica,
considero una funzione di utilita che non dipende solo dalla funzione di utilita introdotta
da Markowitz, ma dipende anche da un termine di memoria, che esprime 'influenza delle
precedenti soluzioni di equilibrio finanziario nell’equilibrio attuale. Cerchiamo di chiarire
meglio 'importanza dell’introduzione del termine di memoria (per maggiori dettagli vedi
[67]). E stato per primo Boltzmann ([10]) che, studiando la teoria di un corpo elastico, ha
dato una prima formulazione matematica ai fenomeni ereditari. Piu tardi, Volterra ([76])
diede il suo contributo alla teoria dell’elasticita, con 'introduzione di alcuni coefficien-
ti ereditari in forma di termini integrali nelle equazioni costitutive di un corpo elastico
con memoria. Da quel momento in poi, sono stati studiati notevoli applicazioni in di-
versi campi, quali ’economia, la meccanica e I'ingegneria. Nel nostro caso, si introduce
il termine integrale di memoria nella rete finanziaria, giungendo ad un raffinamento del
modello. Infatti, includiamo esplicitamente il contributo di flussi dal tempo iniziale al
tempo di osservazione t, che causa la presenza del termine memoria. Quindi, siamo in
grado di analizzare come la soluzione di equilibrio attuale ¢ influenzata da quella prece-
dente. Questo e uno dei motivi per cui consideriamo un modello che evolve nel tempo.
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Un altro fondamentale aspetto del mio lavoro € che 'ammontare degli investimenti come
attivi e come passivi si assumono dipendenti della soluzione prevista, cioe si assume che
i vincoli siano flessibili e adattivi. Questo obiettivo e raggiunto proprio supponendo che i
vincoli di uguaglianza dipendano dalla soluzione attesa in modo medio. Si sceglie di fare
tale supposizione allo scopo di prendere in considerazione il fatto che, quando si sceglie un
investimento, si tiene conto delle previsioni di mercato. Tale situazione e molto realisti-
ca visto che nessuno investe senza avere un’idea del comportamento futuro del mercato.
Poiche il nostro modello evolve nel tempo, certamente gli investitori non possono avere
una valutazione istante per istante, ma una valutazione in media. Pertanto, si evince
che imporre una dipendenza dal valore medio non e un requisito “ad hoc”, ma quello
che accade nella vita reale. In questo modo prendiamo in considerazione I'influenza, per
mezzo del valore in media, della distribuzione di equilibrio attesa per gli attivi ed i passivi
sugli investimenti relativi a tutti gli strumenti finanziari. Nella letteratura questo genere
di vincoli sono chiamati “vincoli adattivi o elastici”. Il modello finanziario puo anche
includere I'intervento politico in forma di imposizioni di prezzo massimo di mercato e di
tasse. Inoltre, e possibile anche includere i costi di gestione direttamente nella funzio-
ne obiettivo di ogni settore. Con tutte queste premesse si giunge ad una formulazione
quasi-variazionale del problema di equilibrio finanziario. Lo scopo della tesi € provare un
teorema di esistenza per la disequazione quasi-variazionale relativa alla funzione di utilita
di Markowittz con il termine di memoria. Inoltre, viene presentata la teoria della dualita
applicata al nostro problema, con lo scopo di introdurre un indice di valutazione E(t), che
& molto utile per le procedure di valutazione finanziarie di mercato, e le variabili deficit
e surplus. Illustriamo, poi, il risultato ottenuto e l'indice E(t) attraverso esempi nume-
rici di mercati finanziari con termine di memoria e insieme dei vincoli adattivi. Inoltre,
effettuiamo un paragone tra un modello finanziario con memoria ed uno senza memoria
e scopriremo che il secondo € una prima approssimazione del primo. Infatti la differenza
delle soluzioni ¢ data dal termine d = ¢ - [e™" — (1 — t)]. Certamente molti dei fenomeni
esaminati sono affetti da un’incertezza intrinseca. Il modello studiato ¢ deterministico
e puo essere esteso ad un modello finanziario stocastico dove 1'uso della variabile tempo
puo essere sostituita da una variabile random. Qualche autore ha gia presentato articoli
in questo campo ([23], [24], [41]).

Concludiamo 'introduzione descrivendo la struttura della tesi. Nel Capitolo 1 richiamia-
mo la teoria delle disequazioni variazionali e quasi-variazionali ed, in particolare, i risultati
relativi all’esistenza della soluzione, introduciamo la teoria della dualita infinito dimen-
sionale e descriviamo il metodo diretto. Nel Capitolo 2 presentiamo il generico problema
dell’equilibrio finanziario fornendo la formulazione variazionale e i risultati di esistenza e
dualita. Nel Capitolo 3 introduciamo il problema dell’equilibrio finanziario con termine
di memoria e vincoli elastici, di cui otteniamo la disquazione quasi-variazionale che ca-
ratterizza il modello e, soprattutto, un teorema che garantisce I'esistenza della soluzione;
inoltre applichiamo la teoria infinito dimensionale al modello considerato. Nel Capitolo
4 utilizziamo i risultati ottenuti applicandoli ad un caso concreto, ovvero, tramite degli
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esempi, studiati computazionalmente, si osserva che il modello senza termine di memoria
e una prima approssimazione del modello con termine di memoria. Dedichiamo, infine,
I'ultimo capitolo dell tesi per trarre le nostre conclusioni e osservazioni finali.

v



Capitolo 1

Concetti e risultati preliminari

1.1 Disequazioni variazionali

Sia E uno spazio riflessivo di Banach sui reali, sia K C E un insieme non vuoto, chiuso e
convesso, sia A : K — E* una mappa sullo spazio duale E* dotato della topologia debole*.

Definizione 1.1.1. Si definisce disequazione variazionale definita da K ed A il problema
di trovare un punto u € K tale che

(Au,v —u) >0, Vv ek, (1.1.1)

dove (-, ) denota la mappa di dualita tra E* ed E.

O

Esistono due approcci che ci forniscono dei risultati relativi all’esistenza delle soluzioni
per una disequazione variazionale, cioe ’approccio con I'ipotesi di monotonia e ’approccio
senza l'ipotesi di monotonia.

1.1.1 Approccio senza ipotesi di monotonia

Nei teoremi di esistenza presenti in letteratura sono richiesti diversi tipi di ipotesi re-
lative la continuita. Nel 1968 H.Brezis ([11] e anche [12], [13]) introdusse una sorta di
semicontinuita inferiore che chiamo “pseudomonotonia”. La seguente definizione specifi-
ca il significato di pseudomonotonia rispetto alla topologia debole dello spazio di Banach
riflessivo.

Definizione 1.1.2. Un funzione A : K — E* ¢ detta pseudomonotona nel senso di Brezis
(B-pseudomonotona) se e solo se



CAPITOLO 1. CONCETTTI E RISULTATI PRELIMINARI

1. Per ogni successione debolmente convergente ad u (cioe u, — u) in K e tale che
lim sup,, (Au,, u, — u) < 0 risulta che:

liminf (Au,, u, —v) > (Au,u —v), YoveK

n

2. Per ogni v € K la funzione u — (Au,u — v) ¢ limitata inferiormente su un sottoin-
sieme limitato di K.

O

Un altro tipo di semicontinuita inferiore & I’ hemicontinuita nel senso di Ky Fan ([36],
[37], [38]), che chiamiamo F-hemicontinuita per evitare confusione con un altro concetto
che introdurremo nel seguito.

Definizione 1.1.3. Un funzione A : K — E* e detta F-hemicontinua se e solo se per
ogni v € K la funzione u — (Au,u — v) ¢ debolmente semicontinua inferiormente su K.

O

Ricordiamo, inoltre, anche le seguenti definizioni di continuita, che saranno utilizzate
insieme ad alcune ipotesi di monotonia.

Definizione 1.1.4. Un funzione A : K — E* ¢ detta hemicontinua lungo i segmenti se e
solo la funzione
t— (A(tu+ (1 —t)v),w), tel0,1]

¢ continua per ogni u, v, w € K.

O

Definizione 1.1.5. Un funzione A : K — E* e detta hemicontinua inferiormente lungo
i segmenti (vedi [31]) se e solo la funzione

Er— (AL, u—v)
¢ inferiormente semicontinua per ogni u,v € K sul segmento [u, v].
O

Nel caso finito dimensionale, & noto il seguente risultato di P. Hartmann e G. Stam-

pacchia (vedi [46], [72]):

Teorema 1.1.1. Supponiamo che dimE < 400 e che K sia convesso e compatto. Sia
A K — E* una funzione continua. Allora la disequazione variazionale (1.1.1) ammette
soluzions.
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O

I teoremi di esistenza nel caso infinito dimensionale con K debolmente compatto sono
i seguenti:

Teorema 1.1.2. Supponiamo che K sia un sottoinsieme di E non vuoto, convesso e
debolmente compatto. Sia A : K — E* una funzione B-pseudomonotona. Allora la
disequazione variazionale (1.1.1) ammette soluzioni (vedi [11]).

O

Teorema 1.1.3. Supponiamo che K sia un sottoinsieme di E non vuoto, convesso e de-
bolmente compatto. Sia A : K — E* una funzione F-hemicontinua. Allora la disequazione
variazionale (1.1.1) ammette soluzioni (vedi [36], [37], [38]).

O

Osserviamo che il Teorema 1.1.1 € una generalizzazione del Teorema 1.1.2 nel caso in
cui dim E < +o0o. Infatti, una funzione continua A : K — FE & anche B-pseudomonotona
ed F-hemicontinua ma il viceversa, in generale, non vale, come mostra il seguente esempio.

Esempio 1.1.1. Fissiamo a > 1 e consideriamo la funzione definita nell’intervallo [0, 1]
come segue:
—1/x+a, z€]l/2a,1]
flx)=<¢ —a, z €]0,1/2a]
a, z=0

f(z) & F-hemicontinua su [0, 1], ma non & continua. Il punto zo = 1/a & soluzione della
disequazione variazionale corrispondente alla funzione f e all’intervallo [0, 1].

Un confronto tra la B-pseudomonotonia e la F-hemicontinuita ¢ dato dalla seguente
proposizione.

Proposizione 1.1.1. Sia A : K — E* un funzione F-hemicontinua, con K sottoinsieme
di E chiuso e convesso. Allora A é B-paseudomonotona.

O

Consideriamo, adesso, le disequazioni variazionali relative solamente al sottoinsieme
chiuso e convesso K di E. I teoremi di esistenze relativi alla B-paseudomonotonia e alla
F-hemicontinuita sono i seguenti.

Teorema 1.1.4. Sia A : K — E* una funzione B-paseudomonotona e sia K non vuoto,

chiuso e convesso. Inoltre, supponiamo che esiste un punto uy € K tale che

= 400 1.1.2
[[ul|— 00, uek ||| ( )

allora la (1.1.1) ammette soluzioni ([11]).

3
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O

Teorema 1.1.5. Sia A : K — E* una funzione F-hemicontinua e sia K non vuoto, chiuso
e convesso. Inoltre, supponiamo che A soddisfi la sequente condizione:

H1) Esiste Ky C K non vuoto e debolmente compatto e Ky C K compatto, tali che per
ogni v € K\ Ky esiste w € Ky tale che

(Av,v —w) >0

allora la (1.1.1) ammette soluzioni ([36], [38]).
0

E possibile confrontare l'ipotesi (1.1.2) del Teorema 1.1.4 con l'ipotesi H1) del Teorema
1.1.5. In particolare, vale la seguente proposizione.

Proposizione 1.1.2. La condizione (1.1.2) implica l'ipotesi H1).
[

Possiamo fornire una variante del teorema 1.1.4 e del teorema 1.1.5 in cui la condizione
(1.1.2) e l'ipotesi H1) sono sostituite dalla seguente condizione:

H2) Esiste up € K e R > ||ugl| tale che

(Av,v —ug) >0, Yve Kn{ve FE : |v]| =R}.

Abbiamo, quindi, il seguente risultato

Teorema 1.1.6. Sia A : K — E* una funzione B-pseudomonotona o F-hemicontinua e
sia KK non vuoto, chiuso e convesso. Supponiamo, inoltre, che sia soddisfatta la condizione
H2), allora la (1.1.1) ammette soluzioni.

O

Osserviamo che la condizione 2. della definizione 1.1.2 di B-pseudomonotonia puo
essere sostituita dalla seguente ipotesi:

2’. A ¢ continua su qualunque sottospazio finito dimensionale.

In particolare, Brezis, Nirenberg e Stampacchia ([14]) provarono il seguente Teorema.

4
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Teorema 1.1.7. Sia A : K — E* una funzione che verifichi le condizioni 1. e 2°. di
B-pseudomonotonia e sia K non vuoto, chiuso e convesso. Supponiamo, inoltre, che esiste
un sottoinsieme compatto L di K ed ug € L tale che

(Av,v —up) >0, Voe K\ L

allora la (1.1.1) ammette soluzioni.

Il seguente risultato ¢ stato ottenuto da Ricceri (vedi [64]):

Teorema 1.1.8. Supponiamo che K sia non vuoto, chiuso e convesso, e che il suo interno
relativo sia non vuoto. Supponiamo che A : K — E* sia una funzione debolmente conti-
nua*. Inoltre, siano Ky, Ky due sottoinsiemi di K non vuoti e compatti, con Ky C K; e
Ky finito dimensionale, tale che per ogni v € K\ K; esiste un w € Ky tale che

(Av,v —w) >0
allora la (1.1.1) ammette soluzioni.
U

Nel precedente Teorema la funzione A si suppone essere debolmente continua* e si
richiede che l'interno relativo di K sia non vuoto. Queste ipotesi non possono essere
rimosse come mostra un controesempio in [39] (vedi anche [73]). Tuttavia, in molte
disequazioni variazionali infinito dimensionali relativi a problemi di equilibrio (vedi per
esempio [22], [25], [29], [32], [42], [47], [48], [49], [56], [64] ) I'interno relativo dell'insieme
dei vincoli K ¢ vuoto, mentre il quasi interno relativo ¢ non vuoto.

1.1.2 Approccio con ipotesi di monotonia

L’approccio con l'ipotesi di monotonia ¢ dovuto ad Hartmann e Stampacchia ([46] e [70])
che provarono il seguente teorema.

Teorema 1.1.9. Sia E uno spazio di Banach riflessivo e sia K un sottoinsieme di E
chiuso e convesso. Sia A : K — E* una funzione monotona e continua su un sottospazio
finito dimensionale di K (alternativamente, sia A : E — E* monotona ed hemicontinua
lungo i segmenti). Allora, condizione necessaria e sufficiente affinché esista una soluzione
perla (1.1.1) é che esista una costante R tale che almeno una soluzione della disequazione
variazionale

ug € Kg, (Aug,v—ug) >0, VveKg

soddisfi la disequazione
|lur| < R.
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OJ
Ricordiamo la definizione di funzione monotona
Definizione 1.1.6. Una funzione A : K — E* ¢ detta monotona se
(Au— Av,u —v) >0, Yu,vek (1.1.3)
O

Il motivo per cui nel Teorema 1.1.9 si richiedono le ipotesi che la funzione A : K — E*
sia monotona e continua su un sottospazio finito dimensionale di K o ,alternativamente,
che A : E — FE* sia monotona ed hemicontinua lungo i segmenti, riflette anche qui, il
fatto che quando A e definita su tutto lo spazio F, se essa € monotona ed hemicontinua
lungo i segmenti, essa e anche continua su un sottospazio finito dimensionale di K. 11
ruolo dell’ipotesi di monotonia & che, da

(Au,v —u) < (Av,v —u) Yu,veK

e possibile ottenere il Lemma di Minty se A e hemicontinua lungo i segmenti su K e se
v, — u in K, allora
0 < liminf (Av,,v, —u), VueK.
n

E sorprendente come Brezis, Nirenberg e Stampacchia furono i primi a notare che nel
Teorema 1.1.9, invece della monotonia di A ¢ sufficiente richiedere che (vedi [14]):

(Au,u —v) < 0 implica (Av,v —u) >0 Vu,v € K.

Allora Karamardian ha considerato un concetto piu generale di monotonia, che e detta
pseudomonotonia, ed ¢ data dalla seguente definizione.

Definizione 1.1.7. Una funzione A : K — E* ¢ detta pseudomonotona nel senso di
Karamardian (K-pseudomonotona) se e solo se per ogni u,v € K

(Av,u —v) >0 = (Au,u—v) > 0.
0J

Gli autori in [50], usando la K-pseudomonotonia, mostrarono il seguente Teorema,
come generalizzazione del Teorema 1.1.9

Teorema 1.1.10. Sia K chiuso e convesso e sia A : K — E* una funzione K-pseudomonotona
che e continua su un sottospazio finito dimensionale di E. Allora le sequenti affermazioni
sono equivalenti:

a) la (1.1.1) ammette soluzions.
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b) la condizione H2) é soddisfatta, cioé esistono ug € K e R > ||ug|| tali che

(Av,v —ug) >0, Yve Kn{ve E : ||v]|] =R}.

c) Esiste un punto ug € K tale che l'insieme
{vekK : (F(v),v—uy <0}
e limitato.
O

Nel Teorema 1.1.10 e richiesto che A sia continua su un sottospazio finito dimensionale
di E contenuto in K e non si considera, invece, 'ipotesi alternativa in cui A ¢ hemicontinua
lungo i segmenti. Questo fatto ¢ dovuto probabilmente alla mancanza di una corrispon-
denza tra l'ipotesi di K-pseudomonotonia ed hemicontinuita lungo i segmenti e I'ipotesi
di continuita su un sottospazio finito dimensionale. D’altra parte, il Lemma di Minty
rimane verificato come mostra il seguente Lemma ([55]).

Lemma 1.1.1. Sia A : K — E* una funzione K-pseudomonotona ed inferiormente he-
micontinua lungo i segmenti. Allora u € K é una soluzione per la (1.1.1) se e solo se u ¢
soluzione della disequazione variazionale di Minty (MVIP)

uekK : (Av,v—u) >0V e K (1.1.4)
0

Tuttavia, il precedente Teorema puo essere generalizzato supponendo che A sia infe-
riormente hemicontinua lungo i segmenti di K, come afferma il seguente risultato.

Teorema 1.1.11. Sia K chiuso e convesso e sia A : K — E* una funzione K-pseudomonotona
ed inferiormente hemicontinua lungo i segmenti. Supponiamo che la condizione H2) sia
soddisfatta, cioé esistono ug € K e R > ||ug|| tali che

(Av,v —ug) >0, YveKn{ve E : ||v]|] =R}.
Allora la (1.1.1) ammette soluzioni.

O

Come conseguenza del precedente Teorema otteniamo un corollario che potrebbe essere
considerato una generalizzazione del Teorema 1.1.9.

Corollario 1.1.1. Se K ¢ chiuso, convesso e limitato ed A ¢ K-pseudomonotona ed
inferiormente hemicontinua lungo i segmenti, allora la (1.1.1) ammette soluzioni.

7
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O

Quindi, il Teorema 1.1.11 generalizza il Teorema 1.1.10 poiche A ¢ inferiormente hemi-
continua lungo i segmenti, invece, nel Teorema 1.1.10 e richiesto che A sia continua su un
sottospazio finito dimensionale di E. D’altra parte una funzione K-pseudomonotona ed
inferiormente hemicontinua in generale non e continua su uno spazion finito dimensionale,
come mostra il seguente esempio.

Esempio 1.1.2. Fissiamo a > 1 e consideriamo la funzione definita nell’intervallo [0, 1]
come segue:
—1/x +a, xz€]l/2a,1]
flz)=4¢ —aq, x € [0,1/2a]
a, r=1

E semplice verificare che f(z) & monotona, la funzione & — (f(€),u — v) & inferiormente
semicontinua per ogni u,v € [0, 1] sul segmento [u, v], ma f(z) non & continua.

O

Per concludere, possiamo osservare che, in letteratura, esistono alcuni risultati che ge-
neralizzano la teoria sulle disequazione variazionali introdotta. In particolare, A. Domokos
e J. Kolumban (vedi [35]) considerarono un approccio per la teoria delle disequazioni va-
riazionali che include disequazioni variazionali definite su spazi di Banach non riflessivi.
Un esempio dei risultati di esistenza ottenuti sotto tali ipotesi e il seguente Teorema.

Teorema 1.1.12. Sia Q2 C R™ un dominio limitato, sia F' : 2 x R — R una funzione
tale che F(-,7) sia misurabile per ogni r € R", F(w,-) sia continua per ogni w € 2,
F(-,7) sia monotona non decrescente per ogni r € R™, F(-,r) € L*(Q) per ogni r € R".
Introduciamo 'operatore di Nemitski definito dalla F', cioeé:

T(f)(w) = F(w, f(w)),

definito da L* a valori in L' continua, limitata e monotona. Sia K C L>® = (L'(Q))*
un’insieme chiuso, convesso e limitato. Consideriamo la sequente disequazione variazio-
nale:

Trovare fy € K tale che

(f — fo T(fo)) = / Fw, fow)) (f(w) — folw))dw > 0, ¥ f € K. (1.15)

Q

Allora la (1.1.5) ammette soluzioni.
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1.2 Disequazioni quasi-variazionali

Nel nostro percorso intendiamo occuparci del problema dell’equilibrio finanziario nel caso
in cui gli investimenti sono elastici o adattivi, cioe dipendono dalla media della soluzione
di equilibrio stimanta. Per questo motivo, dobbiamo introdurre le disequazioni quasi-
variazionali che ben si adattano a descrivere tale problema. Noi useremo il quadro di
riferimento riportato di seguito, mentre per casi pitt generali rimandiamo ai lavori [71] e

[74].

Definizione 1.2.1. Sia V uno spazio di Banach riflessivo il cui duale topologico, accop-
piamento di dualita e la norma sono denotati, rispettivamente, con V!, () e [|-||. Sia
K : V — 2V un’applicazione multivoca. Allora il problema

Trovare x* € K(z*) tale che (F(z*),z —2*) >0 Vo € K(z") (1.2.1)
si chiama disequazione quasi-variazionale.
O

Per poter dare alcuni teoremi di esistenza per una disequazione quasi variazionale, &
conveniente richiamare la definizione di “Convergenza di insiemi nel senso di Mosco.

Definizione 1.2.2. Sia (V,||-||) uno spazio di Hilbert e K C V un insieme non vuoto,
chiuso e convesso. Una successione di sottoinsiemi K,, non vuoti, chiusi e convessi converge
a K nel senso di Mosco (vedi [59]) (in breve K,, — K), se e solo se:

(i) V{xn},cn debolmente convergente ad z, con x,, € K,, per n abbastanza grande, allora
r €K,

(ii) Yz € K esiste una successione {z,} fortemente convergente ad x in V tale che

r, € K,, per n abbastanza grande.

neN

O

Possiamo parlare di convergenza nel senso di Mosco anche nel caso delle multifunzioni;
la definizione diventa allora la seguente ([1]):

Definizione 1.2.3. Sia (V,|-||) uno spazio di Hilbert e K : V — 2" una multifunzione.
Per ogni z € V e {z,}, . debolmente convergente ad x (in breve x,, — x), K(x,) converge
nel senso di Mosco a K(z), se e solo se:

(1) Y{¥n}nen € K(z) debolmente convergente ad y € K(z);

(ii) Yy € K(x) esiste una successione {y,} C K(z,), per n abbastanza grande,

fortemente convergente ad .

neN
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O

Vale, dunque, il seguente recente teorema di esistenza ([1])

Teorema 1.2.1. Sia V' uno spazio di Banach riflessivo. Indichiamo con V', (-,-) e |||
il duale, 'accoppiamento di dualita e la norma di V', rispettivamente. Supponiamo che
siano soddisfatte le sequenti condizioni:

(i) F:V — V' hemicontinua lungo i segmenti e fortemente monotona.

(ii) I limitata e per ogni {Tn},on i V' tale che x, — x e per ogni {Yn},cy i V
debolmente convergente ad y risulta

(F(x),y —x) <liminf (F(x,), yn — Tp) -

n

(iii) Data una multifunzione K : V — 2V a valori non vuoti, chiusi e convessi. Per ogni
{2} }en in V debolmente convergente ad x*, K(x},) converge nel senso di Mosco a

Allora il problema
(F(2*),z —2*) >0, VaxeK(")
ammette almeno una soluzione.

O

Adesso presentiamo un altro Teorema di esistenza collegato con il precedente ma in un
contesto che permette ’applicazione di tale risultato al problema dell’equilibrio finanziario
con vincoli adattivi o elastici.

Diamo alcuni concetti preliminari.

Consideriamo uno spazio di Hilbert L = L*([0, ], R™), dove [0, ], con £ > 0, & I'intervallo di
tempo preso in considerazione. Lo spazio duale di L ¢ denotato con L*. Su L x L*definiamo
la forma canonica bilineare nel seguente modo:

t
(G.a)) = [ (GOt GeLiaeL
0
dove (-, ) indica il prodotto scalare in R™.

Supponiamo che F' : [0,#] x R® — R" soddisfi la seguente condizione:

(C1) F sia misuabile in ¢ per ogni v € R" e continua rispetto a v quasi ovunque in [0, ¢],
ed
36, € L*([0,1]) tale che ||F(t,v)|| < 61(t) + ||v]|.

10
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Sia d : [0,7] x R® — R! tale che sia soddisfatta la seguente condizione:

(C2) d(t,v) sia misuabile in ¢ per ogni v € R™ e continua rispetto a v quasi ovunque in
[0, 1], ed
36, € L*([0,7]) ed 3 ¢ € R tale che

Consideriamo il seguente insieme
E={zxelL : z,t) <z;it) <7(t),q.0in[0,t],i =1,...,n},

con z(t),z(t) € L2([0,7],R") e 0 < z,(t) < T;(t) q.o in [0,],i = 1,...,n. E semplice
verificare che E sia un sottoinsieme di L chiuso, convesso e limitato.
Consideriamo la seguente disequazione quasi-variazionale

((F(t,x"),z —a")) >0, VreK(z"),

dove K : & — 2% & una multifunzione definita come segue

K(g}*) = {,ZC S Z¢]le<t) = dj (ta /t x*(S)d5> ;
i=1 0
g.0in [0,t],¢; € {0,1},i=1,...,n,j=1,...,1}. (1.2.2)

Osserviamo che i vincoli di uguaglianza dipendono dalla soluzione considerata in media.
Infatti, in un quadro evolutivo, considerare la soluzione non istante per istante, ma in
media rispetto all’intervallo di tempo, ¢ piu ragionevole e realistico. Inoltre, i vincoli
sono ben definiti poiche ogni funzione quadrato integrabile su un intervallo limitato [0, ¢]
¢ integrabile e vale I'ipotesi (C2).

Osservazione 1.2.1. La precedente formulazione generale include alcuni dei pitt comuni
problemi quasi-variazionali. Per esempio, se z(t) = 0 la (1.2.2) rappresenta l'insieme
dei vincoli del problema dell’equilibrio del traffico con richiesta di traffico in presenza di
congestione ([65]) e se Z(t) ¢ abbastanza grande e z(t) = 0 e descritto il problema di
equilibrio finanziario in situazioni molto generali ([66]).

O

Osservazione 1.2.2. Supponiamo che Vy € E, 0 € K(y). Questa condizione non ¢
restrittiva. Infatti, poiche noi siamo interessati alle soluzioni z* € K(x*), possiamo limi-
tare la nostra attenzione ai punti y € K(y). Quindi, se poniamo K(y) = K(y) — y, per
y € K(y), allora 0 € K(y).

O

In questo contesto, ispirato dal precedente Teorema 1.2.1, € stato provato il seguente
Teorema ([69]).

11
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Teorema 1.2.2. Sia F : [0,f] x R* — R" e sia d : [0,] x R® — R! tali che soddisfino
le condizioni (C1) e (C2), rispettivamente. Inoltre, supponiamo che F(t,x) sia Fan-
hemicontinua e fortemente monotona in x. Allora, il problema (1.2.1) ammette soluzioni.

O

Il Teorema 1.2.2 richiede ipotesi abbastanza restrittive come la forte monotonia. Nel
lavoro [21] gli autori hanno dimostrato un teorema che attenua le ipotesi sulla forte mono-
tonia nel caso della disequazione quasi-variazionale che descrive il problema di equilibrio
finanziario nella forma piu generale.

In particolare, osserviamo che la disequazione quasi-variazionale che governa il pro-
blema dell’equilibrio finanziario e la seguente

Trovare w* € K(w") tale che

2/0 {Zl {_ Ouy(t, x5 (1), y; (1)) — (1 - Tij<t>)7’;(t):| . [Iij@) _ I;‘j(t)]+

8@5

N Z { Ou(t, (1), y; (1)) +(1- Tij(f))ﬁ‘(t)(l + hj(t))] . [yij(t) — y;(t)]} dt +

f)y, j

+Z1/ Zl {(1=75(0) [25,(6) — A+ hs(0)ys; ()] + Fy(0) } - [r(8) — v (1)]dt > 0,

0

v € K(w"), (1.2.3)

dove

> i) =1 (t,/OTw*(s)ds) q.0. in [O,T],izl,...,m}, (1.2.4)

j=1

ed
E = {w= (x(t),y(t),r(t)) € L*([0,T],R*™"™*") . z(t) < 2(t) < Z(t),

y(t) <y(t) <7t), r(t) <r(t) <7(t) q.o. in [0,T]}.

I1 modello che porta a tale disequazione variazionale sara affrontato nel Capitolo 3.
Chiamiamo Hp. 1 le seguenti ipotesi:

Hp. I:

12
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t ed e continua rispetto ad x; e ;.

La funzione di utilita u;(t, z;(t), y;(t)) é definita su [0,T] x R™ x R"™, é misurabile in

. esistono e sono misurabili in t e continue rispetto ad x; e y;.
al'l'j 8yw
eVi=1,...,m Vj=1,...,n, e qo. in[0,T]sono soddisfatte le sequenti condizioni:
us(t, 2, 9)| < as(®)lelllyll, Va,y € R, (1.2.5)
‘ Duslt, Ot
wi(t, z,y) ‘ ’ w;(t, z,y) ‘ <
- i —_— i x 1.2.6
T < Bl [ S @l (1.26)

dove o, Bij, vij sono funzioni non negative di LOO([O,T]).

La funzione u;(t,z,y) é concava.

_8uz~(t, zi(t), y; (1)) . _3%’(1‘, z;(t),yi(t))
0z;; Yij

Chiamiamo («) le seguenti ipotesi:

sono funzioni strettamente monotone.

(cv): le funzioni s, | sono funzioni di Carathéodory, cid significa che sono misurabili in

t e continue rispetto alla seconda variabile;
(ag): esistono 61(t) € L*([0,T]) e ¢; € R tali che:

IIs(t, )| < 6:(t) + ¢, Yo € R™;

(a3): esistono d6o(t) € L*([0,T]) e co € R tali che:

1(t, )] < 8a(t) + c2 Vo € R™.

Poniamo

Alt,w) = ,r(t))
( 8uZ t,xi(t), yi(t))

0x;;

—m@u—mmﬂ,

ij

|: auz t ZEZ yz( ))
0Yij

+m@@—w@ﬂHwﬁw<

ij

[Z — 7 (1)) [y () — (L + () yi; ()] + F5(0)

13
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allora la disequazione (1.2.3) diventa

(A(t,w"),w —w*) >0 Yw e K(w"). (1.2.7)
Vale, dunque, il seguente Teorema

Teorema 1.2.3. Sia A: [0,T]x E — L*([0, T], R*™™) una funzione limitata, fortemente
monotona in x ey, monotona in r e Fan-hemicontinuous e soddisfi le condizioni (Hp. 1)
ed (o). Allora la disequazione (1.2.7) ammette soluzioni.

O

Questo nuovo Teorema attenua le ipotesi di forte monotonia, in quanto rispetto alla
variabile r e richiesta solo la monotonia.

1.3 Teoria della dualita infinito dimensionale

Dedichiamo questo paragrafo alla dualita Lagrangiana infinito dimensionale che recente-
mente ha avuto un grande impulso. Infatti, le condizioni, chiamate condizioni di “qualifi-
cazione, che valgono nel caso finito dimensionale per garantire la forte dualita, non sono
valide nel caso infinito dimensionale.

Presentiamo la teoria della dualita per un problema convesso di ottimizzazione.

Sia X uno spazio reale normato, S un sottoinsieme non vuoto e convesso di X. Sia
(Y, [|-ly-) uno spazio reale normato parzialmente ordinato mediante il cono convesso C.
Denotiamo con Y* il duale topologico di Y e con C* = {A e Y™ : (\jy) >0 Vy € C}
il cono duale di C. Sia (Z, ||| ;) uno spazio reale normato ed indichiamo con Z* il suo
duale topologico. Siano f: S —- Re g: S — Y due funzioni convesse e sia h : S — Z
una funzione lineare affine. Poniamo

K={zxeS : g(x)e —C,h(x) =0z}.

Consideriamo il problema

min f(x) (1.3.1)

zeK

che si chiamiamo “problema primale.
Consideriamo anche il problema

inf A h 1.3.2
seax nf {f(2) + (A () + {u (@)} (1.3.2)
che prende il nome di “problema duale. In particolare, A e p sono i cosidetti moltiplicator:
di Lagrange associati ai vincoli di segno e ai vincoli di uguaglianza, rispettivamente.
Essi giocano un ruolo fondamentale per comprendere il comportamento dei problemi di
equilibrio.

14
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Ricordiamo che risulta sempre:

i > i . 2.
min f(z) > | max inf {f(2)+ (X g(z)) + (. h(x))} (1.3.3)
Definizione 1.3.1. Si dice che vale la forte dualita tra il problema primale (1.3.1) e il
problema duale (1.3.2) se anche il problema duale (1.3.2) ¢ risolubile, cioe 3\ € C*, i €
Z* punti di massimo e nella (1.3.3) vale I'uguale.

O

Per poter ottenere la forte dualita e necessario che valgono alcune condizioni chiamate
“condizioni di qualificazione dei vincoli. Nel caso infinito dimensionale & stata introdotta
una condizione chiamata “condizione S che risulta essere necessaria e sufficiente per la
forte dualita. Per introdurla definiamo il concetto di cono tangente.

Definizione 1.3.2. Sia X uno spazio relae normato e C' un suo sottoinsieme. Dato un
elemento x € X, I'insieme

To(z) = {heX ;b =lm A (20 — 2), A € R, A > 0,¥n € N, 2, € C' Vi €N, lim xn:x}

n—oo

si chiama cono tangente a C' nel punto x.

O
Diamo, quindi, la definizione di “Ipotesi S.
Definizione 1.3.3. Diremo che I'Ipotesi S e verificata nel punto zy € K se risulta
Ty;(0,0y,02) N (] —o00,0[x {0y} x {0z}) =0 (1.3.4)
dove .
M ={(f(x) — f(xo) + a,g(x) + y,h(z)) : x € SK,aa > 0,y € C} .
O

Vale il seguente teorema di forte dualita.

Teorema 1.3.1. Sotto le precedenti ipotesi su f,g,h e C se il problema (1.3.1) ¢ risolubile
e vale l'Ipotesi S per xy € K, allora anche il problema (1.5.2) ¢ risolubile e i valori ottimali
coincidono, cioé se (xo, \*, u*) € Kx C* x Z* ¢ la soluzione ottimale per problema (1.3.2)
risulta

flxo) = min f(z) = f(wo) + (A", g(20)) + (1", h(z0)) = (1.3.5)
= max_inf {f(z) + (A, g(x)) + (u, h(z))},

AeCH,ueZ* xS

e risulta, inoltre
(A", g(20)) = 0.

15
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U
Richiamiamo, adesso, la definizione di funzione Lagrangiana.
Definizione 1.3.4. La funzione L : S x C* x Z* — R definita dalla legge
L(z, A\ p) = f(z) + (N, g(x)) + (u, h(z)) Y e S, VYAeC", VYue Z"
si chiama Funzione Lagrangiana.
U

Usando il funzionale Lagrangiano la tesi del Teorema 1.3.1 si puo riscrivere nel seguente
modo:

f(zo) = min f(z) = L(zo, \*, ") = max inf L(x, \, p).

zeK AeC*,uezZ* zes

Per mezzo del Teorema 1.3.1 € possibile provare I'usuale relazione tra un punto sella
del funzionale Lagrangiano e la soluzione del problema (1.3.1).

Teorema 1.3.2. Supponiamo che siano soddisfatte le ipotesi del Teorema 1.3.1. Allora
zo € K € un punto di minimo per problema (1.3.1) se e solo se esiston A € C* e € Z*
tali che (xg, \, 1) € un punto sella del funzionale di Lagrange, cioé

L(zo, A\, 1) < L(xo, A, 1*) < L(z, A\, p1*) Ve e S, VAeC*, Yue Z*,

ed inoltre, risulta

<)‘*7 g($0)> =0

1.4 Metodo diretto

In questo paragrafo parleremo del metodo diretto che rappresenta uno dei metodi piu
utilizzati per calcolare la soluzione di una larga classe di disequazioni variazionali, inclusa
anche la disequazione variazionale che esprime il problema dell’equilibrio finanziario.
Enunciamo il metodo in R™, notando che esso si puo applicare anche ai problemi infinito
dimensionali quando questi sono equivalenti a disequazioni variazionali finito dimensionali
parametriche.

Sia data la funzione C': K — R™. Consideriamo la seguente disequazione variazionale:

Trovare H € K, (C(H),(F—H))>0 VFeK (1.4.1)
dove .
<O(H)7(F_H)>:ZOT(H)(FT Hr)>0
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Sia
m
K= {FGRW:Z%TFr:pi, 1=1,...,1, F,. >0, rzl,...,m}.
r=1
Si puo facilmente dimostrare che 'insieme K e un’insieme non vuoto, chiuso, convesso
e limitato. La matrice & = (<pi,4)3:_11 ,,,,, = € formata da elementi 0 o 1 ed & tale che in

PR )

ogni colonna c¢’e¢ un unico elemento che vale 1 mentre tutti gli altri valgono 0. Possiamo,
quindi, ricavare [ componenti in funzone delle m — [ rimanenti e, supponendo che siano
le prime [ otteniamo

— Z ok, 1=1,...l, F,>0r=1,....m
r=Il+1

Tenendo conto di cio, possiamo trasformare la disequazione variazionale (1.4.1) nel se-
guente problema:

Trovare H € K t.c <F(ﬁ),(ﬁ—ﬁ])> >0 VFekK,

K:{F:(EH,...,Fm) P >0 =1+1,...,m > enFr <pi z:1,‘..,z}

r=I[+1

P(F) = (rm(ﬁv .,rm<F>)
L, (F) Z
Co(F) =C, (m —~ Z EI Z wszr,EH,...,Fm) .

r=I+1 r=Il+1
Osserviamo che ogni Hy € K e tale che I (Hy) = 0, cio¢ ogni soluzione del sistema

{ A=

e una soluzione della disequazione variazionale. Invece, ogni altra soluzione della di-
sequazione variazionale deve stare sulla frontiera K di K; infatti, se H fosse un punto
interno (osserviamo che linterno di K non & vuoto), risulterebbe I'(Hy) = 0.

Cerchiamo le eventuali soluzioni che giacciono sulla frontiera del (m — [) dimensionali
poliedro K.
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La frontiera dellinsieme K & costituita da facce che possono essere di due tipi.
Le facce del primo tipo sono:

K — Km{F_O}—{ FOeR™1 . Fo>0r=141,...,m, r#s F,=0:

Y nF <p, i=1,... ,z} . (1.4.2)

r=Il+1,r#s

La disequazione variazionale nei punti di K* diventa

<r<s>(1§r<s>), (F) — ﬁ<s>)> = Y L@AY)E -H)>0, VIO eRY.

r=Il+1,r#s

Per determinare la soluzione occorre, dunque, risolvere il seguente sistema:

{ p(s)(ﬁ(s))

=0
H® e K6,

Se tale sistema non ammette soluzioni, allora, la soluzione della disequazione variazionale
deve essere cercata su un’altra faccia del primo tipo, oppure del secondo tipo, oppure
sulla frontiera delle facce. Se, invece, il sistema ammette soluzione, allora tale soluzione
risolve anche la disequazione variazionale in tutto il convesso K se e solo se T (H®) > 0.
Se, infine, il sistema ammette soluzione ma questa soluzione non soddisfa la suddetta
condizione, allora la soluzione deve essere cercata su altre facce o sulla frontiera delle
facce.
Le facce del secondo tipo sono:

21)_KQ{Z Diyr r—pil}:

r=Il+1

— {F(il) eR™ L B >0r=141,...,m,7#l; Z ©irEr < piy ;
r=Il+1,r#l

Z <pj1rFr§pi,i:l,...,l,i;ﬁll},

r=Il+1,r#l

La disequazione variazionale nei punti di K diventa

<r<h>(ﬁ<i1>), (B ﬁ<i1>)> = ¥ {FT(B<i1>) - goilTrll(ﬁ<i1>)} (F,— H,) >0,
r=I+1,r#l

v ) ¢ R,
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Per determinare la soluzione occorre, dunque, risolvere il seguente sistema:

F(il)(]:‘](il)) =0
@ ¢ K,

Se tale sistema non ammette soluzioni, allora, la soluzione della disequazione variazionale
deve essere cercata su un’altra faccia del secondo tipo, oppure del primo tipo, oppure
sulla frontiera delle facce. Se, invece, il sistema ammette soluzione, allora tale soluzione
risolve anche la disequazione variazionale in tutto il convesso K se e solo se I';, (H™)) < 0.
Se, infine, il sistema ammette soluzione ma questa soluzione non soddisfa la suddetta
condizione, allora la soluzione deve essere cercata su altre facce o sulla frontiera delle
facce.
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Capitolo 2

Problema dell’equilibrio finanziario

2.1 Modello

Dedichiamo questo paragrafo alla descrizione del modello relativo al problema di equili-
brio finanziario.

Consideriamo un’economia finanziaria costituita da m settori, per esempio banche, im-
prese, attivita domestiche, istituti finanziari, inclusi governi statali e locali, ecc; ed n
strumenti finanziari, per esempio mutui, fondi comuni di investimento, depositi a rispar-
mio, fondi di mercato monetario, ecc. Indichiamo con i il generico settore finanziario e
con j il generico strumento finanziario. Supponiamo, inoltre, di lavorare nell’intervallo
di tempo [0,7]. Denotiamo con s;(t) il volume finanziario complessivo come attivo al
tempo t e relativo al settore i e denotiamo con [;(¢) il volume finanziario complessiovo
come passivo al tempo ¢ e relativo al settore ¢. Pertanto, a differenza dei lavori precedenti
([16], [17], [18], [19], [27]), consideriamo dei mercati in cui le attivita e le passivita hanno
differenti valori di investimento s;(t) e [;(t), rispettivamente. Poiche lavoriamo in presenza
di rischio ed incertezza, i volumi d s;(t) e [;(t) detenuti da ciascun settore non possono
essere considerati stabili e possono aumentare o diminuire al variare del tempo. Ad esem-
pio, durante un periodo di crisi, un settore puo decidere di non investire su strumenti
finanziari, ma bensi sull’acquisto di beni come oro e argento. Indichiamo con x;;(t) la
quantita dello strumento j al tempo ¢ nel settore i come attivo e con y;;(t) la quantita
dello strumento j al tempo t nel settore ¢ come passivo. Raggruppiamo le attivita e le
passivita relative a tutti i settori nelle matrici indicate come di seguito:

x1 (%) z1(t) .o owy(t) .. x1(t)
o0 = | @) | = | walt) ... wy(t) ... am()
20®) ] L am®) o 2@ e )
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y1(1) yu(t) .. oyt) .o yia(t)
)= | w®) | = | w® . w® . oy
ya(t) i) g8 )

Indichiamo il prezzo dello strumento j come attivo al tempo ¢ con r;(t) e il prezzo dello
strumento j come passivo al tempo ¢ con (1 + h;(t))r;(t), con h; funzione non negativa
definita in [0, 7] e appartenente a L>([0,T],R). Osserviamo che

L>([0, T],R) = {f : [0,7] — R misurabile : 3¢ > 0 tale che |f(¢)| < ¢, q.0.in [0,T]}
¢ dotato della norma
1F @)l oe oy = inf {e = 0= [f()] < ¢, qo.in [0,TT}.

Introduciamo il terminie h;(¢) al fine di ottenere un modello che descriva realistica-
mente i mercati finanziari; infatti, nella realta, i prezzi delle passivita sono generalmente
maggiori o uguali rispetto ai prezzi delle attivita. Osserviamo, quindi, che tale modello &
un miglioramento, sotto vari aspetti, dei precedenti modelli studiati ([16], [17], [18], [19],
[27]).

Raggruppiamo i prezzi degli strumenti finanziari come attiviti nel vettore

r(t) = [ri(t),ra(t), ..., m5(t), ..., ra(t)]"

e 1 prezzi degli strumenti finanziari come passivi nel vettore

(14+R()r(t) = [(14+hi(8)r1(t), (L+ho())ra(t), ..., (L+hi(£)ri(t), . .., (1+hu(t))ra(t)]".

Nel nostro modello i prezzi di ogni strumento appaiono come variabili incognite. Nell’i-
potesi di competizione, ciascun settore si comportera come se esso non ha alcuna influenza
sui prezzi degli strumenti o sul comportamento degli altri settori, ma sulla quantita to-
tale degli investimenti e delle passivita di ciascun settore. Per esprimere le condizioni
di equilibrio dipendenti dal tempo mediante una disequazione variazionale di evoluzione,
abbiamo scelto uno spazio molto generale ovvero lo spazio di Lebesgue:

L*([0,T),RP) = {f : [0, T] — RP? misurabile : /T ||f(t)||123dt < —l—oo} :
0

I hamsn = ([ Wrconar)
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CAPITOLO 2. PROBLEMA DELL’EQUILIBRIO FINANZIARIO

Pertanto, I'insieme dei flussi possibili come attivi e passivi, per ogni settore 7, diventa

P = {(xi(t),yi(t))eLQ([OT J,R?™) : wa ) = silt Zyij(t):li(t) q.o. in [0, 7],

z;(t) >0, y;(t) >0, q.o. in [O,T]} Vi=1,...,m

In tal modo l'insieme di tutte le attivita e le passivita possibili diventa

n

P = {<x<t> y(t)) € L2([0, T), R*™) : me ) 2 uu(t) = L),

J=1

Vi=1,...,m, qo.in [0,T], x;(t) >0, y;(t) >0, Vi=1,...,m, q.o0.in [O,T]}.

Al fine di migliorare il modello di equilibrio finanziario competitivo descritto in [4], che
rappresenta un approccio significativo ma ancora parziale rispetto al complesso problema
di equilibrio finanziario, si considera la presenza degli interventi politici in condizioni di
equilibrio finanziario inseriti sotto forma di tasse e controlli dei prezzi. In particolare,
consideriamo una definizione piu completa di prezzi di equilibrio 7(¢), in base alla legge di
domanda-offerta, imponendo che i prezzi di equilibrio varino tra un minimo e un massimo.
A tale scopo, denotano il prezzo massimo associato allo strumento j con 7; e il prezzo
minimo non negativo associato allo strumento j con r;; risulta 7;(t) > r,(t), q.o. in [0, T7.
Il prezzo inferiore r,(t) & determinato sulla base del tasso di interesse fissato dalla banca
centrale, che tiene conto dell'inflazione dei prezzi. Ovviamente, il prezzo di equilibrio 7 (t)
non puo essere pilt basso del prezzo minimo. Per quanto riguarda il prezzo superiore 7;(t),
esso deriva dalla necessita finanziaria di controllare il debito nazionale che dipende dalla
quantita di titoli pubblici e dall’andamento dell’inflazione. In dettaglio, il significato dei
limiti inferiore e superiore sui prezzi e relativo al fatto che ad ogni investitore ¢ garantito un
prezzo minimo r; per lo strumento j come attivo, mentre ogni investitore dovra pagare un
prezzo minimo (1+hj)zj per lo strumento j come passivo. Analogamente, ogni investitore
non puo ottenere da un bene attivo j un prezzo superiore a 7;, mentre il prezzo dello
strumento j come passivo non puo superare il prezzo massimo (1 + h;)7;.

Indichiamo la quota dell’aliquota fiscale applicata al settore i sullo strumento finanzia-
rio j con 7;;. Supponiamo che le aliquote fiscali appartengono a L>°([0, 7], R). Pertanto,
il governo in questo modello ha la flessibilita di riscuotere un’aliquota distinta nei diversi
settori e per i diversi strumenti.

Raggruppiamo i prezzi superiori 7;(¢) nel vettore colonna

Fj(t) = [Fl(t)v cee aFi(wv s 7Fn(t)]T>
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e i prezzi inferiori r,(t) nel vettore colonna

r(t) = [y (t), . ori(t), o (O]

e le aliquote fiscali 7;;(¢) nella matrice

711(t> . le (t) N Tln(t)
s = | ) o) . T
a®) e Tyt e ()

L’insieme dei prezzi relativi a tutti gli strumenti diventa:
R = {re LA0.TLR) : ry(t) <ry(t) SF(6), j=1,....n, qo.in 0,77},

dove r;(t) e T;(t) appartengono all’insieme L*([0,T7,R").

Al fine di determinare per ciascun settore i la distribuzione ottimale degli strumenti
sia come attiviti che come passivi, si considera, come di consueto, 'influenza causata
dall’avversione al rischio e il processo di ottimizzazione di ciascun settore nell’economia
finanziaria, vale a dire la volonta di massimizzare il valore degli strumenti attivi, riducendo
al minimo il valore di queli passivi. Un esempio di avversione al rischio ¢ dato dalla ben
nota funzione quadratica di Markowitz basata sulla matrice di varianza-covarianza che
denota la valutazione del settore della deviazione standard dei prezzi per ogni strumento
([51], [52]). Nel nostro caso, tuttavia, la funzione utilita di Markowitz, o altre funzioni
piu generali, sono dipendenti dal tempo in modo da definire soluzioni che prendono in
considerazione precedenti stati di equilibrio. Un modo per tener presenti nel modello
soluzioni relative ad istanti precedenti ¢ introdurre un termine memoria, come avviene in
altri modelli deterministici([3], [43], [58]).

Pertanto, la funzione di utilita, per ogni settore 7, sara definita come segue

Us(t, zi(t), vi(t), r(t)) = wilt, x:(t), (1)) + er(t)(l — 7i5(t) i (8) — (1 + hy(t))yi; ()],

dove il termine —u;(t,x;(t),y;(t)) rappresenta una misura del rischio dell’agente finan-
ziario e r;(t)(1 — 7;(t))[xi(t) — (1 + h;(t))y:(t)] rappresenta il valore della differenza tra
le attivita e le passivita. Supponiamo che la funzione utilita del settore i, indicata con
Ui(t, z;(t), y;(t),r(t)),sia definita in [0, 7] x R™ x R™ x R™, sia misurabile rispetto a t e
continua rispetto ad x; e y;. Supponiamo, poi, che du;/dz;; e Ou;/dy;; esitano, siano
misurabili rispetto a t e continue rispetto ad z; e y;.

Inoltre, supponiamo cheVi=1,...,m,Vj=1,...,n,eq.o. in [0, 7] siano soddisfatte
le seguenti condizioni:

wi(t, 2, 9)| < sz llllyll, Yo,y € R, (2.1.1)
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auz(t7 x,y

‘ Oy ‘ < % (0|l (2.1.2)

x
Tw’y)‘ < Bi Oyl ’
dove «;, [, vi; sono funzioni non negative di L*°([0,7],R). Infine, supponiamo che la
funzione w; (¢, x,y) sia concava. Ricordiamo che la funzione di utilita Markowitz verifica
condizioni (2.1.1) e (2.1.2).

Al fine di determinare i prezzi di equilibrio, si stabilisce, come condizione di equilibrio,
qualla che tiene conto, per ogni strumento j, dell’equilibrio del totale degli attivi, del
totale dei passivi e della quota Fj, che rappresenta, piu precisamente, le spese di gestione
delle istituzioni finanziarie, ivi comprese eventuali dividendi, come in [4].

Quindi, le condizioni di equilibrio per il prezzo r; dello strumento j sono le seguenti:

m >0 seri(t) =r;t)
Z(l —7i;(t)) [wi‘](t) —(1+ hj(t))yfj(t)} +Fi(t) =0 ser;(t) < r;(t) <7;(t) (2.1.3)
i—1 <0 serj(t) =7t

dove (z*,y*,r*) ¢ la soluzione di equilibrio per gli investimenti come attivi e come
passivi e per i prezzi.
In particolare, se nell’economia vi € un eccesso di offerta di uno strumento j come attivito
e dei costi Fj, allora il prezzo dello strumento j deve essere quello minimo r; (t). Seil
prezzo di uno strumento j € positivo, ma non coincide con quello massimo 7;(t), allora
il mercato per tale strumento e in equilibrio. Infine, se nell’economia vi € un eccesso di
domanda di uno strumento j come passivo e dei costi F}, allora il prezzo deve coincidere
con quello massimo 7;(t).

2.2 Formulazione Variazionale

Al fine di ottenere la formulazione variazionale del modello finanziario presentato nel
precedente paragrafo, definiamo diverse, ma equivalenti, condizioni di equilibrio, ognuna
delle quali e utile per esaltare particolari caratteristiche dell’equilibrio finanziario.

Definizione 2.2.1. Un vettore degli attivi, dei passivi e dei prezzi (z*(t),y"(t),r*(t)) €

P x R ¢ di equilibrio per il modello finanziario dinamico se e solo se V i = 1,...,m,
Vji=1,...,n,eq.o. in [0,7T], ¢ soddisfatto il seguente sistema di disequazioni
a [ tu *7 * *
SO o) - i (0 > 0, (22.)
(9.1'@‘
auz(ta 37*73/*) * 2)%
s A O O - O 20 (222)
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ed equazioni
— (=m0 —u )] =0, (2:2.3)
(1= 7)1+ b)) = P ()] =0, (224)

dove ugl)*(t), ,uZ@)*( t) € L*([0,T],R) sono i moltiplicatori di Lagrange, e verificano le
condizioni (2.1.3) q.o. in [0, 7.

O

Analizziamo il significato delle precedenti condizioni. Allora, (2.2.1) e (2.2.3) sosten-
gono che il volume finanziario xj; investito nello strumento j come attivo € maggiore o
Ou;(t, z*,y*)

(%zij
' Ou;(t, x*, y*) . (1)% £ (1) '
invece se B T (1 —755())rj(t) > p; 7" (t), allora z7;(t) = 0. Analoghe conside-
razioni possono essere effettuate anche per il volume finanziario investito nello strumento
J come passivo relativamente al significato della (2.2.2) e (2.2.4) .

uguale a zero se la j-esima componente — —(1—=735())r3(t) e uguale a u( » (t);

Le funz1on1 u( ) (t) e u@)*(t) 5000 i moltiplicatori di Lagrange associati q.o. in [0, 7T

ai vincoli Z xi;(t =0e Z yi;(t) — 1;(t) = 0, rispettivamente. I moltiplicatori di
j=1

Lagrange non sono noti a priori, ma questo fatto non ha alcuna rilevanza poiche, come

mostrato dal seguente teorema, la Definizione 2.2.1 & equivalente ad una disequazione

variazionale in cui 1\ (t) e 1{”*(t) non compaiono.

Teorema 2.2.1. Un vettore (z*(t),y"(t),r*(t)) € P x R ¢é di equilibrio finanziario se e
solo se ¢ soddisfatta la sequente disequazione variazionale:
Trovare (z*(t),y*(t),r*(t)) € P x R:

Z/o { > [_ Ouilt, zi (1) yi(1) ) my (O (0)] x [t — (8] +

85(3@'

. Z [ st ) (1)) (1= (8)ri(6)(1 + hj(t))} X [y (1) — yé'}(t)]}dt +

+Z_;/O Z; {(1—7;(0)) [w5(8) — (L + hy()ys;(8)] + Fy(0)} x [r(t) — ri(t)]dt > 0,

Y(z(t), y(t),r(t)) € P x R. (2.2.5)

O
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La dimostrazione del precedente Teorema, che fornisce una caratterizzazione variazio-
nale per le soluzioni di equilibrio del modello, si ottiene in pochi passi.
Prima di tutto si dimostra che, per ogni prezzo fissato r*(¢) € R soddisfacente la (2.1.3),
le condizioni di equilibrio (2.2.1)—(2.2.4), sono equivalenti ad un relativo problema di mas-
simo, che, a sua volta, e equivalente ad una prima disequazione variazionale, come mostra
il seguente risultato:

Teorema 2.2.2. (z}(t),y;(t)) é una soluzione del problema di massimo

T
mgX/ {ui(ta zi(t),yi(t)) + (L = 7(8))r* () % [z(t) — (1 + h(t))yz'(t)]}dt, V(zi,yi) € P,
i Jo

se e solo se e soluzione della disequazione variazionale

/ _ Ot 2i(1), yi (1))

ﬁxij

— (L= 7Oy (0)] x [y () = 2y (1)t

/ _ Ouilt, i (1), yi ()

S (=TSO R O)] i 6) = w01 2 0,

V (xi,y:) € Py, (2.2.6)
per un dato r*(t) € R soddisfacente le condizioni (2.1.3).
O
Inoltre, per ogni fissato (z*(t),y*(t)) € P soddisfacente le condizioni (2.2.1)—(2.2.4),

possiamo provare una caratterizzazione variazionale delle condizioni di equilibrio (2.1.3)
in relazione ai prezzi degli strumenti, cioe vale quanto segue:

Teorema 2.2.3. Le condizioni (2.1.3) sono equivalenti alla disequazione variazionale

no o (m
> {Zu — g (0) [w550) — (14 By ()i 0)] + Fﬁ)} < [rit) = (0]t 2 0,
" - VreR, (2.2.7)
per un dato (x*,y*) € P soddisfacente le condizioni (2.2.1)-(2.2.4).
0
Allora (z*(t),y*(t),r*(t)) € P x R ¢ di equilibrio finanziario se e solo se entrambe le

disequazioni variazionali (2.2.6) e (2.2.7) sono soddisfatte e, quindi, si ottiene il Teorema
2.2.1 ([6]).
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Osservazione 2.2.1. Vogliamo sottolineare esplicitamente che la nostra definizione relati-
va alle condizioni di equilibrio (Definizione 2.2.1) ¢ equivalente alla definizione di equilibrio
definita da un vettore (x*(¢),y*(t),r*(t)) € P x R soddisfacente

mgex [ {utas@),1(0) + (1= 705" (0) % [0 = (L + OO e, Vi) € P

[3

m >0 if ri(t) = r;(t)
D (= m(0) [a5(t) = (L by (0)wis(8)] + (1) § =0 if 1(t) < 75(8) < T5(t)
i=1 <0 if ri(t) =75(t).

2.3 Risultati Recenti: esistenza e dualita

Richiamiamo, adesso, alcuni importanti teoremi di esistenza ([57]), che abbiamo anche
enunciato nel Capitolo 1. In particolare, ricordiamo che:

Teorema 2.3.1. Sia K C X un sottoinsieme non vuoto, chiuso, limitato e convesso e sia
A K — X* una funzione B-pseudomonotona o F-hemicontinua. Allora la disequazione
variazionale

(Au,v —u) >0 YveK (2.3.1)

ammette una soluzione.

O

Teorema 2.3.2. Sia K C X un sottoinsieme non vuoto, chiuso, limitato e convesso e
sia A : K — X* una funzione K-pseudomonotona ed hemicontinua inferiormente lungo i
segmenti. Allora la disequazione variazionale (2.3.1) ammette soluzioni.

O
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Vogliamo applicare tali teoremi al nostro modello.
In particolare, nel nostro caso avremo:

V= <($ij)i:1 TZ 7(yij)i;11 ..... 7;1 ,(Tj)jzl n> ; A LQ([O’T]yRan—I—n) N L2([O,T},R2mn+n)7

,,,,,
.....

Ou; (z, Qui(z,
Av) = < [_#jy) - (1= Tz’j)rﬂ'] — [_# =)L+ hj)r]} i=lom 7

j=1,..., n Jj=1,..., n

[Z(l = 7ij) (@i — (1+hj)yij)] );

i=1

=1,...,

K = PxR= {U € L*([0,T), R*™™ ™) z4(t) > 0, yi(t) >0, q.o. in [0, T],
D wi(t) = si(t), Y wi(t) = L(t) qo. in [0,T),Vi=1,...,m,
=1 =1

r;(t) <rj(t) <75(t), q.o. in [0,T],Vj = 1,.‘.,n}.

Pertanto, la disequazione variazionale di evoluzione (2.2.5) diventa (2.3.1) e possia-
mo applicare i Teoremi 2.3.1 e 2.3.2, supponendo che K sia non vuoto, chiuso, convesso
e limitato e, poi, che A sia B-pseudomonotona o F-hemicontina, oppure che A sia K-
pseudomonotona ed hemicontinua inferiormente lungo i segmenti. Inoltre, ricordiamo che
le condizioni (2.1.2) sono sufficienti per garantire che 'operatore A sia inferiormente se-
micontinuo lungo segmenti (vedi [40]).

Analizziamo, adesso, la dualita infinito dimensionale per il problema di equilibrio
finanziario caratterizzato dalla disequazione variazionale (2.2.5). Il primo passo ¢ quello
di introdurre il funzionale Lagrangiano per il nostro modello generale. A tal fine, definiamo

) = {000 [P - (0] < o) ) +

v Y30 | e+ )0 < a0 - v 01+
. Z[Z(l—ﬂj(t)) [56) = (L BN 0] + B0 x () = 750 fat




CAPITOLO 2. PROBLEMA DELL’EQUILIBRIO FINANZIARIO

Allora il funzionale Lagrangiano e

m n T
E(xaym/\(”,A(2)7u(1),u‘”,p“)m@))=f(x,y,7“)—ZZ/ M ()i () dt +

_ZZ/ A i )dt—Z/O ' (Z% ) dt +
_Z/O W2(t) (ZZM) ) dt+2/ PO () (1) — () dt +
+3 [ AP0 - (232)

dove (z,y,r) € L*([0,T],R?™+n) XD A® e L2([0,T],R™), pM, u® e L2([0,T],R™),
p, p? € L2([0, T], R ).

Ricordiamo che AV, X p(U p() sono i moltiplicatori di Lagrange associati, q.o.
n [0,77], relativi ai vmcoh di disuguaglianza x;(t) > 0, y;(t) > 0, r;(t) — r,;(t) > 0,
7;(t) — r;(t) > 0, rispettivamente. Le funzioni M (¢) e p®(t) sono i moltiplicatori di

Lagrange associati, q.o. in [0, T, relativi ai vincoli di uguaglianza Z z;i(t) —s;(t) =0e

j=1
n

Z vyi;(t) — li(t) = 0, rispettivamente.
j=1
In particolare, vale il seguente Teorema

Teorema 2.3.3. Sia (z*,y",r") € P X R soluzione della disequazione (2.2.5) e consi-
deriamo il funzionale Lagrangiano associato (2.3.2). Allora, vale la forte dualita ed esi-
stono XW* A@* e L2([0,T],R7™), pM*, u®* € L2([0,T],R™), pM*, p®* € L2([0,T],R?)
tali che (z*,y*, r*, XV X@x (W 2 50 52%) siq un punto sella della funzione
Lagrangiana, cioé

E(w*,y*,r*,)\ )\(2) M(2) p(1) ,0 ) < L(z*,y*,r* )\(1 )\(2)*,#(1)*7/1(2)*7/)(1)*,P(Q)*) =0
< L(z,y,r, AW A2 *,u(”*,ﬂ” ,p1, p@)

V(z,y,7) € LA([0, T],R*™ ), VAW, A2 e L2([0, T],R7™), Yu, p® e L*([0,T],R™),
VoW, p@ e L2([0,T],R") e, g.o0. in [0,T),

0wt (1), v (1))
8$ij

0wt (1), y* (1))
Yij

(L7 ()5 ()= A =V () = 0, Vi=1,...,m, Vi =1...,n;
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D (U =my(0) [#5(6) = L+ hy )iz O] + Fy(0) + 977 (1) = (1), Vi =1,...m

ML) =0, ANy (t) =0, Vi=1,...m, Vj=1,...n

v

oS (Zx] i >_0 e <Zym )—o, Vi=1,...,m

A O =) =0, OO -Ti(0) =0, Vi=1...n
l

Risulta essere rilevante effettuare un’analisi delle conseguenze dell’equilibrio finanzia-
rio sull’economia. E possibile giungere a delle conclusioni sulla valutazione delle soluzioni
ottenute mediante delle formule finanziarie, vale a dire la Formula di Deficit, la Legge di
Bilancio e la Formula delle Passivita. Esse sono di grande importanza per ’analisi eco-
nomica, sopratutto per quanto riguarda la teoria dei problemi di equilibrio in evoluzione
rispetto al tempo (si veda, ad esempio, [2], [5], [15], [44] e [45]). Concentriamo, dunque,
la nostra attenzione sulle formule che governano I’economia. In particolate, si ha:

(i) Formula di Deficit

m

D (1= 7(1) [255(8) = (L4 by () (D] + F3() + oy (8) = p§" (1),

i=1

dove pg-l)*(t) e p§2)*(t) sono i moltiplicatori di Lagrange associati ai limiti sui prezzi:

o () = r50) =0 AT -TE) =0, Vi=1.n

Il significato di pgl)*(t) ¢ che esso rappresenta il deficit per unita, invece p§~2)*(t) e il

surplus per unita.

(ii) Legge di Bilancio

m m m n m n

D) = i) =30 Dm0 ) (0] - 3031 )y 0+

+ Z Fj Z'O(l)* + Zp@)*
j=1
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(iii) Formula delle Passivita
Supponendo che le tasse 7;;(¢), i = 1,...,m, j = 1,...,n abbiano un valore comune
(t), e gli incrementi h;(t), j = 1,...,n, abbiano un valore comune i(t), oppure
considerendo semplicemente i valori medi, otteniamo, la Formula delle Passivita:

, (L=0(6) 3 silh) + > Fi(0) = 30+ 34 (1)
2t = =01+ i(1))

Queste tre formule forniscono qualche informazione attuale dell’andamento dei mercati
finanziari, ma sono anche in grado di offrire alcuni suggerimenti molto utili per il futuro
dell’economia. Quindi, analizzando la soluzione di equilibrio finanziario ¢ possibile trovare
la giusta via da seguire per raggiungere un miglioramento dell’economia.

Ricordiamo che possiamo considerare il problema dell’equilibrio finanziario da due
differenti punti di vista ([6] Sezione 7): il primo & “il punto di vista dei settori”’, in
cui ogni settore cerca di massimizzare la propria l'utilita; e il secondo punto di vista,
“il punto di vista del Sistema”, che riguarda l’equilibrio del complessivo sistema, ossia
il rispetto delle precedenti leggi introdotte. Ad esempio, dal punto di vista dei settori,
l;(t) per i = 1,...,m, sono passivita, mentre per il sistema economico sono investimenti
e, di conseguenza, la Formula delle Passivita dal punto di vista del sistema, puo essere
chiamata “Formula degli Investiment:”. 1l punto di vista del Sistema coincide con il
problema duale di Lagrange (il cosidetto “mercato ombra”) in cui pgl)(t) e p§-2) (t) sono i
moltiplicatori duali, che rappresentano il deficit e il surplus per unita, relativamente allo
strumento j. Formalmente, il problema duale ¢ il seguente:

Tovare (p*, p2*) € L*([0, T],R?") tale che

> [ 0= Oy = i)+ 3 [0 = s )53 0) = 7o) <

(o, p?) € L2(0, 7], RY").
Vale il seguente Teorema:

Teorema 2.3.4. Sia (z*,y*,r*) € P x R una soluzione di equilibrio dinamico della
disequazione quasi-variazionale (2.2.5), allora la Legge di Bilancio

DLt = Zsi(t) ZZ% [23;(t) — wi (¢ ZZ (1 — 735 () By (D) (1)
+ZF Z W(1) 4 Z (2.3.3)

J=1

¢ soddisfatta.
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O

Dalla Formula delle Passivita possiamo ottenere l'indice F(t) molto utile, sopratutto
per la valutazione dell’economia, che, pertanto, prende il nome di “Indice di Evoluzione”.
In particolare, risulta

Z Li(?)
E(t) = — i=1 : ’
Z Si(t) + Z Fi(1)
dove abbiamo posto
i si(t) B F5(t)
O= 0 B TEm e —emin

Eft)= 1 - - .
(1=0()(1 +i(t)) (Z si(t) + ~J(?f)>
> ()
+ E— . (2.3.4)
(1—=0(t)(1 +i(t)) (Z 5i(t) + Z Fg(t))

Possiamo osservare che se E(t) > 1 la valutazione dell’equilibrio finanziario ¢ positiva,
invece se E(t) < 1 la valutazione dell’equilibrio finanziario ¢ negativa. Infatti, tenendo
conto della (2.3.4) se E(t) < 1 allora 77 p§-2)*(z€) <> p§1)*(t) e questo implica che la
somma del defici supera la somma del surplus e, quindi, abbiamo un perdita. Se, invece,

E(t) > 1 allora 377 p§-2)*(t) >3 p§1)*(t) ovvero il surplus & positivo .
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Capitolo 3

Problema dell’equilibrio finanziario
con termine di memoria e vincoli
elastici

Vogliamo, adesso, prendere in considerazione un’economia finanziaria nel caso in cui il
volume finanziario complessivo degli investimenti come attivi e il volume finanziario com-
plessivo degli investimenti come passivi si suppongono essere dipendenti dal tempo ed in
funzione della soluzione attesa. Inoltre, volendo rendere ancora piu realistico e concreto
il modello introduciamo una funzione di utilita in cui la misura del rischio dipende da un
termine di memoria, in modo da tener conto dell’influenza, nel modello, della situazione
di equilibrio presente negli istanti precedenti a quello considerato.

3.1 Modello

Consideriamo un’economia finanziaria analoga a quella descritta nel Paragrafo 2 del Ca-
pitolo 2. Volendo esprimere una dipendenza dal tempo e dalla soluzione attesa dei volumi
finanziari s;(t) e [;(t), relativi rispettivamente agli attivi e ai passivi, nel modello che
stiamo considerando, avranno un’espressione differente rispetto al modello base. In par-
ticolare, se indichiamo la soluzione prevista cone w*(t), la soluzione in media sara data

T T
da / w*(s)ds, quindi s;(t) sara definito da s; (t,/ w*(s)ds) ed [;(t) sara definito da
0 0

T
l; (t, / w*(s)ds |. Facciamo tale ipotesi, al fine di tener conto del fatto che quando
0

si sceglie di fare un investimento si prendono in considerazione le previsioni attese del
mercato. Tale atteggiamento ¢ decisamente realistico poiche nessuno investe senza ave-
re prima un’idea del comportamento previsto in futuro. Visto che il nostro modello si
evolve nel tempo, sicuramente gli investitori non possono avere una valutazione istante
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per istante, ma semplicemente una valutazione media. In questo modo stiamo prendendo
in considerazione l'influenza, mediante il valore medio, della distribuzione di equilibrio
prevista per le attivita e le passivita degli investimenti su tutti gli strumenti finanziari.
In letteratura, questo tipo di vincoli sono chiamati vincoli elastict o di adattamento.

Per esprimere le condizioni di equilibrio dipendenti dal tempo mediante una disequa-
zione variazionale di evoluzione, consideriamo il seguente spazio di Lebesgue:

L*([0,T),R?) = {f :[0,7] — RP misurabile: /OT ||f(t)|]]2,dt < —i—oo}

T 5
( / 1FO2 dt) 1 lisomyzn -

Per indicare la norma nello spazio di Hilbert L?([0,T],RP) utilizziamo il simbolo || f]| -
quando non vi e alcuna possibilita di confusione.

Come ¢ noto, lo spazio duale di L?([0, T, RP) & sempre L?([0,T], RP). Possiamo, quindi,
definire la forma bilineare canonica L*([0,T],RP) x L?([0,T], R?) nel seguente modo

dove

(G, 1) = / (G0, f(B) dt, 1.G € L2(0.T], R?),

dove (G(t), f(t)) denota il prodotto scalare in R?.
Al fine di definire I'insieme dei vincoli, introduciamo il seguente insieme

E = {w=(z(t),y(t),r(t)) € L*([0,T],R*™"™) : x(t) > 0,

y(t) >0, r(t) < r(t) <7(t) qo. in [0,T]} .

Si puo facilmente veriricare che E ¢ un sottoinsieme chiuso, convesso e limitato.
Se K : £ — 2F ¢ la multifunzione definita nel seguente modo:

K(w') = {w:<x<t>,y<t>,r<t>>eE: émijw:si (1] was),

Zijyij(t):li (t,/OTw*(s)ds> q.0. in [O,T],izl,...,n}, (3.1.1)

allora K(w*) & I'insieme ammissibilie per ogni w* € E.

Al fine di determinare, per ogni settore 7, la composizione ottimale degli strumenti
sia come attivi che come passivi, si considera, I'influenza dell’avversione al rischio e la
condizione di ottimizzazione di ciascun settore nell’economia finanziaria considerata, vale
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a dire, massimizzare il valore delle attivita e minimizzare il valore delle passivita. Quindi,
la funzione obiettivo, per ogni settore i, assume la seguente forma:

Ui(t, (1), (1), r(t))

= (£, 2t ) + Z 75 () (1 — 735 ()i (t) — (14 Ry(t))yi; ()],

dove il termine —u; (¢, z;(t), y;(t)) rappresenta la misura del rischio ed r;(t)(1—7;;(t))[x:(t)—
(1 + h;(t))y:(t)] rappresenta il valore della differenza tra gli attivi e i passivi. In partico-
lare, invece di utilizzare una funzione di utilita generica come nel modello analizzato nel
Capito 2, si considera una funzione di utilita di tipo Markowitz con termine di memoria,
in modo da tener conto di come la soluzione di equilibrio attuale sia influenzata da quella
precedente. Pertanto,la funzione di utilita w; (¢, x;(t), y;(t)), pertanto, sara del tipo:

wilt, 2i(t), yi(t))

zi(t) |° o [ 2a(t) } /’* { zi(t — 2) } i { zi(t — 2) }
= + dz. 3.1.2
[ ui(t) ] ¢ { W] Lut-2 ] @ lut-2) (3.1.2)
In (3.1.2) il primo termine rappresenta la funzione di utilita introdotta da Markowitz
n [51] e [52], invece la matrice Q" ¢ la matrice di varianza-covarianza che denota la

valutazione del settore della deviazione standard dei prezzi per ogni strumento valutato
in un certo momento che chiamiamo istante 1mzlale Supponiamo che )" sia simmetrica e

t
definita positiva. Il termine / [ zi(t = 2) 1 Q" { zi(t = 2) 1 dz ¢ un termine di memoria
o | vilt—2) yi(t — z)

che esprime l'influenza delle soluzioni di equilibrio precedenti.

Al fine di determinare i prezzi di equilibrio, si stabilisce la condizione di equilibrio che
esprime l'equilibrio del totale delle attivita, del totale delle passivita e della quota delle
spese di gestione per unita F; impiegata per coprire le spese delle istituzioni finanziarie,
comprese eventuali dividendi (come in [4], [6], [7]). Quindi, le condizioni di equilibrio per
il prezzo r; dello strumento j, solo le seguenti

m

> (= 7i(1) [25(0) = (L4 hy(8))yi; (0] + E5 (D)
i=1
>0 seri(t)=r,) B
=0 ser;(t) <ri(t) <7m(t) . (3.1.3)
<0 seri(t)=7(t)
In altre parole, analogamente a quanto gia osservato nel capitolo precedente, i prezzi sono

determinati tenendo conto della quantita dell’offerta e della domanda dello strumento j
e del relativo costo.
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3.2 Formulazione Variazionale

Al fine di ottenere la formulazione variazionale del modello finanziario definiamo diverse,
ma equivalenti, condizioni di equilibrio, ognuna delle quali e utile per esaltare particolari
caratteristiche dell’equilibrio. A tal fine, osserviamo che, con la semplice sostituzione
t — z = 7, il termine di memoria puo essere riscritto nel seguente modo:

/Ot (2 [ le]]T i (T) + 2 [Q;J]T ) yi(T)) dr &
+/0t (2 [@5]; - 5:(7) +2 @] - ma(r))

Pertanto, ne segue che:

_W 2[QU]] - wit) +2 @] - wilt) +

* /0 (2[ iﬂ]?'l“i(TH?[Qél}f-yi(f))ch (3.2.1)
_%’jy) = 2[Qh]; - wilt) +2[Qh] - w0 +

* /0 (2 (@], wir) +2 iz]f'%’(ﬂ)dr (3.2.2)

Possiamo, allora, dare le condizioni di equilibrio equivalenti.

Definizione 3.2.1. Un vettore degli attivi, dei passivi e dei prezzi w* = (z*(¢), y* (¢ ) ( ))
K(w*) ¢ di equilibrio per il modello dinamico finanziario se e solo se Vi = 1,.

Vj=1,...,n,eq.o. in [0,7T], & soddisfatto il sistema di disequazioni
Ou;(t, x*, y* . §
——(ax.. L (1= my @) — @) 2 0 (3.2.3)
ij
ou; (t, o*, y* . .
——(ay“ v (1= 7 (D) (1+ hy())r(8) — " (2) > 0, (3.2.4)
ij
ed equazioni
. ou;(t, x*, y* i .
%’(t)[_ (8:0- ) (1= 75(0)r}(8) = " (t)} =0, (3.2.5)
ij
o] Qultr) e
iy(0) = P )+ )0 s 0)] =0, (326
ij

dove V" (1), w?*(t) € L2(]0,T],R) sono i moltiplicatori di Lagrange, e verificano le
condizioni (3.1.3) q.o. in [0, 7.
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Cerchiamo di spiegare il significato della precedente definizione. Allora, (3.2.3) e
(3.2.5) significano che il volume finanziario z}; investito nello strumento j come attivo &

Ou;(t, x*, y*) wrn o

— (1= 5 ()ri(t) > p(#), allora zf,(t) = 0.

i 7

maggiore o uguale a zero se la j-esima componente —
auz(t> .Z'*, y*)

83:2-]-
Analoghe osservazioni si possono effettuare per le passivita, rispettivamente a (3.2.4) e
(3.2.6).

Utilizzando la stessa tecnica, come in [4] e [6] (vedi Teorema 2.1), ovvero come abbiamo
gia approfondito nel Paragrafo 2.2 del Capitolo 2, ¢ possibile dimostrare il seguente teore-
ma che mostra l'equivalenza tra la definizione 3.2.1 e una disequazione quasi-variazionale
in cui non compaiono i moltiplicatori di Lagrange.

(1)

uguale a p,; ' (t), invece se —

Teorema 3.2.1. Un vettore (z*,y*,r*) € K(w*) ¢ di equilibrio dinamico se e solo se é
soddisfatta la sequente disequazione quasi-variazionale:

Trovare (z*(t), y*(t),r*(t)) € K(w*):

/0 { Z [_ Ouy(t, =7 (t), yi (t)) (- Tij(t))’f‘;(t)] X [z;(t) — x:‘j(t)] +

+Z [ - 9] 1m0+ )] Do) - y;;<t>]}dt ¥
30 [ S0 ) [0~ (0 0] + B0} % [r0) — 50 >,
o Y(x,y,7) € K(w"). (3.2.7)
O

In particolare, la nostra disequazione quasi-variazionali, tenendo conto di (3.2.1) e

39



CAPITOLO 3. PROBLEMA DELL’EQUILIBRIO FINANZIARIO CON
TERMINE DI MEMORIA E VINCOLI ELASTICI

(3.2.2), diventa:

T m n

/0 22[2[ ﬁl]jxf(t)—i-Q[ él]j‘y;(t)"’

+/Ot (2[ a2 él}f‘y?(ﬂ) dT—(l—nj(t))r}f<t)] x

X [wy(t) — xf;(t)] dt +

+ / ZZ[? (@3] - wi (1) +2 Q] - () + (3.2.8)
+/O (2 [@ka] ] i (7) +2[QU]] - () dr+<1—nj<t>>r;<t><1+hj<t>>] x
X [yis(t) — y5;(t)] dt +

+§;/O {2(1—m(t>) [22,(8) = (1 + hy(1) (1) +Fj<t)} y

x [ry(t) = ri(t)] dt > 0,

Vw = (z,y,r) € K(w*) = {w

ixzj(t) =g <t’/OT w*(s) ds> , zn:yij(t) . (t, /OT w*(s) ds)

I
—
&
—
o~
N—

<
—
o~
N—
=
S
~
SN—
SN—
m
&S|

In forma compatta:

((At,w"),w —w")) >0 Yw = (z,y,r) € K(w"), (3.2.9)
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dove A : [0,T] x E — L*([0,T], R?*™"*7) & definita dalle seguenti componenti:

A(t, w)

2[Q]; - wi(t) + 2[Qh] ] - walt) +

(

S NCICAREE R A e

N——

U

ﬂ

|
—~
—_

|

gl
—~
~
~—
~—

o3
—~
~
~—

|

J

2 [08]] w0+ 2 (@) )+ [ (200l ur)+

+2 32];'$i(7))d7+ (L —m75(8)) () (1 + hj(t))] | :

Z (1= 755(t)) [z5(t) — (L + hy(t)) yi; (B)] + F5(t)

.....

Supponiamo che le seguenti condizioni siano soddisfatte:

CONDIZIONI (@):

a; : Q' ¢ simmetrica e definita positiva;

ay @ 8 (t,x) el; (t,y) sono misurabili rispetto a t e continue rispetto alla seconda variabile;

@3 : esiste una funzione 6, € L*([0,T]) e ¢; € RT tali che |[s;(t,z)| < 81 (¢) + c1;

@y : esiste una funzione &y € L*([0,T]) e ca € RT tali che |I;(¢,y)| < 82(t) + co;

@5 : le funzioni 7,5, hj, F; € L*([0,T]) e ;; € [0,1),i=1,....,m, j=1,...,n.

Osserviamo che queste ipotesi sono abbastanza generali ma essenziali per giustificare
la formulazione integrale. Il nostro obiettivo ¢ quello di dimostrare una condizione di
esistenza per la soluzione della disequazione variazionale che caratterizza il nostro modello
finanziario. Affronteremo tale discorso nel successivo paragrafo.

3.3 Esistenza della soluzione

Vogliamo dimostra che una condizione che ci garantisce l’esistenza per la soluzione del
problema finanziario e data dal seguente teorema:

Teorema 3.3.1. Supponiamo che le condizioni (@) siano soddisfatte, allora la disequa-
zione variazionale (3.2.7) ammette una soluzione.
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O

Al fine di dimostrare il Teorema 3.3.1, ricordiamo alcune definizioni ed un risultato di
esistenza generale (vedi [21] e [69] ).

Sia F': [0,T] x E — R?" yna funzione tale che soddisfi la seguente condizione F:

CONDIZIONI F :  F' & misurabile in ¢ Vw € R?mntn - continua in w q.o. in [0, 7], ed
esiste & € L*([0,T)) tali che ||F(t,w)| < 0(¢) + ||w] q.o. in [0,T], w € R¥m+n,

Inoltre, supponiamo che siano soddisfatte le seguenti IPOTESI («):

e le funzioni s, | sono funzioni di Caratheodory, che vuol dire che sono misurabili in
t e continue rispetto alla seconda variabile;

e esite 61(t) € L*([0,T]) e ¢; € R tale che:

Is(t,2)|| < 61(t) + c1,¥ & € R™;

o csiste 6o(t) € L*([0,T]) e c2 € R tale che:

11t )| < 02(t) + 2,V y € R™™.

Consideriamo ora la seguente disequazione variazionale
Trovare w* € K(w*) : ((F(t,w"),w —w*)) >0 Yw = (z,y,r) € K(w"), (3.3.1)

dove K(w*) ¢ dato da (3.1.1).
Allora, vale il seguente teorema di esistenza (vedi [21] Teorema 2.2):

Teorema 3.3.2. Sia F : [0,T] x E — R?*"*™ limitata, fortemente monotona in x e
y, monotona in r, Fan-hemicontinua e soddisfacente le condizioni (F') e (). Allora la
disequazione variazionale (3.3.1) ammette una soluzione.

Proviamo che il nostro operatore A soddisfa tutte le ipotesi del Teorema 3.3.2.
Per prima cosa proviamo che A(¢,w) ¢ fortemente monotona rispetto ad x e y e monotona
rispetto ad r, cioe che

(At w1) — AL, w2), w1 — we)) Z v [le — 2|+ vt - yzHQLJ :

Si ha:
((A(t,w1) — At wa), w1 — wy)) =
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T m n

=[§}j}j(2@&ﬁ5ﬁa>+2maﬁﬂwu0—(2maﬁVﬁa>+2maﬁ-ﬁuwx

i=1 j=1
X [z (t) — a3, (t)] di+

m n

+/OTZZ (/Ot (2 [Qlu};[ . I’ZI(T) + 2 [Q%l]]T . yzl(T)> dr+

i=1 j=1

—AXﬂmJ?ﬁm+2mmiﬁvnm)mewﬁme+

b0 (- ) (0 - ) % [ah (0 - 0] drs

i=1 j=1




CAPITOLO 3. PROBLEMA DELL’EQUILIBRIO FINANZIARIO CON
TERMINE DI MEMORIA E VINCOLI ELASTICI

[0S [21@n]] - (0 -2 0) x [0~ v 0] at+

i=1 j=1

# [ S IGLY - o) — ) % Do) — 0] e

[ XX | [ 2] et [abo o] s

e[S | [ 2 M0u]] - i) =ik e a0 - )] e

+/OT§;ZE {/{:2 [Q%zf () (1) = yi (7)) dr x [yi;(t) — y?j(t)]: di+
+/OTZT:;§ [/Otz[ L)) (3l (r) = 23(n) dr x [yh(t) _ygj(t)]} gt >

> v [lat =25 + o = o) +

B»> /0 2 [Q1]7 - (a4(r) — 23()) dr [wilj(t)—x?j(t)]: dt+

[ S| [ 2lenl] - )~ ) dr x a0 - 0] et

+/0 2.2 {/0 2 (@5 - (ui(r) — y2(r)) dr x [y(2) —y?j(t)]: di+

+/0T§:zn: [/:2 (Qia]; - (al(r) = 22 (7) dr x [y (1) = w()] | .

i=1 j=1

Poniamo, peri=1,....m,j=1,...,n:

ui(t) = / (v,(r) — () dr,

e denotiamo con [Q},]; il k-esimo elemento della j-esima colonna di @}, Il termine di
memoria puo essere riscritto nel seguente modo:
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UL % dvi(t L Dk dvi(t
2y [ [Z[ IO S e T R L

Quindi, risulta:

((A(t,w1) — A(t,ws), w; —ws)) > v [Hxl — 332”?2 + ||y1 — QQH;] +

(/OT (z4;(1) — 23,(7)) dr)2 + </OT (yi;(1) = yi5(7)) dT) 2] >

A A

+

ZV[

cioe abbiamo provato la forte monotonia rispetto a x e y e la monotonia rispetto ad r.
Proviamo, adesso, che A(t,w) ¢ Fan-hemicontinua, cioe:

((A(t,w),w —&)), dove £ ¢ fissato, & debolmente semicontinua inferiormente.

Vogliamo provare che:

lim inf ((A(t, wy,), w, — &)) > ((A(t,w),w —=&)), YH{w,}:w, = w.

n

Si ha
<<A(t’ w7L>’wn - §>> =
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m n

SR [2 Qul et +2(Q)] w0 + [ @leul] -

i=1 j=1

12[Qu)7 -y () dr — (1= 7y(0) r;-%t)] < [ (t) — €] d+
S D» [2 @l a0 +2 [Qu)] a0+ [ Q)] -+

+2 [Qiz}f ~af (7)) dr + (1= 735(8)) r (8) (1 + hj(t))] x [y5(t) — & di+

+Z/O {Z(l —75(1)) [235(t) — (1 + hy(t) yi (1)] +Fj(t)} x [r7(t) — &] dt =

DN ECIETEOTS % 3| [<1 = 6) [ 0) — (1 y(0) () 53] i
- ZZ/@ [ (2 [QULT 27 (1) + 2 [Q5] yn(t)) +
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T

(2 [@%)] - vr() +2[Q]] - 22() +

—i—(/o <2[ 32}?'3/?(7)-1-2[ ZlQ]j:L‘?(T)) dT)] X [yZ(t) — &) dt+
dt—ZZ/o [(1_Tiﬂ'<t>>7"?<t><1+hj<t)>£2

dt+

dt+

o lim [ (1= my(t) i ()Edt = /0 (1= 75 () 15 ()Exdt,

n—oo 0

o lim [ —(1—7;(t)r}(t) (L+hy(t) &adt :/0 — (L= 7i;(8)) 75(t) (1 + hy (1)) &t

n—oo 0

o tim [ B0 = / CEy (o) (),

n—oo 0

T

e lim — (1= 7;(t)) 23 (t)és = /0 — (1 = 75(t)) i5(t)&adt,

n—oo 0

T T
o lim [0 m) (@) BOG = [ (1= () (14 by (0) i (Oadt.
0 0
Le funzioni presenti nella nostra espressione sono funzioni continue rispetto a w in L? e
per le ipotesi su ) sono funzioni convesse rispetto a w. Per il Teorema in cui si afferma
che una funzione convessa e continua ¢ anche debolmente semicontinua inferiormente, si
ottiene:

hrrg;nfi Z / ) [ (2 @]} -2r @) +2[Qk]] - ui0) x [a5(t) - &] |dt+
+ii/oT [/Ot (2 [ ill]?'ﬁ(T) +2] éﬂf‘y?(T)) dr x [2(t) — &] | dt+
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+i1ji1/: [(2[ b)) ur ) +2[Ql) - (t)> x [yr(t) — &) | dt+
+§§/OT[/; (2 [Qéz}f-y%)%[ ] (T)) dr x [yli(t) — &) | di+
+§J§Z;/OT [(1—Tij(t))r§(t)€1] dt-éé/f [(I—Tij(t))ry(t) (14 hy(t)) & | di+
3 [ o o-ela-33 [ fa-mosgos|as
Sy [ [(1 _nj@))<1+hj<t)>y;;<t>g3] =
= 2;/; [(2[ W m)+2] &]f-%(ﬂ) x [23;(t) — & | dt+
+§ZZ/[/ (2[@L]] - wi(r) + 2 [Qh]] - wi(n) dr x [ws(1) = €] | di+
S [ 210 i+ 2000 ) ) e s
+§1§1/0T [/ot (2[ 32}?'%‘(7)*2[ 32]?'951'(7)) dr x [y;;(t) — &] |di+
+i2 [ [(1—Tij(t))7’j(t)€1] dt_iz [ [(1_Tij<t>>rj<t><1+hj<t>>gz i+

n T

+le/0

dt+

F;(t) [r;(t) —53]]d75— ZZ/O [(1 = 735(t)) i ()&

i=1 j=1

t2 Z/o [<1 —755(t)) (1 + hy(t)) y@-j(t)&;] dt.

i=1 j=1

_ Allora I'operatore A, definito dalla (3.2.10), ¢ Fan-hemicontinuo.

E semplice provare che A e limitato e, quindi, € provata l'esistenza delle soluzioni della
disequazione quasi-variazionale (3.2.7).
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3.4 Applicazione della teoria duale infinito dimensio-
nale al problema generale di equilibrio finanziario

In questo paragrafo utilizzeremo alcuni noti risultati relativi alla teoria della dualita infini-
to dimensionale (vedi [6], [33], [54], [68]), applicandoli al problema di equilibrio finanziario
espresso dalla disequazione variazionale (3.2.7). Il primo passo ¢ quello di introdurre il
funzionale Lagrangiano per il nostro modello. A tal fine, poniamo

f@y,r) = (At w'), w = w)).

Allora, il fuzionale di Lagrange ¢

m n T
L(x,y,r, DA 10 @ 0 o3y = f(a,y,r) — ZZ/ A (B)is(t) dt +
i=1 j=1“0
_ZZ/ )\(2)%] Z/ /Lz (wa ) dt +
=1 j5=1

_Z/o ul (Zyl] ) dt—i—Z/ (r;(t) —r;(t)) dt +
+3° [ AP0 - i 3.41)

dove (z,y,7) € L2([0,T], R¥ ), A, X®) € L2([0, 7], R7™), u®, 4@ € L2([0,T], k™),

si(t) = s; (t, /0 Tw*(s)ds), Li(t) =1; (t, /O Tw*(s)ds).

Ricordiamo che AV, A p(M) () sono i moltiplicatori di Lagrange associati, q.o. in [0, 77,
ai vincoli di segno z;(t) > 0, yi(t) > 0, r;(t) —r;(t) > 0, 7;(t) —r;(t) > 0, rispettivamente.
Le funzioni u™M(t) e p®(t) sono i moltiplicatori di Lagrange associati, q.o. in [0,77], ai

vincoli di uguaglianza Z z;(t) — =0e Z vi;(t) — l;(t) = 0, rispettivamente.
j=1
Nell’articolo [6] Sezione 6 ¢ stato provato 11 seguente teorema:

Teorema 3.4.1. Sia (z*,y*,r") € P X R una soluzione della disequazione variazionale
(3.2.7) e consideriamo il funzionale di Lagrange associato (3.4.1). Allora, vale la forte
dualita ed esistono A\V* \P* € L2([0,T],R7), pW* u®* e L2([0,T],R™), p1*, p@* €
L2([0,T),R?) tali che (x*,y*,r*, XD X (W= 0y @D 0o 524 ¢ un punto sella della
funzione Lagrangiana, cioe
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L,y r, XA O3 M) )
< E(x*,y*,r*, )\(1)*7 )\(2)*,u(l)*,u@)*,p(l)*,p@)*) =0 (342)

Vo), p® € L2(0,T], R%) ¢, g.o. in [0, ),

—2[Q4]; i) +2] gl]?yi(tw/o (2[@0]] - mi(r) + 2 [Qu]] - wi(r) )ar +

— (1= 7)) () — (L= 7y () (8) — A" (8) — iV (2) = 0,
Vi=1,...,m,Vj=1...,n; (3.4.3)

~2[Q] 7 wilt) + 2 [Q) ] - wilt) + / (2 [@sa] - wir) + 2 [Qa]] - ai(r) )ar +

(1= (1) 15 (8) (14 hy (1) + (1= 735(E) (L + hy(E))rT (AT (8) — 1?7 (8) = 0,

Vi=1,...,m, Vj=1...,n; (3.4.4)
D= m(0)) [3,(0) = (L By ()i (0] + Fy(1) + o7 (1) = 5" (1),
- Vi=1,...,n; (3.4.5)
ML) =0, Ny (t) =0, Vi=1,...m, ¥j=1,..n (3.4.6)
W g (Z o (0) - @(t)) 0. 4P (Z i (1) —Zi(t)> 0, (3.4.7)
Vi=1,...,m
Py () (8) = r3 (D) =0, PP (O (8) = T5(1)) =0, Vi=1...n  (348)

Questo Teorema e importante poiche permette di ottenere la Formula di Bilancio, cioe:

S0t = a0 - 30 S w0 [0 -] — 3 (1 - i) +
EEG -3 00+ 3 0 (). (3.49)
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Supponiamo che le tasse 7;;(t), i = 1,...,m, j = 1,...,n abbiano un valore comu-
ne 6(t), e gli incrementi h;(t), j = 1,...,n, abbiano un valore comune i(t), oppure si
considerano semplicemente i valori medi. Si ottiene I'importante Formula delle Passivita

m

B D IETORS SYTCR S SICRS S st
210 = A - 6017 i(0)

A partire dall Formula delle Passivita possiamo ottenere l'indice F(t), chiamato “In-
dice di Valutazione”, che risulta essere fondamentale per la valutazione dell’economia:

Z Li(t)

Et)= —= , (3.4.10)
PIETORD BP0
dove si pone
' 5i(t) = Sl_(t) Fi(t) = F;(t)
’ 1+i(t) L+i(t) —0(t) — 0(t)i(t)

In particolare, se I'Indice di Valutazione E(t) > 1, la valutazione dell’equilibrio finan-
ziario € positiva, mentre se F(t) < 1, la valutazione dell’equilibrio finanziario ¢ negativa.
Infatti, risulta

1)*
DA
7=1

E(it) = 1- — . 4
(1—0()(1+i(t)) (Z Si(t) + Z Fg(t))
> ()
+ =

(1=6(2))(1 +1(t)) (Z S+ Fj(t))

i=1 j=1

Se E(t) < 1, vuol dire che Zp?)*(t) < Zpél)*(t) e questo implica che la somma dei
j=1 j=1
deficit supera la somma dei surplus e, quindi, troviamo una valutazione negativa. Invece,
se E(t) > 1, allora Z pg-z)*(t) > Z pg-l)*(t), ovvero il surplus ¢ maggiore del deficit e,
j=1 j=1
quindi, abbiamo una valutazione positiva dell’economia.
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Capitolo 4

Esempi

4.1 Esempio con termine di memoria

Come abbiamo osservato in precedenza, nel nostro modello, consideriamo una funzione di
utilita che e data dalla somma del termine memoria e della funzione quadratica ottenuta
mediante la matrice di varianza-covarianza che denota la valutazione del settore della
deviazione standard dei prezzi per ogni strumento. Consideriamo un’economia con due
settori e due strumenti finanziari. Le matrici di varianza-covarianza dei due settori sono:

1 0 —05 0 1 0 0 0
L0100 ) 0 1 —050
Q=1 950 1 o] <=0 05 1 o0
0o 0 0 1 0 0 0 1

Nell'intervallo di tempo [0, 1], la funzione w;(t, z;(t),y:(t)) & data da:

T t T
(1) i | @i(t) 1 / { zi(t — z) } i { zi(t — z) 1
R E v B v R O e B R
Scegliamo come insieme ammissibile per gli attivi, i passivi e i prezzi, l'insieme:

K(uw") = {w — (alt),y(0), (1)) € L2(0, 1], RY) -

x11(t) + 212(t) = a/o ri(s)ds + B, xa1(t) + xa(t) = a/o ry(s)ds + [,
yn(t) + ylg(t) =7, y21(t) + ygz(t) = (5 qJ.0. in [0, 1]

3
e 2t <ri(t) <3t, t <ryo(t) < §t q.o0. in [0, 1]},
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dove «, B, v e ¢ sono parametri positivi appropriatamente fissati. Segue che la seguente
disequazione quasi-variazionale (3.2.8) diventa il problema:
Trovare w* € K(w*) :

/ {[2<x;<t>—o.5y;<t>>+ [ 260 - 0505, 0)dr — (1= r@) (0] +
(ent) — aha (1) +

i [2an, + | 2ttty - (1= a0 r;<t>] (e1alt) — (1)) +
i [oanm + [ 2 0dr - 0= o) rr<t>] (ear(t) — () +

+ [2Ael0) ~ 05030 + | 250 (8) — 0545, — (1~ 7n(t) r;<t>} x

C x(am() — ) +

+ [2(y7; (t) — 0.527,(t)) + /Ot 2(y5; () — 0.527,(¢))dT + (L — 71 (2)) ri () (1 + hl(t))} X
X (yn(t) —yn (1) +

+ _2yiz(t) +/0 25, (t)dr + (1 — mia(8)) 3 (1) (1 + hz(t))] (912(t) = ¥7o(1)) +

2080 - 0550) + [ 2000 - 0585007 + (1= 7)1+ i(0)]

X (Y21 (t) — yz1 (1)) +

+ _2y§2( )+/O 255 (t)dT + (1 = 705 (1)) 5 () (1 + hz(t))] (Y22(£) — y3a(t)) +

+ 1 —7'11 xll (1+h1<t))yfl<t)] +

H( = 721(1)) 22, (1) = (L + 7 (1)) w2 ()] +F1(t)} (r(t) = r7(8) +

{
+{ 1= 71(1)) [ (8) — (1+ ha(8)) iy (8)] +

(1= 7at)) (1) — (L4 halt)) wi(0)] + F2<t>} (ralt) — r3(0) }dt >0, (4Ll
Vw € K(w").
Per la legge di conservazione, abbiamo:

1

z12(t) = a/o ri(s)ds —xn(t) + 5, zu(t) = a/o r3(s) ds — xaa(t) + 0,

yi12(t) = —yu(t) + 1, Yor(t) = —ya2(t) + 6.
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Cosi, risulta:

/01 ([mﬁ@) ' 4/0tx’{1(t) dr — yhi(t) — /Oty;(@ ar - Qa/olri(@ ds+

~2a [ t / r4(s) drds —w—wt—<1—m(t))rf(t)+<1—m<t>>r;<t>] (o1 (1) — 5, (1) +
+{4x§2(t) + 4/:95;2(15) dr + y3o(t) + /Oty;2(t) dr — 20z/01r§(3) ds+
— Qa/ot /01 ry(s)drds — 28 =20t — 6 — 5t + (1 — 101 ()1 (¢) — (1 — ng(t))r;‘(t)] .
(wn(t) — T+

+[4y;<t)+4/0tyn dr — (¢ /Ot:cl Vdr — 24 — 241t

(1= ) (0 (14 11(0) = (1= 7a(0) r500) (14 ha(0) (8 — v )+
+{4y§2(t) + 4/;3/;2(15) dr + a5,(t) + /0t$§2(t) dr — 26 — 26t+

= (1= ) (0 (14 14(0) + (1= 7a(0) 750) 1+ ha(0) () = )+

{0 rO)et0) - 0+ mi 0+
HL= () |a [ () ds — r3a(t) B — (1 () (—yalt) + )| + R |

rat) — i)+
+{<1 ~ a®) [a [ 7o) ds =0+ 8 — (L B (s ) +v)} n
(1= 7)) (1) — (L4 hat))yi(t)] + F2<t>}<r2<t> () )dt >0, (412)
per ogni z11(t), T2a(t), y11(t), ya2(t), 71(¢), r2(t) tale che

1 1
ngu(t)ga/ ri(s)ds + B, 0§x22(t)§a/ ry(s)ds + S,
0 0
0<wyn() <7, 0<yxn()<d,

o<t <3 t<ro(t) < ;t.
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1
Applicando il metodo diretto (vedi [19], [53]) e scegliendo 7;; = ) Vi, j e h; =1Vy,

troviamo che la soluzione della disequazione variazionale (4.1.2) si ottiene risolvendo il
sistema:

t

¢ 1
Iy =423,(t) + 4/ i) dr — yi,(t) — / Yy, (1) dr — 204/ ri(s)ds+
0 0 0

t pl
— 2a/ / ri(s)drds — 26 — 25t — §Tf + §r§(t) =0

t

¢ 1
Ly =4a5,(t) + 4/ x5 (t) dT + y5o(t) + / Yno(t) dT — 2a/ ry(s)ds+
0 0 0

t
3 3
— 2a/ / ry(s)drds —28 =20t —6 — ot + —r] — -r3(t) = 0
o Jo 4 4
t t 3 3
F3:4yf1(t)+4/ ?/ikl(t)dT_xE(t)_/ x?l(t)dT_QV_QWH‘QTT_57”;:0
ot ot ; ;
F4:4y;2(t)—|—4/ y’QkQ(t)dT+:E§2(t)+/ xgz(t)d7—25—25t—§rf+§7’;>0
0 0

3 3 !
I's=— [fﬁ(t) - 29?1@)] + 1 [O‘/ 7";(5) ds — w3 + 8 — 2<_?J;2 +0)| +F1>0
0

4
['g = 1 «Q ri(s)ds — i, + B — 2(—=y; +7) +Z{x22(t) —2y5(t)] + F> > 0.
\ 0

Poiche I'y > 0, I's > 0 e I'g > 0, il metodo dirette assicura che

Yoo(t) = 0, () =1y (t) = 26, ry(t) = 1ro(t) = 1.

1 1 1 1 1
/r;(t)dtz/ 2tdt:1e/r;(t)dt:/ tdt = =,
0 0 0 0 2

Inoltre, poiche

t ¢
5 (1) dr — i (1) —/y;@) dT—2a—2at—25—2ﬁt—zt:O
t Ot

3
x5y () AT 4 y3o(t) —i—/y;Q(t) dT—a—at—25—2ﬁt—5—5t+Zt:O
¢ 0

3
Yy (t) dr — 27, (t) —/xfl(t) dT—2’7—2’}/t+§t:O
0

4
0, , :
[y >0 <—=4dys5,(t) + 4/y§2(t) dr + 23, (t) +/x§2(t) dT—25—25t—§t>0
0 0
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diventa:

r 7, 2 7
* = — — 4) — —
Y1, (t) 206 + 5 (a+ B+ 4y) 20

932(75) =0

1, 8 w1
“10° T3 <O‘+ﬁ+4>+10
) 3 1 3
$22<t):E6t+Z(Q+26+6)—E

&
— %
-

—~
~
SN—
I

\

Inoltre, I's > 0 e I'g > 0 e cio significa che:

379, , 8L 28, 00 14 7
80 60 30 4 15 80|’

31 79 50 37 1. 16 79
P> |-t o2 2 Sy Ty
2 4{ ¢ 60" 30 1 +157+80}

Osserviamo che «, 3, §, v devono soddisfare le seguenti condizioni in [0, 1]:
0<zy(t) <B+a, 0<yh(t) <7,

1
0<a3(t) < B+ 2% 0 < y3(t) < 0.

Se scegliamo a« = 15, § = 14, 6 = 1, v = 11 queste condizioni sono soddisfatte.
Sostituendo tali valori nella soluzione di equilibrio, otteniamo q.o. in ¢ € [0, 1]:

( 1 511
* t — o —t _
xn() 106 + 30
3 173 (2 (t) L~ + 359
” _ $12 — — € —_—
7 563 5 (t) = S + L
* — Lty 2P0 21 T 16
i1 (t) 0¢ T e (4.1.3)
. () = T o, 97
U(t) = 0 volt) = —55¢ + 5o
ri(t) = 2t L ¥n(t) = 1.
\ ry(t) =t

Infine, le condizioni I'; > 0 e I's > 0 diventano in [0, 1]:

3
F1>4_l

79 ., 1669
80 240 |
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“a7s0¢ T 210
Dalla formula (3.4.5) e (3.4.8) sappiamo che:

357 79 ., 4691
Pl -]

2)x* 1)* 2)% 1)
D5+ p2%(t) = o7 (1) e Do+ pS(t) = p3* ()

AV O (1) = (1) =0 e pP @) ~71(1) =0,
P (Ora(t) = r3(1) =0 e o ()3 (1) — Ta(t) = 0.
Poichi r{(t) = 1, (#), otteniamo che pi”*(t) > 0 ¢ pi”" (t) = 0; quindi:

s = piV*(t) > 0.

Analogamente, poiche r3(t) = ry(t), otteniamo che pgl)*(t) >0e pg)*(t) = 0; quindi:

Te = p"(t) > 0.

Ma p(l) () e pgl)*(t) sono le variabili relative al deficit e sono positive. Quindi 'eco-
nomia si trova in una fase di regressione. La stessa conclusione si ottiene considerando
I'indice di valutazione. Infatti, ponendo, q.o. in [0, 1]:

3[79 _, 1669
f= 4[80 240} @1(0),
3179 _, 4691
2=1l—% 240] ¢2(1),
¢1(t), ¢2(t) > 0 in [0,1],

e ricordando che

= Fy(t)
E(t) = - E(t 2
0= " con B0 = T3 =000 — o)
> 2
i=1 j=1
da un semplice calcolo si ottiene
12
E(t) = <1

12+ 3 (9251( )+ (1))
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4.2 Esempio senza termine di memoria

Una cosa interessante da fare ¢ un confronto con la soluzione dello stesso problema ma
senza considerare il termine di memoria nella funzione di utilita. A tal fine, consideriamo
le stesse matrici Q' e Q? e il termine u;(¢, z;(t), y;(t)) definito come segue: e data da:

(1) } i { (1) 1
ui(t, (1), yi(t) = — -
) == | ) | o[ )
L’insieme dei vettori ammissibili degli attivi, dei passivi e dei prezzi e:

K(w") = {w — (alt), (1), (1)) € L2(0, 1], RY) -

1 1
x11(t) + 212(t) = a/ ri(s)ds+ B, xor(t) + xoa(t) = a/ ry(s)ds + 3,
0 0
yi1(t) + yi2(t) =7, Y2 (t) + yo2(t) = 0, q.o. in [0, 1]
e2t <ri(t) <3tet <ryt) < gt q.o. in [0, 1]}

dove «, 3 e § sono parametri positivi appropriatemente fissati. Segue che, in questo caso,
la disequazione variazionale diventa il problema:
Trovare w* € K(w*) :

/O ([2(21:() = 0.591,(1)) — (1 = 72 () 7 (B)] (12 (F) — 27, (1)) +
+ [2255(8) = (1= 712()) ()] (212(2) — 275()) +
+ [225,() = (1= 722 () 17 (8)] (w21 (t) — 25, (1)) +
+ [2(255(1) — 0.595, (1)) — (1 — 722(2)) 3 (1)] (w22(t) — 255(1)) +
+ 20 () = 0.527,(8)) + (1 = 70 (8)) 7 () (1 + 2 (£))] (yaa () — w72 () +
+ [2y12(8) + (1 = m2()) r3 () (1 + ha(8))] (y22(t) — yia(t)) +
+ [2(y21 (1) = 0525 (1)) + (1 = 721(1)) 7 () (1 + ha(8)] (w21 (t) — w3 (1) +
+ [2y2(8) + (1 = 722(8)) 5 () (1 + ha(8))] (y22(t) — v3(1)) +
+ {1 =7 () [21:(2) — (

L4 ha(t) yn ()] +

+(1 = 721(t)) [25, (1) = (L4 ha(8) Y31 ()] + F1(O)} (r(t) —ri(t)) +
+{(1 = 112(t)) [255(t) — (1 + ha(t)) iy (t)] +
(1 = ma(t)) [252(1) = (L4 ha(t)) y3o(8)] + Fo(8)} (r2(t) —r3(2)) )dt = 0
Vw € K(w*).

1
Risolvendo il problema con la stessa tecnica (vedi [21]) e scegliendo 7;; = 1 Vi, j e

hj =1 Vj, troviamo che la soluzione ¢ data da:
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([ ri(t) =1() =2t
r3(t) = ro(t) =t
1 7
()= —(2 2 8v) — —t
yi1(t) 15 (2a +28 + 87) 20
Yao(t) = 0
1 1
() = — 2 —t
23 (t) 15 (8a+83 +2v) + 10
1 3
so(t) = — 2 o) — —t.
\ T55(1) 1 (v +28+9) 16
Inoltre, da I's > 0 e I's > 0 segue:
3 79 31 23 9 14
Fso |-, 2 s 2
! 4{80 60" 305+4+157}’
3179 59 37 1 16
B2 |2y 2, _2lg 5,0
274 {80 60 30" 10T 157}’

purche siano soddisfatte le seguenti condizioni:

0<ap(t) <B+o 0<yh(t) <v
1
0<w3(t) < B+ Bia 0 < y3(t) < 0.

(4.2.1)

(4.2.2)

(4.2.3)

(4.2.4)

Scegliamo, come nell’esempio con termine di memoria, o = 15, f =14, 6 = 1, v = 11,
¢ semplice verificare che le condizioni (4.2.3), (4.2.4) sono soddisfatte e, sostituendo tali

valori nella soluzione di equilibrio, si ottiene q.o. in [0, 1] :

> T 16

o 254 1 o 181
zii(t) = - T 1ob 2i5(t) = T 10
3 21
) = -2 | o = 2
e
. 146 7 N 19
yii(t) = 1_5_2_0t7 yis(t) = 1_5"‘_’57
L y5:(t) = 0, [ wai(t) = L

(4.2.5)

Inoltre, sostituendo o« = 15, 5 =14, 6 =1,y = 11 in (4.2.1) e (4.2.2), dalle condizioni

['s>0els >0, seguein [0, 1]:
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Dalle (3.4.5) e (3.4.8) sappiamo che:

s+ pP(8) = p{ (1) e T+ pS?" (1) = pi* (1)

AV O (1) = (1) =0 e p” (@(ri(0) ~71(1) =0,
py" (D)(r5(1) = r5(1)) = 0 e py”" () (r3(t) = Ta(t)) = 0.

Poiche ri(t) = r,(t), otteniamo pgl)*(t) >0e pf)*(t) = 0; quindi:

Analogamente, poiche r3(t) = ry(t), otteniamo pgl)*(t) >0e pg)*(t) = 0; quindi:
Ts = ps " (t) > 0.
Ma pgl)*(t) e pgl)*(t) sono le variabili relative al deficit e sono positive. Quindi, I’economia

si trova in una fase di regressione. La stessa conclusione si ottiene considerando I'Indice
di Valutazione. Infatti, ponendo, q.o. in [0, 1]:

37 79 179
=22 /
! 4[ 80 30}“51()’
3779 308
F="|—t—— t
) 4[80 15]+¢>2(),

¢1(t>,¢2(t> > (0 1n [0, 1],

in questo esempio, abbiamo

12
E(t) = <L

124 2 (61(6) + 62(0)

4.3 Confronto tra i due esempi

Possiamo fare il confronto tra la soluzione del modello con termine di memoria e le solu-
zione senza termine di memoria. In particolare, si puo osservare che entrambe le soluzioni
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(4.1.3) e (4.2.5) sono le stesse quando ¢ = 0. Invece, quando t > 0, le soluzioni (4.1.3) e
(4.2.5) sono crescenti. Inoltre, possiamo calcolare la differenza tra le soluzioni:

a0) = w0 - wn ) = 55 [ - (1-1),
Bt) = w5(0) ~ at) = (1t =)
B0 = GiEl) — v ) = o1 — =),

Si osserva, cosi, che le soluzioni del modello senza termine di memoria (4.2.5), sono una
prima approssimazione delle soluzioni con termine di memoria (4.1.3).
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Conclusioni

In questa tesi, abbiamo presentato un classico modello di equilibrio finanziario e, succes-
sivamente, un modello di equilibrio finanziario con termine di memoria e vincoli flessibili
e adattivi che, come abbiamo avuto modo di osservare, rendono ancora piu realistico il
modello. In particolare, si considera una funzione di utilita in cui la misura del rischio,
nella forma di Markowitz, dipende da un termine di memoria che esprime 'influenza dei
precedenti equilibri finanziari; ovvero la funzione di utilita considerata e la seguente:

ui(t, 2i(t), yi(t)) =
[0V @ 20] 4 [ @It iy 2 04T i)

+/0 <2 [QZQQ};[ Yil7) +2 [ ZHLT : 131(7)) dr.

Nel modello presentato, la dipendenza dal termine di memoria e richiesta per poter pren-
dere in considerazione anche I'influenza della distribuzione di equilibrio attesa per gli attivi
e i passivi degli investimenti di tutti gli strumenti. In particolare, 'ammontare s;(t) degli
investimenti come attivita e 'ammontare [;(t) degli investimenti come passivita sono di-
pendenti dal tempo e dalla soluzione attesa. Tale dipendenza viene espressa nel seguente

modor: N (t, /OTw*(s)dS) ed I; (t, /0 Tw*(s)dS)

dove abbiamo indicato la soluzione prevista con w*(t) e, quindi, la soluzione in media
T

sara data da w*(s)ds. Siamo, poi, giunti alla formulazione variazionale del problema

nei due casi pr(()esentati e abbiamo analizzato i piu recenti ed importanti risultati relativi
all’esistenza della soluzione per una disequazione quasi-variazionale che caratterizza un
modello finanziario. In particolare, nella tesi, abbiamo dimostrato un teorema di esi-
stenza in ipotesi molto generali. Abbiamo anche richiamato i risultati di dualita ed, in
particolare le formule che caratterizzano la valutazione del mercato finanziario, cioe la
Formula di Deficit, la legge di Bilancio e la Formula delle Passivita. A partire da tali
leggi abbiamo ricavato I'indice di valutazione E(t), che rappresenta uno strumento mol-
to utile e significativo per valutare 'equilibrio finanziario e migliorare ’economia, e le
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variabili deficit e surplus. Abbiamo anche fatto vedere che le soluzioni di un modello
finanziario senza termine di memoria sono una prima approssimazione delle soluzioni del
problema con termine di memoria; infatti, la differenza delle soluzioni ¢ data dal termi-
ned=c- e — (1 —1t)]. Inoltre, abbiamo presentato alcuni esempi numerici, studiati
computazionalmente, per i quali abbiamo ottenuto la soluzione di equilibrio mediante il
metodo diretto. L’importanza della dimostrazione del teorema generale di esistenza per
una disequazione variazionale € notevole poiche esso puo essere applicato a molti altri
problemi relativi all’economia, alla fisica, all'ingegneria e a tanti altri campi.
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