CAPITOLO I

1.   Matematica e musica.

Nella fase evolutiva c’è un momento dell’educazione, circa tra i 15 e i 20 anni, in cui viene privilegiata una componente razionale. Questo spirito porta a chiedersi il perché di certi fenomeni musicali, per cui si è soggetti a domande tipo: ma perché succedono certi fatti? E ad alcuni problemi fondamentali in musica si può rispondere meglio usando il raziocinio. Molte persone, anche quelle che hanno già ricevuto una loro educazione musicale, sono sorprese nel trovare una razionalità in problematiche che per tanto tempo hanno affrontato sotto un profilo sentimentale. In realtà è possibile introdurre della razionalità nei fenomeni musicali.

Naturalmente la diversa inclinazione di ciascuno e la vastità delle problematiche esistenti portano a un trattamento settoriale.

Un tema  classico è ad esempio il temperamento equabile della scala. Questo consente un ripasso, seppur un po’ tecnico, dell’aritmetica da un punto di vista pitagorico: la questione dei rapporti razionali e la possibilità, possibilità in termini matematici, di scrivere gli intervalli in modo adeguato.  E fa anche capire meglio la polemica nel periodo del Barocco e del Rinascimento sull’armonia, polemica culminata con un compromesso all’epoca di Bach che giustificava il buon temperamento; quindi la nascita del temperamento equabile e l’adozione definitiva del temperamento equabile come soluzione e risultato di incontro tra la musica e la matematica. E questo indubbiamente ha dato qualcosa di vantaggioso sia all’una che all’altra disciplina. Questa tematica classica consente di parlare di aritmetica, dei numeri reali, dei numeri razionali, delle entità commensurabili e di quelle incommensurabili. E nello stesso tempo tiene abbastanza attenti perché, quando si tratta di far sentire quali sono le consonanze che corrispondono ai numeri naturali, si va alla tastiera e si suonano determinate cose.

Un altro argomento che si può trattare, peraltro molto trascurato, è quello della costruzione degli strumenti musicali. Ci sono molte persone, tra cui studenti di conservatorio, che non hanno nemmeno il linguaggio opportuno per spiegare bene cosa succede quando schiacciano un pistone di una tromba, essenzialmente quando si allunga o si accorcia il pistone, e perché certi suoni sono naturali e altri no, o come nasce la scala cromatica con i pistoni; lo sanno perfettamente fare, ma se lo devono spiegare a parole, si trovano in difficoltà, perché mancano di un linguaggio appropriato e universale. Ecco allora che appare quanto mai necessaria una trattazione matematica dei problemi musicali, se non altro solo per spiegare a dei profani cosa sta succedendo quando si suona; partendo appunto con cos’è un accordo fondamentale, un bemolle, come mai è rimasta la fondamentale e così via. Si comincia con gli strumenti a fiato, per non parlare poi della meccanica degli strumenti ad arco, che è estremamente difficile. Spesso un violinista o un violoncellista non si sono mai accorti che, toccando a una certa distanza le corde, si ha un effetto diverso. Anche le cose più elementari non sono mai state dette. E c’è una tale quantità di argomenti che si possono citare. Per esempio sul pianoforte ci si può chiedere come avviene un battimento, o cosa accade quando si deve accordare: c’è tutta una problematica sotto questi fenomeni che tutto sommato interessa anche gli studenti di conservatorio, perché, pur avendo un’infarinatura delle cause, spesso non hanno approfondito opportunamente.

E l’altro filone totalmente diverso viene suggerito dall’armonia e dalla logica che sta dietro agli accordi. Esistono accordi, cioè tre o più note suonate contemporaneamente, che scritti in un modo ci fanno capire che siamo in una certa tonalità,  però scritti in un altro modo non portano più alla tonalità di prima e questi sono problemi di simmetrie. Insomma piccole banalità che si possono esprimere meglio quando si è fatto un discorso opportuno.

E nel procedere in questa linea viene privilegiata naturalmente una struttura a interventi misti,  cioè un professionista che fa un piccolo concerto, accanto al quale, prima o dopo, c’è un intervento di spiegazione, di razionalizzazione. Col tema delle simmetrie la musica di Bach sembra la più adeguata, peraltro si sente molto spesso di concerti sulle sue musiche, per esempio sull’Offerta Musicale, cui segue una analisi armonica dell’opera. 

L’Offerta Musicale da sola è un po’ noiosa, invece, con una spiegazione filologica del contrappunto che c’è dietro, diventa una cosa estremamente interessante, e lo diventa tanto più per il fatto che nasconde una mentalità scientifica ben precisa.

Ecco allora che ci sono delle opere, nel quadro di quanto appena detto, che si presentano in un certo senso da sole, oltre alla già citata Offerta Musicale, c’è, sempre di Bach, l’Arte della Fuga.

2. Rappresentazione grafica nel piano di traslazioni, riflessioni e rotazioni di una scala maggiore con diagrammi tempo – frequenza.

Esempi di isometrie del piano euclideo
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Si può dimostrare, e in seguito sarà fatto, che nel piano ogni traslazione è il prodotto di due riflessioni con assi paralleli opportunamente scelti e ogni rotazione è ancora il prodotto di due riflessioni, ma con assi incidenti, opportunamente scelti. 

E’ interessante vedere cosa accade componendo opportunamente traslazioni, riflessioni e rotazioni. Possiamo avere figure esteticamente molto particolari. Ad esempio riflettendo e traslando la R, iniziale di riflessione, si ottiene


Figuriamoci ruotando e traslando cosa altro potrebbe succedere: la nostra fantasia si può sbizzarrire. 

Ebbene è possibile vedere dietro un’opera di Bach una logica di questo tipo. 

Consideriamo la scala naturale di do maggiore e limitiamoci a suonarla nel solo moto ascendente. 
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Riflettendola rispetto all’asse verticale otteniamo la stessa scala per moto discendente, o moto contrario, come si suol dire.

La scala in blu è la riflessa della scala in rosso, rispetto all’asse delle altezze (frequenze), e si dice scala di do maggiore per moto contrario. 
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E’ chiaro che riflettendo rispetto all’asse delle durate la scala di partenza ritrovo la stessa scala che avevo riflettendo rispetto all’asse delle altezze, solo  un’ottava più in basso. Lo stesso effetto si ottiene ruotando di 90 gradi la scala in rosso, per ottenere la scala in blu, e di 270 per ottenere quella in giallo.
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Analogamente la scala in giallo è proprio la scala in blu: basta muovere quest’ultima opportunamente in modo rigido, ad esempio prima verso il basso e poi a destra. In tal modo si è effettuata una traslazione.

3.   Trasformazioni su scale e accordi a una o più voci.

Tuttavia è sorprendente esaminare alla luce delle sole traslazioni altri fenomeni, ad esempio il comportamento degli accordi e degli arpeggiati. In prima analisi possiamo dire che si parla di accordi quando suoniamo tre o più note contemporaneamente: se non si suonano assieme ma una dopo l’altra si parla di arpeggiati. Per semplicità limitiamoci a considerare i soli accordi di tre note, che per questo vengono dette triadi.

La nota più grave dell’accordo ha un ruolo importante, perché in un certo senso da sola è sufficiente a stabilire un eventuale accompagnamento; fa armonia, e per questo le si da un nome. Non a caso la si chiama basso o fondamentale e tutto l’accordo si classifica in base alla posizione di questa  nota, pertanto si parla di stato o posizione di un accordo.  

In realtà esiste tutta una branca della musica, peraltro molto antica, che si occupa della scienza degli accordi e delle regole per comporre. Si tratta dell’armonia e del contrappunto. 

Permutando la disposizione delle note di un accordo si hanno i rivolti, che sono particolari stati dell’accordo. Nelle triadi abbiamo un primo e secondo rivolto, a seconda di quale sia la nota più grave. Ad esempio do-mi-sol è la classica triade, con terminologia più appropriata si tratta di una triade perfetta maggiore di do, allo stato fondamentale. Se consideriamo mi-sol-do abbiamo il primo rivolto, mentre sol-do-mi è il secondo rivolto. Si capisce che un’ulteriore permutazione porta nuovamente allo stato fondamentale, ecco perché i rivolti sono solo di due tipi nelle triadi.

Ebbene anche questi problemi possono essere adeguatamente risolti con le isometrie del piano, addirittura usando solo traslazioni. Vediamone un esempio proprio con questo accordo, eventualmente slegato ad arpeggio.
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Osserviamo esplicitamente che in tutti i grafici visti sinora è sempre un solo strumento che suona.

A questo punto sorge spontaneo domandarsi cosa possa accadere se è più di uno strumento a suonare e se intervengono non simultaneamente. Già con le due mani sulla tastiera, se trattate come voci distinte di strumenti distinti, accadono fenomeni di simmetria molto singolari. 

Forniamo in proposito delle scale a terze sempre di do maggiore, si tratta di un comune esercizio pianistico. Si notino le frecce che indicano la distanza tra le voci, dunque il termine di traslazione, nonché quello di riflessione rispetto all’asse z nel secondo esempio.
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Si può ulteriormente complicare la situazione inserendo un violino che comincia

a  suonare  in ritardo di  2 unità  di tempo  rispetto   al  pianoforte.  Il  successivo

grafico  mostra  come  ciò accada.




Ancora più interessante è l’esame di un eventuale intreccio di queste voci. Nello stesso grafico facciamo suonare per moto contrario, cioè riflettendo rispetto all’asse z, il violino. Abbiamo quanto segue.




4.  L’Offerta Musicale di Bach

L’Offerta Musicale fu scritta da Bach al suo ritorno da Potsdam nel 1747. Bach si era recato dal re il 7 maggio e , ritornato a Lipsia, si mise subito al lavoro tanto  che poté inviarglielo già terminato il 7 luglio. Impiegò dunque meno di due mesi per scriverla e farla stampare, quantunque l’editore abitasse lontano; infatti fece incidere l’opera da Schubler di Zella, che aveva già pubblicato varie sue composizioni per clavicembalo e sei corali per organo.

L’esemplare originale è ora nella biblioteca del collegio di Joachimsthal a Berlino, al quale era stato lasciato dalla principessa Amelia.

L’opera era accompagnata dalla seguente dedica in tedesco: 

Maestà serenissima, mi prendo la libertà di presentarVi , nella sottomissione più profonda, un’offerta musicale di cui la parte più nobile è quella suggerita da Vostra Maestà. Ricordo ancora con rispettosa soddisfazione, la grazia tutta reale che Vostra Maestà ha voluto farmi tempo fa, durante il mio soggiorno a Potsdam, degnandosi di suonare un soggetto di fuga e domandandomi di svolgerlo in Vostra presenza. Era mio dovere obbedire umilmente all’ordine di Vostra Maestà. Feci tuttavia notare che per la mancanza della necessaria preparazione, non mi era possibile sviluppare un soggetto tanto eccellente nel modo che esso meritava; mi accinsi perciò a lavorare questo soggetto, reale nel vero senso della parola, con tutta l’arte necessaria, ed a farlo poi conoscere al mondo. Il progetto è ora realizzato nella misura delle mie forze, e mia sola lodevole intenzione è quella di accrescere, per quanto è in mio potere, la gloria di un monarca di cui tutti ammirano la forza e la grandezza sia in tutte le arti della guerra e della pace, sia, e, soprattutto, nella musica. Il mio ardimento mi spinge ad unire anche quest’umile preghiera: voglia Vostra Maestà degnarsi di accogliere benevolmente questa modesta opera e conservarmi la sua grazia reale e sovrana.

Umilissimo servo di Vostra Maestà                                                           Lipsia, 7 luglio 1747

Tuttavia l’accompagnatoria precedette solo un terzo dell’opera, mentre le altre due parti furono inviate senza alcuna formalità. I sei fogli di carta di lusso della prima parte, due dei quali destinati al titolo e alla dedica, contengono una fuga a tre parti “super thema regium”, intitolata Ricercare, un Canon perpetuus e cinque Canones diversi super thema regium ed una Fuga canonica in Epidiapente.     

Il Ricercare a tre parti ha un carattere ben diverso da quello delle altre fughe di Bach, poiché, mentre queste presentano sempre un lavoro serrato e minuzioso, quello è piuttosto una fantasia fugata, tanto che al primo momento non si riesce a capire perché l’autore non abbia cominciato la sua opera con una fuga più importante. Ma la ragione è molto semplice: Bach si è limitato a rifare a memoria l’improvvisazione che aveva eseguito davanti al re. Per questo, il brano non si può confrontare con le altre fughe del maestro, ma è ugualmente prezioso per noi perché costituisce un saggio della sua improvvisazione.

Il Thema regium di Federico il Grande su cui è costituita tutta l’opera è il seguente: 

Nel ‘700 erano in voga i canoni sotto forma di sciarada musicale e naturalmente anche Bach si interessò molto a questo genere di musica. Non si tratta in questo caso dei canoni che si incontrano nel corso di un brano musicale, ma di canoni artificiosi che i musicisti dell’epoca si divertivano ad inventare, per dar prova di abilità. I canoni dell’Offerta musicale rientrano tra questi.

Nella prima parte dell’opera che fu inviata al re vi sono sei canoni, nei quali l’autore architettò combinazioni di un ingegnoso simbolismo musicale; così al canone per augmentationem contrarium motu aggiunge “Notulis crescentibus crescat Fortuna Regis”, coll’aumentare delle note aumenti la fortuna del re; al canone perpetuo (Per tonos) è apposta questa frase: “Ascendenteque modulatione ascendat Gloria Regis”, s’innalzi la gloria del re con questa modulazione ascendente. Anche il titolo della prima pagina contiene un acrostico : “Regis Iussu Cantio Et Reliqua Canonica Arte Resoluta = RICERCAR”.

La parte inviata al re successivamente è costituita da quattro fogli di carta ordinaria tenuti assieme da uno spillo. Siamo dunque lontani dal lusso del primo invio, benché questa parte contenga il brano principale di tutta l’opera: una fuga a sei voci (intitolata ancora Ricercare) sul tema regio, seguita da due canoni. Si ricorderà che il re aveva chiesto di improvvisare una fuga a sei voci e che egli aveva acconsentito solo a condizione di poter scegliere liberamente il soggetto, dato che, per ragioni di natura armonica che qui non sviluppiamo, non tutti i temi si prestano a essere trattati a sei voci. Appena tornato a Lipsia si mise di puntiglio e volle scrivere una fuga a sei voci anche sul tema regio, creando il ricercare di cui sopra.

La composizione è notata su sei righe, ma si può suonare anche a due mani sul clavicembalo. E’ lo schema di fuga più organico di tutte quelle scritte da Bach, ma è essenzialmente  un’opera dotta, quasi del tutto priva di quell’ispirazione e di quella poesia che tanto illuminano il Clavicembalo ben temperato.

I due canoni, uno a due voci e uno a quattro voci, sono ancora più complicati di quelli della prima parte, dato che Bach per questi non ha indicato le soluzioni, cioè si limita a dare gli elementi, ma lascia al lettore il compito di cercare le entrate.  “Quaerendo invenietis” , cercate e troverete, è scritto sopra due canoni. Curioso è il fatto che, ricercando, si sono trovate non una, ma quattro soluzioni diverse per quello a due voci. Il merito va attribuito all’allievo Kirnberger, che nella seconda parte della sua opera teorica Die Kunst de reinen Satzes, diede anche la soluzione dei sei canoni che fanno parte del primo invio.

I fogli che il maestro inviò al re per ultimi contengono una Sonata per flauto e violino con accompagnamento di clavicembalo (largo, allegro, andante, finale) ed un Canone perpetuo. Il largo ricorda molto vagamente il tema regio, che appare sotto la forma di canto fermo nell’allegro fugato; l’andante è tutto costruito sui motivi del ricercare a tre voci; e finalmente l’allegro che chiude la sonata riprende il tema regio opportunamente trasformato.

L’Offerta Musicale fu un esperimento del quale il maestro non poteva essere soddisfatto, prima di tutto perché l’aveva iniziata senza un piano prestabilito, come si vede dal fatto che la mandò al re in tre successive riprese. In secondo luogo perché il tema che gli era stato dato, per quanto degno di nota, non si prestava ad una fuga. Perciò terminato questo lavoro Bach incominciò a scrivere sull’arte della fuga, un’opera sistematica e astratta che lo tenne occupato negli ultimi mesi della sua vita.

5.   I canoni dell’Offerta Musicale, le affinità e le isometrie.

A questo punto è possibile leggere un’opera come l’Offerta Musicale in modo adeguato: si tratta di un insieme di brani (canoni, ricercari, sonate e fughe) ognuno dei quali è composto con una tecnica particolare, detta imitazione, che dà luogo a un intreccio di voci. Per voce, ricordiamo, si intende la linea melodica suonata da uno strumento. C’è un motivo stabilito a priori, che viene ripresentato diverse volte e in diversi modi dalle varie voci. 

Nell’esempio in fig.3.8 il motivo è la scala di do maggiore; nel caso degli accordi era costituito dagli arpeggiati di un fissato accordo. In generale come motivo si può assumere un’arbitraria figurazione melodica e trattarla opportunamente, cioè rifletterla, traslarla, ruotarla. Per essa è possibile scrivere le equazioni che la regolano, trattandosi esclusivamente di trasformazioni affini, in particolare di isometrie del piano euclideo. 

Una forma musicale che soddisfa tali requisiti compositivi viene detta canone. Spesso i canoni hanno dei criteri con cui essere sviluppati, esplicitati dall’autore stesso. Per moto contrario, ad esempio, sta a significare che bisogna riflettere; per moto parallelo, o a ingressi successivi, che bisogna traslare; per moto retrogrado che bisogna ruotare; infine, per aumentazione, che bisogna dilatare. Queste indicazioni sulla risoluzione del canone suggeriscono la trasformazione del piano euclideo che è coinvolta. 

Ora forniremo un criterio matematico che ci permetterà di classificare i canoni dell’Offerta Musicale, basato su diagrammi del tipo di quelli visti poco fa. E’ interessante osservare che anche con le tecniche dell’armonia, cioè con criteri di natura contrappuntistica, è possibile pervenire alla medesima classificazione.

La generalità di questo metodo consentirà di procedere analogamente per un qualsiasi canone ad un numero arbitrario di voci.

Sarà opportuno richiamare alcune nozioni sul piano euclideo per poter fare questo.

Quando si parla del  piano euclideo Π = (E(2,R), < , >) si intende uno spazio affine di dimensione 2 sul campo reale munito di un prodotto scalare euclideo   < , >, cioè di un prodotto scalare ortogonale, ovvero simmetrico, per il quale esista una base ortonormale.  

Precisamente < , > è un’applicazione di V × V in R, dove V è il sostegno vettoriale di Π, tale che (u,v,w ( V e   (λ  ( R   si ha:    
(i) < u + v,w > = < u, w > + < v, w >

(ii) < u, v + w> = < u,  v > + < u, w >

(iii) λ < u, v > = < λu, v > = <u , λv >

(iv) < u , v > = < v , u > 

ed esista una base B = (e1, e2 ) tale che < e1, e2 > = δij , dove δij è il simbolo di Kronecker
. 

Si osserva che l’esistenza di una base ortonormale equivale ( procedimento di Gram – Schmidt) alla condizione che la forma quadratica associata a < , > sia definita positiva, cioè che ||u|| = <u,u> > 0, (u ≠ 0, dove  || || è l’applicazione di V in R definita da u ( V          ||u|| = <u,u>= x2+y2( [0,+∞[ , con u=xe1+ye2.     

D’altra parte || || costituisce una metrica su V e viene detta norma euclidea del piano, essa infatti soddisfa gli assiomi metrici (u,v,w ( V 
(j)    || u – v || = || v - u ||

(jj)   || u || = 0            u = 0

(jjj)  || u - v || ( || u - w || + || w - v ||.

Particolare interesse destano le trasformazioni di Π in se che conservano la struttura in modo fedele, cioè in modo iniettivo e suriettivo: le affinità e le isometrie rientrano tra queste.  Più precisamente nel piano euclideo è possibile considerare trasformazioni che conservano la struttura affine, le affinità, e quelle che conservano contemporaneamente  sia quella affine che il prodotto scalare, le isometrie.  Evidentemente in uno spazio siffatto, che per sua natura è più ricco di uno spazio affine, si ha che le isometrie rientrano tra le  affinità.

Considerato V spazio vettoriale n-dimensionale su R ed E spazio affine su V si può far vedere che  

                                 Aff(E) = GL(n,R) × T

cioè che le affinità di E spezzano nel prodotto semidiretto del gruppo generale lineare su V e di un gruppo, quello delle traslazioni di E, isomorfo al gruppo additivo di V. 

Non lede la generalità supporre che

                   Aff(E) ={A + b / detA ≠ 0 e b( V} 

con A matrice n per n su R.

Il caso di n=2 è quello che affronteremo in maggiore dettaglio. 

Tuttavia si è parlato anche di isometrie ed è possibile vedere che 

                         In(E) = On(R) × T 

cioè che il gruppo delle isometrie di E è anch’esso prodotto semidiretto, mutatis mutandis, del gruppo ortogonale su V e di un gruppo isomorfo al gruppo additivo di V. Analogamente, il caso che ci interessa è ancora quello per n=2.

Osserviamo che

GL(n,R) = {f (Aff(E) | f(0)=0}= {affinità di E che fissano il vettore nullo} 

mentre

On(R) ={g ( In(E) | g(0)=0 }= {isometrie di E che fissano il vettore nullo}.

Come c’è da aspettarsi On(R) ( GL(n,R) e In(E) ( Aff(E) (n ( N.   

Infine non si può non menzionare il gruppo delle dilatazioni di Π, 

                         G ={kI + a / k( R* , a( V } 

con I matrice identica n per n e R* = R-{0}. 

Ovviamente   G  ( Aff(E), inoltre, per k = 1 otteniamo il sottogruppo T di G (gruppo delle traslazioni);

G  = H(a, k)  è il gruppo delle omotetie di centro a e rapporto k.  Si dà per acquisito che nel caso di Π , 

                                               H (a, k) ( R* × R . 

A titolo di richiamo ricordiamo che GL(2,R) = {A / detA ≠ 0 }, con A matrice 2 per 2 a coefficienti reali, mentre 

O2(R)  = {                                           | θ,η( R/2πZ  } . 

Tuttavia  è  possibile presentare in un altro modo  O2(R), prescindendo dalla nozione di anomalia.

Per definizione di piano euclideo siamo sicuri dell’esistenza di una base ortonormale, ovvero di una  coppia di vettori (e1,e2) tali che ei×ej=δij , dove δij è il simbolo di Kronecker. 

Ricordiamo inoltre che nel momento in cui viene assegnata un’affinità, in particolare un’isometria di Π, ad essa resta associata una trasformazione lineare del sostegno vettoriale di Π, detta traccia, che è definita in modo naturale come restrizione. Questo discorso è suscettibile di generalizzazione ad uno spazio euclideo standard  arbitrario (E(n,R), < >).  

Detta allora φ la traccia di un’isometria Φ di Π, in quanto tale, essa è univocamente determinata dai valori che assume nei vettori di un riferimento ortonormale di V, pertanto se φ(e1) = αe1+βe2  e  φ(e2) = γe1+δe2, la matrice         è caratteristica di  φ , dove α, β, γ, δ ( R  e chiamiamo M questa matrice. Trattandosi della traccia di un’isometria si ha M( GL(2,R) , cioè    detM = Δ ≠ 0. 

Avendo scelto i vettori ortonormali abbiamo  ||αe1+βe2|| = 1 = α2+β2,  ||γe1+δe2||= = 1 = γ2+δ2 , inoltre  <φ(e1),  φ(e2)> = 0          α γ+ βδ = 0 , che è la condizione di ortogonalità per le giaciture dei trasformati. 

Ne segue



Ora se Δ = 1 avremo α = δ e -β = γ  dunque matrici del tipo        , che sono caratteristiche delle rotazioni ρ di V; 

se poi Δ = - 1, allora α = -δ  e  β = γ e avremo matrici                 ,   caratteristiche delle riflessioni σ di V.

Interpretando geometricamente la condizione α2 + β2 = 1 è chiaro che esistono θ, η( R/2πZ,  tali che  α = cosθ e β = senθ per una matrice di rotazione e α = cosη,   β = senη per una matrice di riflessione di modo da ottenere la presentazione (I.5.10) di O2(R) vista all’inizio.

Allora detta S la matrice caratteristica di σ e R quella di ρ si ha che 

                              O2(R) = { S, R | α , β ( R}. 

E’ facile a vedersi che tutte le riflessioni di V, come del resto quelle di Π,  sono involuzioni, cioè  σ2=1.



 Infatti           σ2  =                       =                         =                    =   1

Questo discorso si estende anche alle riflessioni di Π: basta tener presente che lì avremo isometrie del tipo S + s, dove s è il vettore traslazione e S la matrice caratteristica di σ.

Inoltre tra gli altri elementi di O2(R) figurano le rotazioni che fanno gruppo a loro volta. Tale gruppo si denota con O+2(R) ed è isomorfo a R/2πZ (+) mediante l’isomorfismo:

 θ = α+2πZ ( R/2πZ  (+)                                   (  O+2(R)  (˚ )            

 E’ evidente che R/2πZ è abeliano misto con 

             T ( R/2πZ ) = 2πQ/2πZ  ( Q/Z (   C∞ = 
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A questo punto è possibile fornire il seguente teorema di struttura per O2(R).

Teorema 5.1:   O2(R) = <σ0> × O+2(R) ,  ( σ0  riflessione di V fissata.

Osservazione 5.2: 

E’ possibile decomporre I2(Π) nel seguente prodotto semidiretto, in virtù del teorema appena enunciato, I2(Π) = (<σ0> × O+2(R)) × T ( (<σ0> × O+2(R) ) × R2(+)  , ( σ0  riflessione di V fissata.

6.   Canoni melodicamente affini 

In questo paragrafo costruiremo canoni mediante affinità di Π. Per ottenere le equazioni del canone si procede come segue, usando i metodi dell’algebra geometrica.

Si fissa un opportuno riferimento cartesiano ortogonale (monometrico) con l’asse delle ordinate  come asse delle altezze (note della scala temperata equabile) e con l’asse delle ascisse come asse delle durate (si prende il valore più piccolo).

Si fissa ad arbitrio una voce del canone, ad esempio la 1a-voce, e su di essa si scelgono i primi tre punti non allineati; siano essi  (d 1,1 , h 1,1 )  ,  (d 1,2 , h 1,2 ) , (d 1,3 , h 1,3 ).

Per determinare l’affinità che trasforma la 1a-voce nella n-esima voce del canone,  si scelgono i primi tre punti non allineati (d n,1 , h n,1 )  ,   (d n,2 , h n,2 ) , (d n,3 , h n,3 ) della n-esima voce e si impone alla generica affinità 


                  d’ = d 0 + ( d + ( h 
                  h’ = h 0 + ( d + ( h                                    ( det   (      ) ( 0  )

di trasformare  (d 1,i , h 1,i )  in  (d n,i , h n,i) con i = 1,2,3.

Si ottiene così il sistema lineare di 6 equazioni nelle 6 incognite d0, h0, (, (, (, (: 

                                    d 0 + d 1,1 ( + h 1,1 ( = d n,1
                                   d 0 + d 1,2 ( + h 1,2 ( = d n,2

                                   d 0 + d 1,3 ( + h 1,3 ( = d n,3
                                   h 0 + d 1,1 ( + h 1,1 ( = h n,1
                                   h 0 + d 1,2 ( + h 1,2 ( = h n,2
                                   h 0 + d 1,3 ( + h 1,3 ( = h n,3

Poiché i punti (d 1,1 , h 1,1 )  ,  (d1,2 , h 1,2 ) , (d 1,3 , h 1,3 ) non sono allineati, la matrice dei coefficienti del sistema ( associata al sistema lineare omogeneo)

             1       d 1,1     h 1,1    0        0       0     

            1       d 1,2     h 1,2    0        0       0  

            1       d 1,3     h 1,3    0        0       0  

            0        0          0      1      d 1,1   h 1,1
            0        0          0      1      d 1,2   h 1,2
            0        0          0      1      d 1,3   h 1,3
ha rango 6 (ha det(0); 

di conseguenza il sistema ha un’unica soluzione
(d 0, n , (n , (n , h 0, n , ( n , (n).

Allora l’ n-esima voce del canone si ottiene dalla 1a-voce trasformando quest’ultima mediante l’affinità


           d’ = d 0,n + (n d + (n h                                

           h’ = h 0,n +  (n d + (n h

Osservazione 6.1

Non è ovviamente necessario scegliere i tre punti non allineati coincidenti con i primi tre: quello che conta è che l’ordinamento dei tre punti sia lo stesso su ogni voce del canone.

Quando una o più voci hanno delle pause, che non siano presenti nella voce scelta come 1a -voce, occorre trasformare la 1a-voce modificata con la stessa (le stesse)  pausa/e. 

7. Teorema di struttura di un’isometria piana

7.1   Simmetrie
 assiali e simmetrie centrali

Diamo per acquisito cosa si intenda per simmetria obliqua di asse D e di direzione (; vogliamo qui studiare il caso particolare in cui ( è perpendicolare a D. Definiremo una tale simmetria utilizzando la nozione d’asse.

Definizione7.1.1  Per ogni retta D di (, si dice simmetria rispetto a D (o di asse D) l’applicazione f di ( in ( così definita:

Se x ( D,  f(x) = x.

Se x ( D,  f(x) è l’unico punto per il quale D sia l’asse di (x, f(x)).

Talvolta è comodo indicare con (D) la simmetria d’asse D.

Ritroveremo, come accade per ogni simmetria obliqua, che f 2 = identità e quindi che anche f è una trasformazione involutoria di (.

Proposizione 7.1.2  Ogni simmetria assiale con δ ( D è una trasformazione affine di ( e in più una isometria.

Dimostrazione: La prima proprietà è un caso particolare di una proprietà che diamo per acquisita. Sia ora A l’asse della simmetria  f, e B una perpendicolare ad A; nel sistema d’assi (A, B), se x ha per componenti (x1, x2), il punto f(x) ha per componenti (x1 –  x2), dunque per tutti gli x, y ( (, si ha:

(f(x) – f(y))2 = (x1 –  y1)2 + (x2 –  y2)2 = (x –  y)2.

Questa uguaglianza mostra che f è una isometria.

Corollario 7.1.3  Ogni simmetria assiale trasforma ogni semiretta in una semiretta, ogni intervallo in un intervallo (dunque anche ogni insieme convesso in un insieme convesso) .

Ciò risulta, sia dal carattere affine della simmetria, sia dalla conservazione delle distanze, ma si può anche più elementarmente dedurre dalla relazione:

(x1,  x2) ( (x1,  – x2).

Corollario 7.1.4  Ogni simmetria assiale trasforma ogni coppia di rette perpendicolari in una coppia di rette perpendicolari.

In effetti la simmetria conserva le distanze; ora, la perpendicolarità di due rette può essere caratterizzata in termini di distanze ( relazione pitagorica o minima distanza).

Proposizione 7.1.5   Siano A, B due rette perpendicolari passanti per O.

Il prodotto delle simmetrie di assi A, B è la simmetria di centro O.

Il prodotto della simmetria di asse A per la simmetria di centro O è la simmetria d’asse B.

Corollario   7.1.6   Ogni simmetria centrale è una isometria.

Proposizione 7.1.7  il prodotto di due simmetrie con assi paralleli è una traslazione perpendicolare a questi assi.

Il prodotto di una simmetria d’asse D per una traslazione perpendicolare a D è una simmetria d’asse parallelo a D.

Dimostrazione.Siano A, B due rette parallele; e (D1,D2) un sistema d’assi perpendicolari, con D1||A. La simmetria d’asse A si scrive (x1,  x2) ( (x1, 2a2-x2); e analogamente per B.

Il prodotto (B) o (A) di queste simmetrie è dunque la traslazione:

(x1,  x2) ( (x1, x2 - x2 + 2(b2 – a2) ) =(x1, x2) +(0, 2(b2 – a2) ).

La seconda parte si dimostra allo stesso modo.

Corollario 7.1.8  Ogni traslazione è il prodotto di due simmetrie aventi assi perpendicolari a detta traslazione; il primo (o il secondo) di questi assi può essere una retta arbitraria perpendicolare alla traslazione.

In effetti la relazione t o (1 = (2 equivale a  t =(2 o (1; analogamente (1o t = (2 equivale a  t = (1o (2. Ed ora, i prodotti di simmetrie assiali ci consentono lo studio di tutte le isometrie di (.

7.2    Isometrie

Fino a questo momento abbiamo studiato qualche isometria del piano, ora invece questa nozione verrà studiata sistematicamente.

Definizione 7.2.1  Sia X ( ( ed f un’applicazione di X in (; si dice che f è un’isometria di X se, per tutti i punti x, y ( X si ha:

d(f(x), f(y)) = d(x, y).

È chiaro che ogni isometria è biunivoca, che la restrizione di una isometria di X a una parte Y di X è una isometria di Y e che il prodotto di due isometrie è una isometria.

Per esempio, le traslazioni, le simmetrie assiali, le simmetrie (centrali) sono isometrie di ( su (.

Dimostreremo ora quattro proposizioni che condurranno ad un teorema importante.

Proposizione 7.2.2  Per ogni X ( (, ogni isometria f di X in ( che abbia almeno tre punti uniti non allineati è l’identità.

Dimostrazione. Siano a1, a2, a3, i punti fissi; per ogni x ( X si ha:

d(x, ai) = d(f(x), f(ai)) = d(f(x), ai)  (i = 1, 2, 3).

È dunque impossibile che sia x ( f(x), altrimenti l’asse di (x, f(x)) conterrebbe ciascuno degli ai, il che è escluso per ipotesi.

Proposizione 7.2.3  Per ogni X ( (, ogni isometria f di X in ( che abbia almeno due punti uniti distinti a1, a2 è o l’identità o la simmetria d’asse ((a1, a2).

In effetti, se  f  non è l’identità, esiste una a3 ( X tale che a3 ( f(a3); l’asse di (a3,  f(a3)) contiene a1 e a2 (è lo stesso ragionamento della proposizione 7.2.2), dunque è ((a1, a2); dunque da un lato a1, a2, a3 non sono allineati, dall’altro se s3 indica la simmetria d’asse ((a1, a2), a1, a2, a3, sono punti uniti di s3 o f.

In base alla proposizione precedente si ha dunque:  s3 o f = identità, donde  f = s3
Corollario 7.2.4  Sia A una semiretta aperta o chiusa. Ogni isometria f di ( in ( tale che f(A) = A  è l’identità o la simmetria rispetto alla retta sostegno di A.

Proposizione 7.2.5 Per ogni X ( (, ogni isometria f di X in ( che abbia almeno un punto unito  a1, è, o l’identità ovvero una simmetria assiale il cui asse contiene a1, o il prodotto di due tali simmetrie.

Dimostrazione. In effetti, se f non è l’identità, esiste un a2 ( X  tale che a2 ( f(a2); l’asse D2 di a1, a2 sono dei punti uniti distinti di s2 o f. dunque, in base alla proposizione 7.2.3 e usando le precedenti notazioni, si ha:

s2 o f = identità       ovvero        s2 o f  = s3      donde  f = s2  ovvero  f = s2 o s3
Proposizione 7.2.6  Per ogni X ( (, ogni isometria f di X in ( è il prodotto di tre simmetrie assiali al massimo (0, 1, 2, o 3).

Dimostrazione. In effetti, se f non è l’identità, esiste un a1 ( X  tale che a1  (  f(a1); se s1 indica la simmetria rispetto all’asse D1  di (a1, f(a1)), a1 è un  punto unito di  s1 o f .

In base alla proposizione precedente e usando le notazioni di poc’anzi, si ha:

s1 o f = identità,     ovvero    s1 o f = s2     o     s1 o f = s2 o s3
donde  f = s1,   o   f = s1 o s2    o    f = s1 o s2 o s3.

Teorema 7.2.7 (di struttura)

1. Ogni  isometria di  (  in  (  o  è  l’identità  o è della forma s1, s1 o s2, s1 o s2 o s3, dove le si sono delle simmetrie assiali.

È una trasformazione affine di  ( e conserva la perpendicolarità.

2. Per ogni X ( (, ogni isometria f di X in ( si prolunga in una isometria g di  (  in (  in modo unico se X non è allineata, in due modi se X è allineata e contiene almeno due punti.

Dimostrazione. La prima parte risulta dalla proposizione precedente e dal fatto che ogni simmetria assiale è una trasformazione affine di ( che conserva la perpendicolarità. Nella seconda parte, l’esistenza di g risulta dalla proposizione precedente. D’altra parte, siano g, g’ due prolungamenti di f; si ha g-1o g’ = identità su X, dunque g-1o g’ è l’identità se X non è allineato ed è l’identità o una simmetria assiale se X è allineato e contiene almeno due punti; in questo ultimo caso g’ = g ovvero  g’= g o (   dove (  è la simmetria il cui asse contiene X. 

7.3   Il gruppo delle isometrie intorno ad un punto

Studieremo ora l’insieme Io  delle isometrie di ( che lasciano fisso un punto O e ciò per l’importanza delle rotazioni.

Anche qui le simmetrie assiali costituiranno lo strumento base.

È intanto evidente che Io è un gruppo di trasformazioni di (. Indichiamo con So la parte di Io costituita dalle simmetrie assiali il cui asse contiene O e con Ro la parte di Io costituita dalle rotazioni intorno ad O, cioè gli elementi di Io della forma s1 o s2 ( So (in altri termini Ro = So o So). Per studiare Io, So, Ro, si ha bisogno di un insieme ausiliario che può essere, sia l’insieme delle semirette d’origine O, si l’immagine biunivoca di detto insieme rappresentata da un cerchio di centro O.

Sia dunque C0 l’insieme dei punti di x di ( tali che d(0, x) = 1 (il raggio del resto conta ben poco).

Ecco intanto un elenco di proprietà che già conosciamo e che in questo studio saranno le sole ad essere utilizzate:

( è un insieme e C0 è una parte di (; Io è un gruppo di trasformazioni di ( e So è una parte di Io; si è posto Ro = So o So.

Gli elementi So sono chiamati simmetrie, quelli di Ro rotazioni.

Inoltre:

1) Per ogni simmetria (, si ha (2 = identità.

2) L’identità non è una simmetria.

3) Per tutti i punti x, y ( C0, esiste una simmetria unica ( tale che  ((x) = y ; si indicherà con (yx.

4) Per ogni simmetria  ( esiste  almeno un  punto x di C0 tale che   ((x) = x.

5) Per ogni f ( Io e per ogni x ( C0, (f(x) = x) ( (f = identità oppure  f = (xx).

Tutti questi enunciati traducono delle proprietà note.

Nella 3, se y = x, (xx è la simmetria d’asse ((0, x); e se y ( x, (yx è la simmetria che ha per asse quello di (x, y).

Nella 4, il punto x di C0 in questione è uno dei due punti dell’asse di ( tale che d(0, x) = 1.

La 5 non è che la traduzione della proposizione 7.2.3.

Proposizione 7.3.1. Nessuna rotazione è una simmetria (cioè   Ro ( So = ().

Proposizione 7.3.2. Per tutti i punti x, y ( C0 esistono soltanto due f ( Io tali che y = f(x): la simmetria (yx o la rotazione (yx o (xx.

Corollario 7.3.3. Per tutti i punti x, y (  Co esiste una rotazione unica che trasforma x in y

Corollario 7.3.4. Ro e So costituiscono una partizione di Io.

In effetti, per ogni  f ( Io e per ogni , a ( C0, la proposizione 7.3.2 mostra che f  è la simmetria o la rotazione che trasformano a in  f(a).

Proposizione 7.3.5. Per ogni rotazione f ( Ro e per ogni ( ( So, esiste una ( ( So tale che f = ( o (  (e una (’ tale che f = ( o (’).

Proposizione 7.3.6. Ogni prodotto di un numero pari (risp. dispari) di simmetrie è una rotazione (risp. una simmetria)

Teorema 7.3.7

L’insieme Ro delle rotazioni intorno ad O è un sottogruppo commutativo di Io.

Per ogni ( ( So si ha ( o Ro = Ro o ( = So.

8 Classificazione algebrico – geometrica dei canoni  dell’Offerta Musicale

8.1. Canone a 2 (voci) violini in unisono n.2 





Analisi 

Si tratta di un canone a 2 voci (i due violini) particolarmente semplice. La prima voce (violino I) è scritta al primo rigo della partitura e la seconda voce al secondo rigo. Il basso continuo, che è al terzo rigo della partitura, richiama il tema regio e funge da accompagnamento.

In generale dalla (I.6.4) a pag.26, sappiamo che la generica voce (l’n-esima) di un generico canone si ottiene dalla 1a – voce come soluzione del sistema lineare, di due equazioni nelle due incognite d e h:

                   d’ = d 0,n + (n d + (n h                                

           h’ = h 0,n +  (n d + (n h

con coefficienti (n , (n , (n, (n  ,d0,n ,h 0,n ( R  da determinarsi. 

La determinazione si determina come appresso indicato.

Nella fig.8.1.2 viene riportata l’evoluzione temporale della prima voce (violino I) in un riferimento tempo – frequenza monometrico ortogonale con origine nel La a 440 Hz, come già introdotto al paragrafo 6. In maniera del tutto analoga è riportata nella fig. 8.1.3 l’evoluzione temporale della seconda voce.

Scelti i primi tre punti non allineati   in fig.8.1.2, ad esempio (4,10) , (8, 3) e  (14, 5), si impone alla generica affinità del piano euclideo (I.6.1) pag. 24 di trasformarli nei primi tre punti non allineati della 2a – voce in fig.8.1.3,  (20,10) , (24, 3) e (30, 5). Si ottiene così il sistema lineare (I.6.2) di 6 equazioni in 6 incognite che prevede come unica soluzione  (2 =1, (2 =0 , (2 = 0,  (2 =1 ,d 0,2 =16 , h 0,2 = 0. 

che dunque in questo caso assume la forma:


                                d 2  = d 1  + 16 

                                 h 2  = h 1               

dove le incognite d e h sono state rinominate rispettivamente d 1 e h 1 e inoltre d’= d 2  e  h’= h 2 .

Ciò significa che il violino II attacca dopo 16 pause di semicrome alla stessa altezza del violino I. Il vettore traslazione è (16, 0), parallelo all’asse delle durate nel sistema di riferimento introdotto a pag.24. 

La (I.8.1.1) è dunque l’equazione che regge il canone.                                                                       

Classificazione

Come si è visto al paragrafo 6 il canone è descritto completamente da (I.8.1.1). La (I.8.1.1) rappresenta una semplice traslazione τ parallela all’asse delle durate nel riferimento tempo – frequenza introdotto a pag.24. 

In base al teorema 7.2.7 di struttura per le isometrie del piano euclideo Π abbiamo che τ si riduce al prodotto di due riflessioni successive con assi paralleli ed a loro volta ortogonali all’asse delle durate. Ciò caratterizza τ, dunque il canone. 

Di seguito vengono riportati i diagrammi tempo – frequenza relativi al canone : oltre a quello relativo al I violino (1a – voce), e a quello relativo al II violino (2a – voce), già menzionati, anche il diagramma relativo al basso continuo. Il quarto diagramma rappresenta le due voci che si imitano e per ultimo il canone così com’è scritto:  i due violini con l’accompagnamento del basso continuo.

Per ogni diagramma è fornito un esempio sonoro.  















Osservazione 8.1.1

Nella classificazione appena fatta rientra anche il seguente canone più articolato, perché a 4 voci.






8.2 canone a 2 voci cancerizzante n.1


Analisi 

Si tratta  di un canone a 2 voci, la mano destra  e la sinistra del cembalo.

Fissata come prima voce la mano destra, la seconda è ottenuta dalla prima trasformando mediante σ, riflessione di asse d = 72, parallelo a quello delle altezze, come mostrano le successive figg.8.2.2 e 8.2.3. Ritmicamente questo è chiaro: il brano dura 144 unità di tempo, cioè  144 crome, e, a metà del brano, a battuta 9, il ritmo della mano destra si velocizza, mentre quello della sinistra rallenta. 

La mano destra nelle prime nove battute espone il tema regio, mentre nelle restanti accompagna la seconda voce che simultaneamente sta esponendo al contrario lo stesso soggetto.

La (I.6.4) del paragrafo 6 , che ricordiamo era sistema lineare di due equazioni nelle due incognite d e h:

           d’ = d 0,n + (n d + (n h                                

           h’ = h 0,n +  (n d + (n h

si specializza in questo caso nel seguente sistema lineare con n=2:    

                                                             d 2 = - d 1 + 72

                                                                      h 2 =  h 1                       

Al solito per ottenere i valori (2 = -1, (2 =0 , (2 = 0,  (2 =1 ,d 0,2= 72 , h 0,2= 0 per i coefficienti, stante la situazione delle figg.8.2.2 e 8.2.3, si è imposto alla (I.6.1) di trasformare i primi tre punti non allineati della 1a – voce, nei primi tre non allineati della 2a – voce, come si è visto al paragrafo 6.

Pertanto il sistema (I.6.2) ha consentito i valori precedenti per i coefficienti. 


Classificazione

E’ immediato osservare che l’isometria (I.8.2.1), che caratterizza il canone in questione, è una riflessione ( di asse d = 72, parallelo a quello delle altezze, nel referimento introdotto a pag.24 e ciò classifica banalmente ( , quindi il canone, in termini del teorema 7.2.7.  

Di seguito sono riportati i diagrammi tempo - frequenza relativi al canone: dapprima quello relativo alla mano destra, fissata come 1a – voce, quindi quello della mano sinistra (2a – voce) e infine l’intreccio delle due mani .

Per ogni diagramma è fornito un esempio sonoro. 










8.3   Canone a 2 voci per moto contrario n.3





Analisi 

Le voci che procedono per imitazione in moto contrario sono la mano destra del cembalo e la mano sinistra del cembalo. Il flauto traverso ripete il tema regio esulando da qualsiasi rapporto con le restanti voci .

Fissiamo come 1a-voce la mano destra e diciamo (d 1 , h 1) il punto generico che ad essa corrisponde nel diagramma successivo in fig.8.3.2, dove al solito si adotta un sistema di riferimento (O, d, h) con O nel La a 440 Hz, asse delle ascisse = asse delle durate e asse delle ordinate = asse delle altezze delle note della scala temperata equabile.

E’ immediato osservare che la 2a-voce in fig.8.3.3 è ottenuta dalla 1a-voce traslando prima in senso orizzontale mediante (1 , traslazione di vettore (-8 , 0) e poi in senso verticale mediante (2, traslazione di vettore (0, -31), quindi riflettendo rispetto al Sol un’ottava sotto al La di riferimento mediante (, riflessione di asse h = -14. 

La traslazione composta (1 (2 è la traslazione di vettore (-8, -31) (tempo ritardato di 8 semicrome e 31 note sotto il La di riferimento a 440 Hz): 

(d 2 , h 2) (1 (2 = (d 2 – 8 , h 2 – 31)

Nella partitura si ha la situazione seguente:

(d 1 , h 1) ( = (d 2, h 2) (1 (2
dove (1 (2 = (  traslazione di vettore (-8 , -31)    e    (1 (2 σ  = 1 (d 2  , h 2)

N.B. (1 (2  (  σ


equivalentemente                      
                       (equazione del canone)

Ancora una volta la (I.8.3.3) altro non è che una specializzazione per n =2 della (I.6.4) del paragrafo 6, con i valori (2 = 1, (2 =0 , (2 = 0,  (2 = -1 , d 0,2= 8,           h 0,2 = -28 per i coefficienti, dove si è sostituito a d e h , rispettivamente d 1 e h 1 e  a d’ e h’ , rispettivamente d 2 e h 2 . Al solito tali valori per i coefficienti sono ottenuti imponendo alla (I.6.1) di trasformare i primi tre punti non allineati della 1a-voce nei primi tre punti non allineati della 2a-voce, con riferimento alle figg.8.3.2 e 8.3.3, e risolvendo il sistema (I.6.2).

Il tempo della mano sinistra, 2a-voce,  è ritardato di 8 unità di tempo rispetto alla mano destra e le note suonate dalla mano sinistra sono le simmetriche rispetto al La di riferimento, aumentate di 28 note, di quelle suonate dalla mano destra (8 tempi prima).

Classificazione

Per quanto visto al paragrafo 6 la (I.8.3.3) caratterizza il canone e rappresenta un’isometria  che è il prodotto di tre riflessioni, di cui due con assi paralleli, relativamente a (1 (2 , e una, relativamente a (, con asse ortogonale a questo.

Ciò consente la classificazione di (I.8.3.3), dunque del canone in oggetto, in termini del teorema 7.2.7 .

Osservazione 8.3.1

· Mano destra

Abbiamo ( la riflessione rispetto all’asse relativo al Sol (h = -14):

(d 1, h 1) ( = (d1 , – h 1 –14)

(- h è la nota simmetrica della nota h rispetto al La di riferimento );

d  = tempo della mano destra;

h = nota suonata dalla mano destra.

· Mano sinistra

Abbiamo:

(1  la traslazione di vettore (0, -31) (stesso tempo, 31 note sotto il La a 440 Hz);

(2  la traslazione di vettore (-8, 0) (tempo ritardato di 8 e stessa nota);

(vo la traslazione di vettore (d0, h0)

Osservazione 8.3.2

E’ interessante notare che la (I.8.3.3), che caratterizza il canone in oggetto, rientra tra le isometrie di Π che soddisfano le seguenti condizioni:


         (d 1 ) (1 (2  = (d 1 ) (vo = ( h1 )σ

                 (d 2 ) (1 (2  = (d 1 ) (vo = ( h2 ) σ
dove (vo ( T e σ ( T ( R/2πZ ) ( O+2(R) di periodo 2, stando alle notazioni del paragrafo 5 e  all’osservazione precedente 8.3.1.

In modo equivalente il sistema (I.8.3.4) si può scrivere come due equazioni lineari nelle incognite d e h :

           d’ =  λ + ( d + ( h                                

                   h’ =  ν +  ( d + ( h
dove i coefficienti ν, α, β, γ, δ, λ ( R sono legati alla scelta di (vo e σ.

E’ opportuno chiarire che il prodotto di due traslazioni è una traslazione a sua volta e in generale non è una riflessione.

Basti pensare che una traslazione è un elemento aperiodico ( ( T = ((vo | vo ( V = V(2, R)| = R2( ( R2 (+) mentre una riflessione è un’involuzione,  cioè (2 = 1( , dunque è periodica di periodo 2. 

In questo il canone può ingannare, infatti  C =(((d1, h1), (d2, h2)) ( R2| (d1, h1) (1 (2 =  (d2, h2)σ ( è  il nostro canone.

Ricordando la struttura di I2(Π) = ( <σ0> × O+2(R) ) × T ( (<σ0> × O+2(R) ) × R2 (+) , ( σ0  riflessione di V = V(2, R) fissata, e   che  O+2(R) è isomorfo  a  R/2πZ (+), in linea di principio è possibile comporre canoni in infiniti modi come quello ora analizzato. Si tratta di risolvere il sistema lineare (I.8.3.5).   

Una volta fissate (vo  e σ, il canone desiderato sarà la soluzione del sistema o una delle soluzioni del sistema, ammesso che la scelta di (vo e σ lo consentano. 

In questo discorso si capisce che σ non deve avere necessariamente periodo 2, più in generale può avere periodo finito n, per come è fatto O+2(R).

Nel seguito forniamo i diagrammi tempo – frequenza relativi al canone: dapprima il diagramma della mano destra  (1a – voce), quindi il diagramma della mano sinistra (2a – voce), il terzo  rappresenta l’accompagnamento del flauto. Il quarto diagramma costituisce l’intreccio di prima e seconda voce, dunque il cembalo mano destra e sinistra, infine il quinto diagramma illustra il canone  così com’è scritto.

Per ogni diagramma è fornito un esempio sonoro.













8.4   Canone a 2 voci per aumentazione, in moto contrario n.4


        

        Analisi 

Fissata la mano sinistra del cembalo come 1a - voce consideriamo come trasformata, cioè come 2a - voce,  la mano destra del cembalo. Per visualizzare le voci utilizziamo al solito i diagrammi tempo –frequenza, precisamente le figg. 8.3.2 e 8.3.3. 

In base alla considerazioni fatte al paragrafo 6 la 1a - voce è trasformata nella 2a – voce mediante un’opportuna affinità e la denominazione del canone suggerisce quale. Infatti “per aumentazione” significa “per dilatazione (è immediato osservare che ha direzione orizzontale e modulo 2 ) composta la traslazione  di vettore (8,0)” ; mentre “in moto contrario” significa “per riflessione con asse orizzontale”, di equazione h =n con n intero (nel nostro caso n = -6) .

Nel canone in esame la (I.6.4) di pag.26 dà luogo con n=2  all’affinità:

                       d 2 = 2 d 1 + 8

                       h 2 = - h 1   - 12

Ancora una volta la (I.8.4.1) altro non è che una specializzazione per n =2 della (I.6.4) del paragrafo 6, con i valori (2 = 2, (2 =0 , (2 = 0,  (2 = -1 , d 0,2= 8,           h 0,2 = -12 per i coefficienti, dove si è sostituito, a d e h  rispettivamente d 1 e h 1 ,e,  a d’ e h’  rispettivamente d 2 e h 2 . Al solito tali valori per i coefficienti sono ottenuti imponendo alla (I.6.1) di trasformare i primi tre punti non allineati della 1a-voce nei primi tre punti non allineati della 2a-voce, con riferimento alle figg.8.4.2 e 8.4.3, e risolvendo il sistema (I.6.2).

Precisamente l’affinità espressa da (I.8.4.1) è il prodotto delle tre affinità seguenti (composte nell’ordine):

          d 2 = 2 d 1
          h 2 =  h 1


          d 2 = d 1 + 8                

          h 2 = h 1


Osservazione 8.4.1

Se la partitura relativa alla 1a – voce iniziasse con durata 0 (anziché 6) e quella della 2a – voce con durata 14 ( anziché 20), l’equazione dell’affinità che regola il canone diventerebbe ovviamente la seguente:

                       d 2 = 2 d 1 + 14

                       h 2 = - h1   - 12

In effetti la 2a – voce attacca con un ritardo di 14 biscrome rispetto alla 1a – voce

Classificazione

Trattandosi di un’affinità che non è un’isometria, la matrice di (I.8.4.2) ha determinante distinto da +1, è chiaro che non si può sperare nel teorema 7.2.7 per caratterizzare (I.8.4.2). 

Tuttavia la proprietà di essere affinità senza essere isometria a sua volta costituisce una selezione, seppur molto vasta, tra le affinità di Π. 

Di questo canone nel seguito si riportano i diagrammi tempo frequenza, rispettivamente della 1a – voce, la mano sinistra del cembalo, quindi la 2a – voce, la mano destra, poi il violino, che funge da accompagnamento. Come al solito per sottolineare il fatto che il canone è a 2 voci il quarto diagramma riporta le due voci che si imitano, stavolta per aumentazione in moto contrario. Osserviamo esplicitamente che l’ultima parte nel primo diagramma, dalla seconda interruzione in poi, a rigore non dovrebbe comparire, dovrebbe esserci una pausa. La sua presenza è giustificata da canoni estetici, si tratta di un ulteriore accompagnamento alla 2a – voce che nel frattempo evolve.

Per ogni diagramma è fornito un esempio sonoro.










8.5   Canone tonale a 2 voci n.5



Analisi

E’ un canone a 2 voci di cui la 1a – voce è la mano sinistra del cembalo e la 2a – voce mano destra, che comincia con un ritardo di 16 unità di tempo e a distanza di 8 semitoni sopra rispetto alla prima voce.

Al solito il violino ricorda il tema regio. 

La (I.6.4) di pag.26 diventa per n=2 l’equazione che regge il canone:

                       d 2 =  d 1 + 16         

                       h 2 =  h 1  - 15

Che altro non è che un traslazione τ di vettore ( 16, -15 ).

Classificazione

Si tratta, come già visto nel canone in unisono, di un’isometria che è prodotto di due riflessioni con assi paralleli.

Osservazione 8.5.1

Possiamo limitare l’analisi del canone alle prime otto battute, infatti le successive otto sono identiche alle prime a meno di una traslazione di due gradi (semitoni) sull’asse delle altezze e così via. Iterando questo procedimento su ogni grado della scala di do minore, tonalità di impianto del tema regio, si giustifica il titolo per tonos. E’ evidente che salendo in questo modo, l’unico ostacolo che si può trovare è legato al registro dello strumento su cui si sta suonando. Teoricamente si potrebbe continuare all’infinito. Del resto una traslazione ( ( T = ((vo | vo ( V = V(2, R)= R2( ( R2 (+)  è un elemento aperiodico.

8.6    Gli altri canoni dell’Offerta Musicale

Canone perpetuo sul tema regio: è a ingressi successivi per moto parallelo, dunque rientra nella classe del canone a 2 violini in unisono. 

Canone a 2 voci n.9 : è per moto contrario, dunque rientra nella classe del canone per moto  contrario n.4

Fuga canonica in Epidiapente n.6: è a ingressi successivi per moto parallelo, dunque rientra nella classe del canone a 2 violini in unisono. Precisamente la risposta non è in unisono giacché ci sono 2 traslazioni. 

A’B’ è traslato da AB in modo parallelo all’asse x , nel verso delle x crescenti.


A’’B’’ è traslato da AB in modo parallelo all’asse y, nel verso delle y decrescenti.


Analogamente è possibile traslare secon-do le x decrescenti o le y crescenti.
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Riflessioni (o ribaltamenti)





Fig.2.3





Fig.2.2





Fig.2.1





Si capisce che fissando A e facendo ruotare B di 360 gradi otteniamo una circonferenza di raggio AB e centro A.


E’ intuitivamente evidente ciò che accade se fissiamo B e ruotiamo A.


Se fissiamo A e B e scegliamo come centro di rotazione ad esempio l’origine otteniamo una corona circolare. 


Possiamo anche ruotare di angoli minori di 360 gradi, otterremo settori di circonferenze, e così via.











A’B’ è il riflesso di AB rispetto all’asse x


A’’B’’ è il riflesso di AB rispetto all’asse y
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Fig.2.4


Rappresentazione grafica in un diagramma tempo – frequenza della scala di do maggiore per moto ascendente. 





Nel sistema di riferimento monometrico ortogonale al lato è riportata la croma come unità di tempo  per le ascisse (durate o tempi), mentre sull’asse delle ordinate (altezze o frequenze) c’è la banda di frequenze relativa ai tasti bianchi del-l’ottava centrale del pianoforte, con il la di riferimento a 440 Hz.


(esempio sonoro)





520 Hz  do 


495 Hz  si


440 Hz  la


396 Hz  sol


352 Hz  fa


330 Hz  mi


297 Hz  re 


264 Hz  do





Fig.2.5


Rappresentazione grafica in un diagramma tempo – frequenza della scala di do maggiore per


moto discendente (contrario) e ascendente (retto).                                        (esempio sonoro)                                





Fig.2.6


Riflessioni della scala di do maggiore rispetto agli assi coordinati di un riferimento tempo- frequenza.               





Fig.3.1


Rappresentazione grafica dell’arpeggio di do maggiore allo stato fondamentale (do-mi-sol) in un diagramma tempo - frequenza.





 (esempio sonoro)





Fig.3.2


Rappresentazione grafica del primo rivolto dell’arpeggio di do maggiore (mi-sol-do) in un diagramma tempo - frequenza.





(esempio sonoro)
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Fig.3.3


Rappresentazione grafica  del  secondo rivolto dell’arpeggio di do maggiore (sol-do-mi) in un diagramma tempo-frequenza.





(esempio sonoro)





Fig. 3.4


Rappresentazione grafica del terzo rivolto dell’arpeggio di do maggiore (do-mi-sol) in un diagramma tempo-frequenza.





Osserviamo che siamo tornati all’arpeggio di partenza (stato fondamentale), tuttavia a un registro più acuto. Graficamente questo lo si intuisce dalla freccia al lato che indica una traslazione parallela all’asse delle altezze. 


 


                        (esempio sonoro)
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Asse delle altezze





Fig.3.5


Rappresentazione grafica della scala di do maggiore per terze di moto parallelo ascendente in un diagramma tempo-frequenza.


             = mano sinistra       


             =mano destra    (esempio sonoro)





Fig.3.6


Rappresentazione grafica della scala di do maggiore per terze di moto parallelo ascendente e discendente in un diagramma tempo-frequenza.            


              = mano sinistra                 


              = mano destra                   (esempio sonoro)
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Fig.3.7


Esempio in un diagramma tempo – frequenza di tre scale di do maggiore, suonate da un violino e da un pianoforte, senza intreccio vocale. Come si può notare la scala in verde e quella in violetto sono ottenute traslando quella in rosso e procedono di moto parallelo ascendente.


                  = mano sinistra  (pianoforte)                                  = violino





                  = mano destra  (pianoforte)                                                    (esempio sonoro)
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Fig.3.8


Esempio in un diagramma tempo – frequenza di tre scale di do maggiore, suonate da un violino e un pianoforte, con intreccio vocale. Come si nota l’intreccio avviene in corrispondenza del mi e del re dell’ottava sopra il la di riferimento a 440 Hz. 





                 = mano sinistra  (pianoforte)                                  = violino





                  = mano destra  (pianoforte)                                                (esempio sonoro)





(I.5.1)





(I.5.2)





(I.5.3)





(I.5.4)





(I.5.5)





(I.5.6)





(I.5.7)





(I.5.8)





(I.5.9)





  cosθ   senθ         cosη   senη


  -senθ  cosθ   ,    senη  -cosη





(I.5.10)





 α    β   


 γ    δ





 αΔ2 = α 


 





-βΔ2 = -β          





 αΔ = δ       


 δΔ = α 


-βΔ = γ


-γΔ = β          





-1





 Δ = ±1 


  





 δ/ Δ    -β/Δ        -γ / Δ    α/Δ





=





=





α    γ      β    δ





 α    β   


 γ    δ





 α    β   


-β   α





 α    β  


 β   -α





(I.5.11)
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1     0


0     1





α2+β2     0


 0       α2+β2





 α    β  


 β   -α





  cosθ   senθ    


-senθ   cosθ   





(I.5.12)





(I.5.13)





(I.6.1)





    a





(   (  


(    (





a





(I.6.2)





(I.6.3)





(I.6.4)





(equazione relativa all’ n-esima voce del canone) 





Fig.8.1.1


Partitura filologica del canone n.2 a 2 violini dell’Offerta Musicale di J.S.Bach.


I primi due righi dall’alto (1a – voce e 2a – voce) corrispondono nell’ordine alla parte suonata dal violino I e dal violino II.


Il rigo più in basso corrisponde al basso continuo, la cui realizzazione è lasciata al pianoforte.





(I.8.1.1)








τ





Fig.8.1.2


Rappresentazione grafica in un diagramma tempo – frequenza del violino I (1a – voce) che suona nel canone in fig.8.1.1.








Come unità di tempo per l’asse delle durate (ascisse) si è preso il valore più piccolo presente nella partitura, cioè la semicroma. Ogni altra nota ha durata multiplo intero di semicroma.








Per l’asse delle altezze abbiamo adoperato una banda di frequenze che copre l’estensione di 2 ottave sul pianoforte, tra i 264 e i 1046 Hz, comprendendo sia i tasti neri e che i tasti bianchi (semitono del temperamento equabile). Osserviamo esplicitamente che in tutte le figure dei paragrafi 2 e 3 abbiamo sempre utilizzato i soli tasti bianchi.








Per origine del sistema di assi coordinati si è scelto il la di riferimento a 440 Hz.








I valori riportati per le altezze  corrispondono  all’istante di attacco e agli istanti relativi alle note più acute e più gravi, raggiunte durante l’esecuzione del brano.
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Fig.8.1.3


Rappresentazione grafica in un diagramma tempo – frequenza del violino II (2a – voce) che suona nel canone in fig.8.1.1.








Come unità di tempo per l’asse delle durate (ascisse) si è preso il valore più piccolo presente nella partitura, cioè la semicroma. Ogni altra nota ha durata multiplo intero di semicroma.








Per l’asse delle altezze abbiamo adoperato una banda di frequenze che copre l’estensione di 2 ottave sul pianoforte, tra i 264 e i 1046 Hz, comprendendo sia i tasti neri e che i tasti bianchi (semitono del temperamento equabile). 








Per origine del sistema di assi coordinati si è scelto il la di riferimento a 440 Hz.








I valori riportati per le altezze corrispondono all’istante di attacco e agli istanti relativi alle note più acute e più gravi raggiunte durante l’esecuzione del brano. 


 E’ immediato osservare che si tratta degli    stessi valori della fig.8.1.2 precedente.
































Fig.8.1.5


Rappresentazione grafica in un diagramma tempo – frequenza dei due violini che si imitano nel canone in fig.8.1.1.








Come unità di tempo per l’asse delle durate (ascisse) si è preso il valore più piccolo presente nella partitura, cioè la semicroma. Ogni altra nota ha durata multiplo intero di semicroma.








Per l’asse delle altezze abbiamo adoperato una banda di frequenze che copre l’estensione di 2 ottave sul pianoforte, tra i 264 e i 1046 Hz, comprendendo sia i tasti neri e che i tasti bianchi (semitono del temperamento equabile).


 





Per origine del sistema di assi coordinati si è scelto il la di riferimento a 440 Hz.








I valori riportati per le altezze corrispondono all’istante di attacco e agli istanti relativi alle note più acute e più gravi, raggiunte durante l’esecuzione del brano. 






































Fig.8.1.4


Rappresentazione grafica in un diagramma tempo – frequenza del basso continuo, realizzato con il pianoforte, che accompagna i due violini nel canone in fig.8.1.1.








Come unità di tempo per l’asse delle durate (ascisse) si è preso il valore più piccolo presente nella partitura, cioè la semicroma. Ogni altra nota ha durata multiplo intero di semicroma.








Per l’asse delle altezze abbiamo adoperato una banda di frequenze che copre l’estensione di 2 ottave sul pianoforte, tra i 264 e i 1046 Hz, comprendendo sia i tasti neri e che i tasti bianchi (semitono del temperamento equabile). 








Per origine del sistema di assi coordinati si è scelto il la di riferimento a 440 Hz.








I valori riportati per le altezze corrispondono all’istante di attacco e agli istanti relativi alle note più acute e più gravi, raggiunte durante l’esecuzione del brano. 








Si tratta del tema regio affrontato in dettaglio nel paragrafo4.





























Fig.8.1.6


Rappresentazione grafica in un diagramma tempo – frequenza di due violini e un pianoforte che suonano il canone in fig.8.1.1.








Come unità di tempo per l’asse delle durate (ascisse) si è preso il valore più piccolo presente nella partitura, cioè la semicroma. Ogni altra nota ha durata multiplo intero di semicroma.








Per l’asse delle altezze abbiamo adoperato una banda di frequenze che copre l’estensione di 2 ottave sul pianoforte, tra i 264 e i 1046 Hz, comprendendo sia i tasti neri e che i tasti bianchi (semitono del temperamento equabile).











Per origine del sistema di assi coordinati si è scelto il la di riferimento a 440 Hz.








I valori riportati per le altezze corrispondono all’istante di attacco di ogni strumento. 





Osserviamo che mentre le linee melodiche dei violini si intrecciano, il basso continuo procede senza sovrapposizioni . 









































Analisi


Si tratta di un canone a 4 voci, 2 violini e cembalo. Fissiamo come la 1a – voce il violino I, come seconda il violino II, come terza la mano destra del cembalo , come quarta la mano sinistra del cembalo. 


Specializzando in questo canone la (I.6.4) per n = 2, 3, 4 si ottengono rispettivamente i seguenti sistemi lineari:


               d 2 = d 1  + 112            


               h 2 =  h 1 


               d 3 = d 1  + 224


               h 3 =  h 1 


               d 4 = d 1  + 448


               h 4 =  h 1 


Precisamente (I.8.1.2) mostra come si ottiene la melodia del violino II a partire da quella del violino I , mentre (I.8.1.3) e (I.8.1.4) mostrano come si ottengono le melodie della mano destra e sinistra rispettivamente, a partire sempre dalla melodia del violino I.


Trattandosi di traslazioni è evidente l’analogia con (I.8.1.1) , dunque la medesima classificazione algebrico - geometrica in virtù del teorema 7.2.7.








Fig.8.1.7


Partitura filologica del canone n.10 per cembalo e 2 violini dell’Offerta Musicale di J.S.Bach.


I primi due righi dall’alto (1a – voce e 2a – voce) corrispondono alla parte suonata dal violino I, rigo più in alto, e  alla parte suonata dal violino II.


I restanti due righi corrispondono rispettivamente alle parti suonate dalla mano destra e sinistra del cembalo. 





(I.8.1.3)











(I.8.1.2)





(I.8.1.4)





Equazione del canone





Fig.8.2.1


Partitura filologica del canone n.1 per cembalo a 2 voci cancrizzante dell’Offerta Musicale di J.S.Bach.


Il primo rigo dall’alto (1a – voce) corrisponde alla parte suonata dalla mano destra del cembalo, mentre il secondo (2a – voce) alla parte suonata dalla mano sinistra.





(I.8.2.1)





σ





Fig.8.2.2


Rappresentazione grafica in un diagramma tempo – frequenza della mano destra (1a – voce) del cembalo che suona il canone in fig.8.2.1.








Come unità di tempo per l’asse delle durate (ascisse) si è preso il valore più piccolo presente nella partitura, cioè la croma. Ogni altra nota ha durata multiplo intero di croma.








Per l’asse delle altezze abbiamo adoperato una banda di frequenze che copre l’estensione di un’ottava e mezzo sul pianoforte, tra i 180 e i 520 Hz, comprendendo sia i tasti neri e che i tasti bianchi (semitono del temperamento equabile). 











Per origine del sistema di assi coordinati si è scelto il la di riferimento a 440 Hz.








I valori riportati per le altezze corrispondono all’istante di attacco  e agli istanti relativi alle note più acute e più gravi, raggiunte durante l’esecuzione.












































Fig.8.2.3


Rappresentazione grafica in un diagramma tempo – frequenza della mano sinistra (2a – voce) del cembalo che suona il canone in fig.8.2.1.








Come unità di tempo per l’asse delle durate (ascisse) si è preso il valore più piccolo presente nella partitura, cioè la croma. Ogni altra nota ha durata multiplo intero di croma.








Per l’asse delle altezze abbiamo adoperato una banda di frequenze che copre l’estensione di un’ottava e mezzo sul pianoforte, tra i 180 e i 520 Hz, comprendendo sia i tasti neri e che i tasti bianchi (semitono del temperamento equabile). 











Per origine del sistema di assi coordinati si è scelto il la di riferimento a 440 Hz.








I valori riportati per le altezze corrispondono all’istante di attacco  e agli istanti relativi alle note più acute e più gravi, raggiunte durante l’esecuzione.












































Fig.8.2.4


Rappresentazione grafica in un diagramma tempo – frequenza della linea melodica del cembalo (mano destra e sinistra) che suona il canone in fig.8.2.1.








Come unità di tempo per l’asse delle durate (ascisse) si è preso il valore più piccolo presente nella partitura, cioè la croma. Ogni altra nota ha durata multiplo intero di croma.








Per l’asse delle altezze abbiamo adoperato una banda di frequenze che copre l’estensione di un’ottava e mezzo sul pianoforte, tra i 180 e i 520 Hz, comprendendo sia i tasti neri e che i tasti bianchi (semitono del temperamento equabile).


 





Per origine del sistema di assi coordinati si è scelto il la di riferimento a 440 Hz.








I valori riportati per le altezze corrispondono all’istante di attacco  e agli istanti relativi alle note più acute e più gravi, raggiunte durante l’esecuzione. 
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Fig.8.3.1


Partitura filologica del canone n.3 per cembalo e flauto traverso dell’Offerta Musicale di J.S.Bach.


Il primo rigo in alto corrisponde alla parte suonata dal flauto traverso.


I restanti due righi in basso corrispondono alle parti suonate rispettivamente dalla mano destra (1a-voce) e dalla mano sinistra (2a-voce) del cembalo.





(I.8.3.1)





(I.8.3.2)





(I.8.3.3)





(I.8.3.4)





(I.8.3.5)





Fig.8.3.2


Rappresentazione grafica in un diagramma tempo – frequenza della mano destra del cembalo (1a – voce) che suona nel canone in fig.8.3.1.





























Fig.8.3.3


Rappresentazione grafica in un diagramma tempo – frequenza della mano sinistra del cembalo (2a – voce) che suona nel canone in fig.8.3.1.





























Fig.8.3.4


Rappresentazione grafica in un diagramma tempo – frequenza della mano destra del cembalo (1a – voce) che suona nel canone in fig.8.3.1.





























Fig.8.3.5


Rappresentazione grafica in un diagramma tempo – frequenza della mano destra  e della mano sinistra del cembalo che suonano nel canone in fig.8.3.1 e procedono per imitazione.





























Fig.8.3.6


Rappresentazione grafica in un diagramma tempo – frequenza del cembalo e del flauto traverso che suonano il canone in fig.8.3.1.





























Dilatazione di direzione orizzontale, modulo2 e retta di punti uniti = asse delle altezze ( d = 0 );


La seconda voce raddoppia la durata della prima voce





Traslazione di vettore ( 8 , 0 );


La seconda voce ritarda di 8 unità di tempo (8 biscrome)





Riflessione di asse h = - 6   ( =  Mib  sotto il La di riferimento a 440 Hz ) ;


La seconda voce suona la nota simmetrica rispetto al Mi b sotto il La a 440 Hz di quella della prima voce





d 2 = d 1              


h 2 = - h 1 -12








(I.8.4.1)





(I.8.4.2)





(I.8.4.3)





(I.8.4.4)





(I.8.4.5)





Fig.8.4.3


Rappresentazione grafica in un diagramma tempo – frequenza della mano destra del cembalo (2a – voce) che suona nel canone in fig.8.4.1.








Come unità di tempo per l’asse delle durate (ascisse) si è preso il valore più piccolo presente nella partitura, cioè la biscroma. Ogni altra nota ha durata multiplo intero di biscroma.








Per l’asse delle altezze abbiamo adoperato una banda di frequenze che copre l’estensione di 2 ottave sul pianoforte, tra i 264 e i 1046 Hz, comprendendo sia i tasti neri e che i tasti bianchi (semitono del temperamento equabile). 








Per origine del sistema di assi coordinati si è scelto il la di riferimento a 440 Hz.








I valori riportati per le altezze sono significativi all’istante di attacco e agli istanti relativi alle note più acute e più gravi, raggiunte durante l’esecuzione del brano.





























Fig.8.4.1


Partitura filologica del canone n.4 a 2 voci per aumentazione in moto contrario dell’Offerta Musicale di J.S.Bach.


Il  rigo centrale corrisponde alla parte suonata dal violino.


I restanti due righi corrispondono alle parti suonate dalla mano destra del cembalo (2a – voce), nel rigo più in alto, e dalla mano sinistra del cembalo (1a – voce).





(I.8. 5.1)





Fig.8.5.1


Partitura filologica del canone n.5 per tonos dell’Offerta Musicale di J.S.Bach.


Il  rigo in alto corrisponde alla parte suonata dal violino.


I restanti due righi corrispondono alle parti suonate dalla mano destra del cembalo (2a – voce) e dalla mano sinistra del cembalo (1a – voce).








Fig.8.4.6


Rappresentazione grafica in un diagramma tempo – frequenza del cembalo e del violino che suonano il canone in fig.8.4.1.








Come unità di tempo per l’asse delle durate (ascisse) si è preso il valore più piccolo presente nella partitura, cioè la biscroma. Ogni altra nota ha durata multiplo intero di biscroma.








Per l’asse delle altezze abbiamo adoperato una banda di frequenze che copre l’estensione di 2 ottave sul pianoforte, tra i 264 e i 1046 Hz, comprendendo sia i tasti neri e che i tasti bianchi (semitono del temperamento equabile). 








Per origine del sistema di assi coordinati si è scelto il la di riferimento a 440 Hz.








I valori riportati per le altezze sono significativi all’istante di attacco e agli istanti relativi alle note più acute e più gravi, raggiunte durante l’esecuzione del brano.


























Fig.8.4.5


Rappresentazione grafica in un diagramma tempo – frequenza della mano sinistra della mano destra del cembalo, che suonano nel canone in fig.8.4.1 e procedono per imitazione.








Come unità di tempo per l’asse delle durate (ascisse) si è preso il valore più piccolo presente nella partitura, cioè la biscroma. Ogni altra nota ha durata multiplo intero di biscroma.








Per l’asse delle altezze abbiamo adoperato una banda di frequenze che copre l’estensione di 2 ottave sul pianoforte, tra i 264 e i 1046 Hz, comprendendo sia i tasti neri e che i tasti bianchi (semitono del temperamento equabile). 








Per origine del sistema di assi coordinati si è scelto il la di riferimento a 440 Hz.








I valori riportati per le altezze sono significativi all’istante di attacco e agli istanti relativi alle note più acute e più gravi, raggiunte durante l’esecuzione del brano.


























Fig.8.4.4


Rappresentazione grafica in un diagramma tempo – frequenza del violino che suona nel canone in fig.8.4.1.








Come unità di tempo per l’asse delle durate (ascisse) si è preso il valore più piccolo presente nella partitura, cioè la biscroma. Ogni altra nota ha durata multiplo intero di biscroma.








Per l’asse delle altezze abbiamo adoperato una banda di frequenze che copre l’estensione di 2 ottave sul pianoforte, tra i 264 e i 1046 Hz, comprendendo sia i tasti neri e che i tasti bianchi (semitono del temperamento equabile). 








Per origine del sistema di assi coordinati si è preferito il la di riferimento a 440 Hz.








I valori riportati per le altezze sono significativi dell’istante di attacco e degli istanti relativi al registro più acuto e più grave raggiunti durante l’esecuzione del brano.





























Fig.8.4.2


Rappresentazione grafica in un diagramma tempo – frequenza della mano sinistra del cembalo (1a – voce) che suona nel canone in fig.8.4.1.








Come unità di tempo per l’asse delle durate (ascisse) si è preso il valore più piccolo presente nella partitura, cioè la biscroma. Ogni altra nota ha durata multiplo intero di biscroma.








Per l’asse delle altezze abbiamo adoperato una banda di frequenze che copre l’estensione di 2 ottave sul pianoforte, tra i 264 e i 1046 Hz, comprendendo sia i tasti neri e che i tasti bianchi (semitono del temperamento equabile). 








Per origine del sistema di assi coordinati si è scelto il la di riferimento a 440 Hz.








I valori riportati per le altezze sono significativi all’istante di attacco e agli istanti relativi alle note più acute e più gravi, raggiunte durante l’esecuzione del brano.





























Fig.8.4.4


Rappresentazione grafica in un diagramma tempo – frequenza del violino che suona nel canone in fig.8.4.1.








Come unità di tempo per l’asse delle durate (ascisse) si è preso il valore più piccolo presente nella partitura, cioè la biscroma. Ogni altra nota ha durata multiplo intero di biscroma.








Per l’asse delle altezze abbiamo adoperato una banda di frequenze che copre l’estensione di 2 ottave sul pianoforte, tra i 264 e i 1046 Hz, comprendendo sia i tasti neri e che i tasti bianchi (semitono del temperamento equabile). 








Per origine del sistema di assi coordinati si è scelto il la di riferimento a 440 Hz.








I valori riportati per le altezze sono significativi all’istante di attacco e agli istanti relativi alle note più acute e più gravi, raggiunte durante l’esecuzione del brano.
































� A volte all’assioma d’esistenza di una base ortonormale si preferisce quello dell’annullamento del prodotto scalare:  (u(V  <u , u> ≥ 0 e  <u , u>=0           u=0.  In realtà le due assiomatiche sono equivalenti.





� La soluzione del sistema può essere trovata usando la regola di Cramer. 


� Nei seguenti cinque paragrafi si adotterà il termine simmetria in luogo di riflessione, finora usato.
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