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� �����
����� �� 
��� ��� ���
��� 
2�	� �	������ �� ����� � ��
�	� �
 
�����
�
���

�� ��	$�	 �

� ��
� ����� �������� �� 	� �	� ���

�; 
�
����	�
�� 
2� �&��
��� ����&�
.

��	$�	� ��	� ��F ����	� 
� �
4�� ����

��� 
�
 7��	� �� D2���
�
�� ( 	�������� ����
���

 ���	�
� �
 �������� 
� ��	�� �
�� �� ��	�� ��� 7��	� ��	 �� 	�
�
��
� �
�� ��� ���
���;

���
� �
���	� �����
����� �
 ����� 
���� 
� �������
��� 5
	��
� ��
��	 �
�� 
�
 �� 
� �	�

%



�� 
� ���
� �� ������	�6 �	���
�
���� �C
�
� �
�� 
� �  ���������� ��	 �&�
����� �
��
��

�� ���  ���������� �	������ �
 4����� ����	� �� ����; 	���	���
��
� 4��
�� ����� ������

�������
� ��	 �� 	��������
� ��� �	���� � �
����
�� ����&�
����� �
.��
� ��	 �&����	� �
��

'(!�" 
2� ��� ��	 �
�	�	� �
 �	��� ����� 1�� �&���	�

�� 0#3*; 
2� 4����� ������ �� 7��	�

((! ���; 
�
��
��
� �� �������	� � 
���� 
� �������
��� 	�
2����� ����� ��

�
2� ���
��	�;

��	�
��
�� 
� �
4�� ���� � ��	$�	 �

� �
 ��	 �
� �� 	��������
��

)



�������� �

������ ��

� ���� �������
����
�

(
 4����� 
������� ��	� � �
� �	��� �
�	������
� ���� �
�� �	��������
���; ���
	���
�� �

�	�

����� ������� ���	�
�; �� ��	��
�� � ��� ����	��� ���	� �
���� �� 	��������
�� '�		B 4��
��

�
�	������ '�	��; �
 ����	��� ���	� �
���� �� 	��������
� ������ �� ��

�
2� �
��	$�	� ��.

	�
2�; 
��� �
 �� �
� 
������	����
� (����.3	�

��� � 
���&� ���� ��� 4���� �� �
4���	�

����� �
�� �� �	���
�� ����	� �� �����

��� ������� ���	�
�

�� 	��������
� �� �
�� �	��������
��� 	���	���
�� 
�	�� �
�� �
� ��� ��9 �
��	����
�� 
� ��

�� 	�
�	
� ����� 7��
�  ���	
�� ���� �
��
�� $�	
�	� �
� �� ���	����
� $�	�� ����� ���	��

����� 	��������B ��
�	��� ��	�
�� 
��? �
 
���� 
�
��� �� �
$�	 ����
� ��	 ������	� �� ��.


� �
2� � �� ��������
� ����� ������� ���	�7��
�� (
 4����� �
�
�	��; � 	�������	� �
��	$�	�.

 ��	�
� ��		���	� 
� � '(!�"G��H; �(�"G��H; ��"G��H � *�#�G��H; ���� �
� �
 	����

� ��	��
����� �� (
$���� ���� 	�������	� ���	�
� �� �
� ��	�� ��
�� �� $	�4��
�� 
2� ��

�

����� ��
�
� �� Hz �� 10KHz 
�
 ������� � ������� �� ��
�������B� � 4����� �� �����
�� �� �	�.

����� �(1�G��H ��	 �� 
���	����
� �� �
 �
��	$�	� ��	� �������� 
�
 �&��������� �� �����	�	�

�� ��
�� �� $	�4��
�� ��� 10−4 �� 10−1Hz�

*���� 4����� �	������ ������ �
�� ������ �������
�
� �� �	�
�� �
��	���� ������ �
��

�



����
��� �
 � ���� �
��
��7
� �
��	
����
��� �� �	���� � ����� 	��������
� ����� �
�� �	��.

������
���� =����� ����	� �� ���� �� �
��	��
� 
���&� ���� ��� ���� �
��,��� ��	 �� �	������

'�	���

����� �� ���� ��	
��	
���	��

1�
�
�� �� �4�����
� �� ��
����
 �� ������.�� �� < �
 �
��  ��	�
� ����
��
�� ����� ���.

�	������
� �� �
�	���; ���
	���� �	� ��� �� ��
��	�  ��	�
�gµν GH� =����� ����
����� ��
��	����

< ������ ���� 
�	����	� ����� ������.�� �� �	� ��� �� ��
��	� �� !��  �
 !αβγδ.

�� $�	 � �� 4����� �4�����
� �8

(Rµν − 1
2
gµνR) =

8πG
c4

Tµν

�
 
�� Tµν < �� ��
��	� �
�	��� � �����; Rµν �� ��
��	� �� !�

�; � R �� �
���	� �� 
�	����	�;

�
�	� �� 	�
����� ��	 
�
�	����
� ��� ��
��	� �� 
�	����	� �� !�� �

� -���&������� ��


� �� �	��������
��� ������ � ����� �
�	��� |Tµν | → 0; < ��������� ������	� �
� 
�������

�� ���7
����
� 
���� 	��������
� �
�����
� ��� �	���� �� (
 4����� 
��� �� ������.�� �� <

	���	���
������ 
� � ��  � �	� ηµν ������.�� �� ������; �� �
� ��	��	�����
� hµν ; �



�� |hµν | << 1I �� ��
��	� gµν �
 4����� 
��� �� �
	���

gµν = ηµν + hµν

0���� �	�������
� � ����� �4�����
� �
 ���	���� ����
� �� 
� �� ������ �� �����
� �� 
��?

����� ���	�� ��
��	������8

(− ∂2

∂t2
+ ∇2)hµν =

16G
c4

πTµν

:
� 
�
�����
�� � ��	��
�� ����� �4�����
� �� 
� �� �� ��
����
; < �� �	������
� ����&�.

�����
�� �� $�
� �
� ��	��	������ ����  ��	�
� ������.�� ��	��� �� ���� �
������	��� (


����
�� ��  ���	��; ����� ��
��� Tµν = 0; < ��� ��������� 	�
���	� �&�4�����
� 
2� ���
	���

�� 
� ��	�� �
�� ��� 
� �� 
�� �����; �� 
�� �� �����
��� $�	 �� �
�� �&�4�����
� �&�
��8

(− ∂2

∂t2
+ ∇2)hµν = 0

�



*	� ��� �
� ����	��
� �	��$�	 ����
� ����� ����� �	����	�� � �	�

�� 
����; < �����.

���� ����
�	� �� �������
� �� 4����� �4�����
� 
� � ���	���������
� �� ��� ����	�������


�
����
��
�� ��
����� 
� h+ � h× ����
�
��8

hµν = h+e
+
µν + h×e×µν

���� e+µν �� e
×
µν ��
� ��
��	� �� ����� 1� ��F ��	�7
�	� 
2� � ��
��	� �� ���� ��
� ������ ��

�
� 	������
� �� π/4�

����� ������ ����� ���� �� �	�������� ������

�
��
�� �� �
������	� �� 
� ��	�� �
�� �� �
� ��
���� ��	��
���� ����	� ���������� ��.

�&����
� �� �
&�
�� �	��������
���; �� 2� 
2� �� ��	��
���� 	� �
� $�	 � 	������� ���� �������

/�	 ����	��	� ��� ������ < 
�
����	�� �	�
��	� �
 
�
����	����
� �� �
� ��� ��	��
����I �� ��F

�� ���	�	� 
2� �
 4����� 
��� �� 2� �
� ��	�����
� ����� �����
�� �	��	�� L(t) �	� �� ����

�
������
�� �&�4�����
� �� ��������
� �������
� 	������
� ��9 
2��	� �� �
��	����
� ������

�� $�
� �
� ����� ����	�������
�; ���
	������� �	� ��� �
 
����	� ��� ���� 1� �����
��
� ��

�
���� �
 
�	�� 
� �	� �� ��	��
���� 5���� 7��	� ���6 �
 �
 ���
� xy; � �� �������� �&�		��� ��

�
&�
�� �	��������
���; �
 ��	����
� ��	��
��
���	� ��
�� z� -�� 
��� �
 
�� �&�
�� �����

���� ����	�������
� h+; �� ����	�� �
� ��$�	 ����
� ����&�
���� ��
�� ��� ���� �	�

�����;

 �
�	� ��	 �
�� � ����	�������
� h× �� ����	��
� ��$�	 ����
� ��
�� �� �����
��� �	�

�.

����� =����� $�
� �
� < ������ �� $���� 
2� �� ����	�������
�; ��
� 	������ �&�
� 	�������

���&���	� �� �� �	���; ��	�7
� ��� $���� 
2� �� �	����B < 	���	���
���� �� �
 ��
��	� �� 	�
��

����

/�	 4��
��7
�	� 4����� ������ �	������ ����&�
�� �	��������
�; < ��������� ��� �	�

���	�
� �
�� �� ��	�����
� �� �����
�� �	��	�� �	������ ����� ��	��	�����
� �����  ��	�.


�; �
���	�
�� ����&��� �
�� �� ��
�2���� 4���	�.�� �
���
��� ds2 = gµνdx
µdyν = (ηµν +

hµν)dxµdyν � -���� ������� �� ���� �
�� ����	������ e+µν ; 4����� 
2� �� �����
� <8

ds2 = −c2dt2 + (1 + hxx(t))dx2 + (1 − hxx(t))dy2 + dz2

��




2� 	��������
�

L(t) =
√

(1 + hxx(t))x2
0 + (1 − hxx(t))y2

0

0� 
�� �� ��	�7
� 
2� �� ��	�����
� ����� �����
��; ��
�� � ��� ����; �����
� �
 
�
�	�$����

3���	� ���8 ������ �� �
 �
�� �	��������
��� �� �
 �
���� ��  ���� ����

����� �����	
���� �� ���� ��	
��	
���	��

0���� ���	�� �� 	�
��� 
� � ��  ���� ���
� ��	��
�� ��� 
� �� �	��������
���; �� �	���� �

�	� < ����	 ����	
� ���	�
� �
�� �� ��
� �
�; ���� �&���	� � 
� �������� ����� �4�����
��

:
&����	��	� ��C
���� �� 
���	� 7��
� ��	��� ����� ������� �� Tµν ; 
��� ���  ������ �� ���.

�����	� ��	 ���
	���	� �� ����� �����  ���	��� � ��	�� ��
2���� � 
���  ���� ��	��
���	�; ��

�
�
2� ��

�
2� �� 
��
��� 
2� ��	 ����
� �� �	����	� �� �	���� �; �� ����
� �� �� ������
�


� �	�
2� � �� ��

�
2� ���	���� ���� �& � ��	��
�� �
������	� �� ���	 �	���
�� �� 
���	�

����� ��	��
��; ���� �&� ����������B �� ����	 ��
�	�	� �
 ����	���	�� ���
��� ����� ��	 �� 	�����.

 �
��� (
$����; ���� �
�� 
�	�� 
������ ���	� � �
�� ��
�� � 
� ����� 	���
�
� � �	���		�

�
�� 
2� �����
� �
� 4���
2� �	�������B �� ����	� ����	�����

1���� ������� �� ���7
����� ����	��
�; < ��������� �����
�	� �� �������� �
  �������� ��	

�� 
� �� �	��������
���� 1� �����
� 
2� �� �	� � ��	 �
� 
�
 
���� < 4����� �� 4���	�����;

�����
���
�� �� 
���	� 4���	�����	� ����� �
�� �	��������
����

��



�&�
��  ��� ���
� ���������� ��	 4����� ���� �� ���
	����
�; < �� ��
��	�  � �
�� ��

4���	����� ��  ����Qij(t−r); ������ ���� ����	������
� ��  ���	�� ���&�
��	
� ����� ��	��
��;

2� 
���� ����� �	����	�� � �	�

�� 
���� < ���	���� ��8

Qij =
∫

V
ρ(xixj − 1

3
δijr

2)dV

���� ρ < �� ��
���B ��� 
�	�� �
 ��� �� �& ��������� 
���	� ��  ����� ��	 
�� � ��	 �
� ��

 �
����� � ������ 
�
 
�
�	�����
�
�; ����	��
�� �� �
������ �	� �� ���	�� ����&�����	� ��.


���� � � 4����� �	��������
���� -�� 
��� �� 	�������
� �����	� ��
���
� < 
��� �� 	������
�


2� ���� �� 
� �� �����	�
� ����� 	�������
� ���� ��	����� ��
�
�� 
�� �� �� ��� ��	 �
� ��

 � �
�� �� ������ �����	�
�8

	E =
1
Rc2

((	d ∧ 	n) ∧ 	n) 5���6

���� R � �� �����
�� ����� ��	��
��; 	n �� ��	��	� 
2� ��
�� ����� ��	��
�� ���&����	����	� �

	d ��  � �
�� �� ������ �����	�
�; ��7
��� 
� �8

	d =
∫
dV ρq(r)	r

���� ρq(r) < �� ��
���� �� 
�	�
� 	������� ���� ��	��
��� "��	� �� ��	 �
� �� ������; <

��������� ��������	� � ��	 �
� �� �������� ��

������; 
2� 
�
�	�����
�
� �
  �
��	�  �
�	�

���&�
�	���I  �
�	� 
�
 < �	���
�� 
���� �������� �
  �������� �� ��	 �
� ��  �
�����; �


4��
�� 	���	���
�� �
� ��	�����
� �� 
�	�
� ������ ����� ��	��
��; ������ 4����� �	������

��� �	�

���� �� 
�
��	�����
� ����� 
�	�
���

-�� 
��� �	��������
���; �� �	�
����� 
2� ���
� �� 	���� ����� 
�	�
� < ��  ����; 
�


�&�����
�� ����	�
�� �� ���	 �� �	� �� ������ ���
�� �� ����� �� 
�
��	�����
� ����� 
�	�
�

< ����
����; 
�� 
��� �	��������
���; ���� 
�
��	�����
� ����&�
�	���; 4��
�� �� 
���� 
�


< �	���
�� 
���� �������� �
  �������� �� ��	 �
� ��  �
������ (� ��	 �
� ��

������; ��

 � �
�� �� ������ �	��������
���; ��F ����	� ��7
��� �
 �
������ 
�
 �� ���; ���� ρq(r) <

	�$�	��� ���� ��
���B  ����� (
 4����� 
��� �� �	�

���� �� 
�
��	�����
� ����� 4��
���B ��
��� ������� � ��	���	

��



 ��� �	�����
� �

2� 4����� ��	 �
�; 
��? 
� � �	�����
� �� ��	 �
� 
���	���� �
 �
������

��  � �
�� �� ������  ��
���
� ∫
dV ρ(r)	r ∧ 	v(r)

�

2&���� �	������ ��	 �� �	�

���� �� 
�
��	�����
� ���  � �
�� �
����	�� =��
�� <

�����
�� 
2� 7
� � 4����� �	��
� �� ���	���� ����
�; 
�
 �� 2�

� 
�
�	����� �
�	����
�; �


2� �� �	� � ��	 �
� ����	�� �� ��	� < 4����� �� 4���	������

� ��������� �
	���	�; �
 �
������ 
�
 �� 
��� �����	� ��
���
�; �� 
� ��
�
�� �� �
�
��

����� 	�������
� �����	� ��
���
�8

hij =
2G
Rc4

Q̈ij

���� �&���	�����
� < �������� �� �� �� 	���	���� t−R/c ���� R < �� �����
�� �	� ��	��
��
�� ����	����	�� �� 
����
�� �� �	���	���
����B G

c4
< �� ��	 �
� �� �

����� �
�� 
2�; ����

�� ����	� ���	� � �
�� ��

��� ��	� � 
�	
� 10−46; �����
��� �� ��������� � ��	��	�����
�

�
�	������ 
����  ��	�
��

(� �	���� � ��
����	� ����� �������� �
  �������� 
�� 
��� 	����������
�; < 
�

���� ����


�
 ��
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• ���	�� 
�
���	; $�
�� �� 	� �	� �� �
�
�� ��	 $	�4��
�� ����� �
$�	��	� �� ���J�;

������ �� �������B �������
2� �� � �
�� /�	  �
� ����	� 4����� ������ < �����

	��������� �� ����	 ����
����	�; � 
�� ��
� ������ �� ����
2� �� '(!�"� =����� ��
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• ��	� �	�
�G�%H8 0����� ���� >��������
� ��������
2� 
���� 	��������
� ����� ��
�; ������

�� 	�������	�� =����� 	� �	� �� ��� �� ��
�������B �� 500Hz � 10Khz�

• ���	�� ������	 < �� �� ��� � ��	��
�� ���� ��
�������B ����&�
��	$�	� ��	� '(!�";


���&�
��	����� �� $	�4��
�� 
� �	��� $	� � � ��� J�� �& ������ ���� >��������
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�
&����	������  �
	��
���
� �� �
 ����� � ���&�4�����	�� ��	 �
� 
�
 �&� ���
��; �

������� ���  ��� �� ��������
� ��	 �
� ����� ��� �
��  �
	��
���
� 
2� �� 
��������.
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��	$�	� ��	� '(!�" �	�

���� �
�� 
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2�; � 
���� ���

2� ������;
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� � �� 	����
� � ��
�������B  �����	� < 
� �	���


���&�
��	����� 10Hz − 1000Hz� (
 	����B �� �� ��� �
$�	��	� �
 $	�4��
�� ����&����	���;

����
�� ��� ���� �� 	����������
�; ���
2< ��
� �
 $��� �� ������ �������
� �

�������; 
2�


�� �� �� 
� ��	 ����	�

� �� �� �
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����; � ��  ���������� ���
���� ��	 �� 7������� ����� ���
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��� �
�� ��	 �� �
��

� ��		���	�; �
� ��� �	���� �

�	�

����� �� ��	�
��	� 
���&� ���� ����&�
����� ����; < �� 	��������
� �� ���
��� 
�
 �
 �����

	����	�� ���
��� 	� �	� ������ 5��	 �� ��7
���
� �� ���
��� 	� �	� ����	� 
������� �

��	��	�$� ���6� (� ����� ����	� �� 4����� 4��
���B; < ������� ���&�
�	�
��
� ��������� ���

���
��� �	��������
��� ������; 	�������� �� $�
�� �� 	� �	� ��	� �
����� /�	 ����	�	� 4�����

�	���� �; ��
� ����� $����  ���� �$�	�� ��	 �� �������� �� ��

�
2� �� ���� �
��,��� �
 �	���

�� 	������	� �� �	���� ��

=��
�� �� $�	 � �&�
�� ������ < �
 4���
2�  ��� 
���; �� ��

�
� ��9 ���������� < 4�����

��� ������
 �������� �� �	����� �� �� �����; 
2� �� 	���
� 
�� 
��
��� ����� 
�		������
� �	�

�&��
��� ����&�
��	$�	� ��	� �� �
 �
��� � �� �� ����� �� $�	 � �&�
���

-�� 
��� ����&�
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� �� ���
� 	��� �; ��
��
� �	������ ��
� ���	
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�	
� �*� �� ����; 
2� ����
� ����	� �
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� ��� ������ ���
���� �&�
�����

�
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 �� �� �� �� �
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 	�
���	� ��� 90% ��� 	����	��

���
��� 	� �	�� (� �	���� � ��� ���� �
��,��� < �

�	� �
� 4������
� ���	��� (
 4�����

����	� �� ���� �� 
�	
2�	B �� ��	� �
� 	������� � 4����� �	���� ���
�  ����
�� �&�
�	������
�

�� �
�  ���������� �

������� ������ �� ����	�� � �� ���� �������
� ��������
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 4����� 
������� ���
	���	� � �� ��9 ������ ��

�
2� �� 	��������
� ��	 �&�����	����
� ��

���
��� 
2� ��		�

� �����
��� 
�� 
������� ��

������ ��	 ��  ������������
� ��� �	���� �

����� �
�� �	��������
���� 0��� ���	 �
�	������ � ����	�
�� ���� �� �������; ��		B ���
	����

�� �	���� � ����� 	��������
� ��� ���
��� �
 �� �� ���
	��� �  �	�� �
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� �� �
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�
2� ��	 �&�����	����
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��� ��

7
� �� ���	�	
� �� �
$�	 ����
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2� ���� 
�
��
��
�� *��� ���	�� �	��� �����
����
� 
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� ��

��9 ���	����; ����� ���	�� ����� 
� �
�
����
�; ��� 
�
�	���� ���� ���
� � ����� �	�� �����
�

��� ����;  � �

2� �� 	�������	�
� ��; �� ��� ������ � �� 	�
�	
� ����� �
�� �	��������
����

(
 ��
�	��� �� �����
����
� ����� ���	�� ����� 	��������
� 
�
�����
� 
�� $�	� �
$�	�
�� ��	.

��
�� �� ���� ����	����; ��
�	�� �
�� �����	�� � 
�		���� �� 	� �	�� (
���	� �&�
$�	 ����
�


2� �� ������	� ���	�		� ����� ����	�����
�; 
�
 < � $�	���	� 
��� ���&����	����	�I 
�F 	�
��

4��
�� �
�����
������ ��	�
��	� �� �	���� � ����� 	��������
� 
�
 �
 ���	�

�� �	����������.


�;  ������
�� �� 
� ��	�� �
�� 
�
 
��� ����&�
$�	 ����
� �� 	�
���	�;  ������ ��	������

��




������� 0� 4����� ��
�� �� �����; �� ���	�� ����� 	��������
� ��F 
����
�	�� 
�� 
� ��

����&�
$�	�
�� ��������
��

3�
�� �
���� 
���� ������ ����� ���	�� ����� 	��������
� < �� 
�

���� �� ����	�����
� 
�.

����� X 
2� 2� ����	� �
 �
 �
��� � �� ����	�����
� Γ; 
2� ��F ����	� �
 �
��� � �� �����	�;

$�	 � �&�
��; 
� �	� 	���� ��
� 0���&����	�����
� �� X; �� ������	� ���	�		� �
$�	 ����
�
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� $�
� �
� 
�������� �� XI (
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���	�; 
�� �	���� � �� 	��������
� �� ������	� ��.
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��� �� ��������� ��������
�� �� 
�

�����
� �	� �&����	�����
�

� �&�
$�	 ����
� ������	��� < �� ���� �	����������
�; 
�� ��
�� 
2� �� 
� ��	�� �
�� ������.

��
� �� X; < �
>��
���� ����� ��������� ��������
�� =��
�� �
  ������ ��	 4����� �	���� �

< �
� $� ����� �� ����	������
� �� �	��������B �� Γ; � 
�� ��� �
�� 
�		����
��
� ���� 
�
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� ������	��� 5���
	��� � 
�
��
��6;

�� 4��
���B �� �
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�� �� �����
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��� ���
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� ��F ����	� �
2� ��������  ����
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 ����

�� M ������� �
 
��; ����� ���� �� �
 ����	�����
�; �� ������	� ��
���	� 4���� �� < ��	�7
���

�	� �� M ��������� ��������
� ��������
2� 
2� �����
� ���
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����
�; ������
� ��	�� ��	������ 
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-�� ���� ��
�	�� 
�
����	�� � ��� ������� 
2� �
��
2�	� � 
�
 H0 � H1 � 
2� 
�		����
��
�

� ��� ��������� ����	������
� �� �	��������B; P0 � P1; ����� 
����	 
���� 	

������	�� 5Γ;G6;

���� Γ < �
 �
��� � � G < �
� σ.�����	� �� Γ� 3�	 �� �
�� 4����� ���� �� ���� ��F ����	�

�
	���� 
��  ��� �����
��8

H0 : X ∝ P0 5���6

H1 : X ∝ P1

���� �� 
������
� X ∝ P ��� �� �
��
�	� 
2� �� ��	������ 
������ X 
2� 	���	���
�� �&����	.

�����
�; 2� �� ����	������
� P � �� ������� H0 �� H1; ��
��
� 	��������� �
�� 
2�� ���;

��	��
� ����� �� ��	��
� ������������

:
� ���	�� 
� 
���
�	�� δ ��	 H0 	������� �� H1; < �
� ��	�����
� ����&�
��� � �����

����	�����
� Γ 
���� �
��� � Γ1 ∈ G � Γ0 = ΓC
1 ���� 
2� �� �
����� Hj 4��
�� x ∈ Γj

��	 j = 0, 1� ��� �
��� � Γ1 � Γ0 ��
� 	��������� �
�� ����� ����	�� ������� � ����	�� 
�

���������	��� �& 
2��	� 
2� �� 	����� �� ��
����
� ��F ����	� ��
���� 
� � �
� $�
���
� ��

Γ ��7
��� 
�� �����
��  ���8

δ(x) =

⎧⎨
⎩ 1 se x ∈ Γ1

0 se x ∈ Γ0

+��? 
2� �� ����	� 
2� δ ���� � �
 x < �&�
��
� ����&������� �

������� "���� �
�� < �	��	��

�� �
���� ��� ��	�����
� �
�� 
2� ����
�� ��� ���� �� 
	���	�� �
�����

����� "������� �� �	#��

(� 
	���	�� �� ��,�� < ������ ����&�����
����
� �� �
 
���� ���� ��������� �
����; � �����


�
��
�
�� ����� �	��������B ��	��	� 
�
 
�� �� �	���
��
� �� ������� H0 �� H1� ( 
����

��
� �����
���  ����
�� �
�  ��	�
�

C = Cij ij∈0,1

��



�� 
�� ��
�	�
� ��� �
�� Cij 	���	���
�� �� 
���� �� �
�����	� �&������� Hi 4��
�� �&������� Hj

< ��	�;  �
�	� 
�
πi �
��
2�	� � �� �	��������B ��	��	� ���
���� ���&������� Hi� 0�7
�� �

��
���	 �	�
���	���� ��	 ��
� �������; �� 
����  ���� 
�
�	���� ����� 	����� �� ��
����
� δ

4��
�� 4����� ������� < �
����; ����	�8�

Rj(δ) = C1jPj(Γ1) + C0jPj(Γ0), j = 0, 1 5���6

(
��
2�� � ��� 
�
 �� ��	 �
� ��
���	 
� ����
 �� �����
�� 4��
���B8

r(δ) = π0R0(δ) + π1R1(δ) 5���6

����	� ��	� � 	����� �� ��,�� ��	 H0 	������� �� H1; �� 	����� �� ��
����
� δ 5��� ��	��	�$�

�	�
�
��
��6 
2�  �
� ���� �� 	��
2�� �� ��,��� 1� �
��
2�� � 
�
 pj �� ��
���B �� Pj ; ��

	����� �� ��,�� < 
�	����	������ ����� �����
�� 	����
� �� 	������8

Γ1 = {x ∈ P |π1(C11 −C01)p1(x) ≤ π0(C00 − C10)p0(x)} 5���6

+2� 
�� 
��� �
 
�� C11 < C01 ��F ����	� 	��
	���� 
� �8

Γ1{x ∈ Γ|p1(x) ≥ τp0(x)} 5���6

����

τ =
π0(C1,0 − C0,0)
π1(C0,1 − C11)

� �� 	����� �� ��
����
� ���
����� ����� 	����
� �� 	������ ���; < 
��� 
� � ��
� 
�� ����	��	


� ���	
����������; 
2� 2� �
 	���� 
�
�	��� 
���� ���	�� ��� ���� ����� �������� (
���	�

��7
�
�� �� ����	��	 
� ���	
���������� �	� H0 �� H1 
��  ��� �����
��8

L(x) =
p1(x)
p0(x)

, x ∈ Γ 5��%6


�
 �� 
�
��
���
� 
2� (k/0) = ∞ ��	 4����
4�� k ≥ 0 �� 	����
� �� 	������ �� ��F �
	���	�


� �

Γ1 = {x ∈ Γ|[p1(x)/p0(x)] ≥ τ}.

��
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 ��
���� �� 
	���	�� �� ��,�� 
�
����� 
�� 
��
���	� �� 	����	�� �� ��	��� �����
�� ��% ��	 ��

����	� ����	���� �� X � 
�� 
�
$	�
��	� 4����� 	����	�� 
�
 �� ������ τ �

3�	 �� �
�� �� 	����� ��,��; ��	 �� ��� <8

δB(x) =

⎧⎨
⎩ 1 se L(x) ≥ τ

0 se L(x) < τ
5��)6

����� $� �������� �� %�#�	�&'�	����
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4��
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��	� ��� 
���� ���� ��������� �
���� 
< �� 
�
��
�
� �� �	��������B

��	��	� 
�
 
�� �� ��	�7
�
� �� �������H0 �H1� /�	 ������	�	� 4����� ���� �� 
	���	��; �
���� �


�
 �&����	��	� 
2� 
�� ���� ��
�	�� ��� �� �����
� 
�  ����	� ��� ���� �� �		�	�8

• ���	�� 
� ����	 ���	 	 ���
	 �������; 4��
�� �&������� H0 < $���� �
�� 	��������

• ���	�� 
�� 
��	�
	 ���	 	 ��������; 4��
�� �&������� H1 < $���� �
�� 	���������

=��
�� �
��
� < 
�		���� �
�� �
���� �&������� H1; �� ��	�� �� rivelazione� '��� �� ��
�


���	� 
2� 4����� ��	 �
� ��	���
� ��� �	���� � �� 	��������
� 	���	; �
 
�� �� ������� H0 ��

H1 
�		����
��; 	��������� �
��; ���� ����
�� � �	���
�� �� �
 ���������� /�	 �
� 	�����

�� ��
����
� δ; �� �	��������B �� �
 �		�	� �� �	� � ���� < 
��� 
� � ��	�������� 
� ���
	

������� 
�� ��
� PF (δ);  �
�	� �� �	��������B �� �
 �		�	� �� ��
�
�� ���� < ����� ��	��������


� �������� PM (δ)� 1����� �� ����� �� PM (δ) �	�
��� � �
 
�
����	����
� �� 
��? �����

��	�������� 
� ��������	��; PD(δ) = 1 − PM (δ)�

/	������	� �
 ����; 
� ��	�� �
 ����

�� �
�� �	� �� �	��������B ��� ��� ���� �� �		�	�;

���
2K �� ��F �� �	� 	�
��	� ��

��� �
� � ����� ����&���	�� (� 
	���	�� �� -�, �
./��	��
;


�	
� �� �������	� 4����� ����

�� �
��; ��
�
�� �
 �� ��� ����� �	��������B �� $���� ��.

��	 �; ��	 ���  �
� ����	� �� �	��������B ��  �

�
��� (� 
	���	�� �� �	���������
� ��

-�, �
./��	��
 < 4��
��8

maxδPD(δ) con PF (δ) ≤ α

+�
 α ������ �� �� ��� ��  �
���
���; 
2� < ����� livello ��� �����

�%



0�7
�
�� ���	�� 
� 
���
�	�� ���
	������� �
� $�
���
� δ̃ : Γ → [0, 1] ���� 
2� δ̃(x) <

�� �	��������B 
�
�����
��� �� �

����	� H1 ���� X = x �� �	��������B �� $���� ����	 � ��	

δ̃ < ��7
��� ����� 	������
�8

PF (δ̃) = E0{δ̃(X)} =
∫

Γ
δ̃(x)p0(x)dx

 �
�	� �� �	��������B �� 
�		���� 	��������
� <8

PD(δ̃) = E1{δ̃(X)} =
∫

Γ
δ̃(x)p1(x)dx

0��� 
�
 E0 �� E1 �
��
2�� � 	��������� �
�� � ����	� ������ 
���� ������� H0 �� H1�

/����� � �	� �
�

��	� �� �����
��8

����� � ������ 
� �����������
	�� ����	����	 ��� Pj ����� 
��
��� pj � ��� 
��

α > 0 !��	�� �� 
������� �"������	�� 
	�	 ����#

$��������� !

������ ��� %�����%�� ���	�� 
� 
���
�	�� δ̃ ���� ��� PF (δ̃) ≤ α & ��� ���	��


� 
���
�	�� δ̃
′


������ 
� ⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

1 se p1(x) > ηp0(x)

γ(x) se p1(x) = ηp0(x)

0 se p1(x) < ηp0(x)

5���6

'	�� η ≥ 0 � 0 ≤ γ(x) ≤ 1 �	� PF (δ̃
′
) = α( 
�� �� ��� PD(δ̃

′
) ≥ PD(δ̃) 

)
�
����� ��� 	��� α ∈ (0, 1) �
�
�� ��� ���	�� δ̃NP 
���� �	����� * +( �	� γ(x) = γ0

�	
����� ��� ��� PF (δ̃NP ) = α 

,������ ��� δ̃
′′

��� ���	�� 
� �����������
	� 
� ������	 α !��	�� δ̃
′′


��� ����� �� �	���

* + ������	 ��� 
� �� 
	��	��
���� 
� Γ �	� ��	�������� �����( ��
����	 �
 �������� �� ��	��
�� 

*������ �

/�	 ������	�	� �� ���	�� �������; 
�
����	�� � �� �����
�� ���� ����� �������8

�)



H0 : X = ε

H1 : X = ε+ µ
5���6

0��� ε < �
� ��	������ 
������ �������
� 
�
  ���� 
���� � ��	��
�� σ2; �� 
�� $�
���
�

��
���B �� �	��������B �
��
2�	�
� 
�
 N(0, σ2);  �
�	� µ ∈ R+� /��
2< 
���&������� H1

�� 
����
�� µ 
�
 $� ���	� 
2� 
� ���	� �� ����	  ���� ����&����	�����
�; �� ���� ��� ��F

�
	���	�� 
� �8

H0 : X ∝ N(0, σ2)

H1 : X ∝ N(µ, σ2)
5����6

(� 	����	�� �� ��	��� �����
�� < ���� ��8

L(x) =
p1(x)
p0(x)

=
1√
2πσ

e−(x−µ)2/2σ2

1√
2πσ

e−x2/2σ2 = exp{ µ
σ2

(x− µ

2
) 5����6

�� 	����� �� ��,�� ��	 �� ���� ���� < ���� ��

δB(x) =

⎧⎨
⎩ 1 se exp{ µ

σ2 (x− µ
2 )} ≥ τ

0 altrimenti
5����6

0��� τ < �
� ������ ���	��	����� (
���	�; ���
2< ����� � �������� 
2� µ ∈ R+; �� ����

< �
� $�
���
� ��	���� �
�� 
	��
�
��; ��	 
�� �� ���� ���� ��F ����	� �
	���� �
  ���

�4������
�� 
� �8

δB(x) =

⎧⎨
⎩ 1 se x ≥ τ ′

0 se x ≤ τ ′
5����6

���� τ ′ = σ2

µ logτ + µ
2 � (� 	��
2�� �� ��,�� �� 
��
���  ����
�� �� ��� � ��� 
�
��
�
��

Pj(Γ1) 
�
 j = 0, 1 � �$	����
�� �� $���� 
2� Pj(Γ0) = 1 − Pj(Γ1)� "���� �
�� ���
2<

Γ1 = {x ∈ R|x ≥ τ ′} 	������ 
2�

P0(Γ1) =
∫ ∞

τ ′
p0(x)dx = 1 − Φ(

τ ′

σ
) = 1 − Φ(

logτ

d
+
d

2
)

��



�

P1(Γ1) =
∫ ∞

τ ′
p1(x)dx = 1 − Φ(

τ ′ − µ

σ
) = 1 − Φ(

logτ

d
− d

2
)

0��� d = µ/σ � Φ < �� $�
���
� �� ����	������
� �� ε� -�� 
��� ��	��
���	� �� 
���� �
�$�	 �
� � �	��������B � �	��	� ������; 	������ τ = 1 � τ ′ = µ

2 ; � �� 	��
2�� �� ��,�� < ���� ��

r(δB) = 1 − Φ(
d

2
)

$�
���
� ��
	��
�
�� �
 d�

�� �	��������B �� $���� ����	 � ��	 �� ���� �� -�, �
./��	��
 < ���� ��

P0(p1(X) > ηp0(X)) = P (X > η′) = 1 − Φ(
η′

σ
),

���� η′ = σ2 logη
µ + µ

2 � �� ������ η
′ ��F ����	� ����	 �
���  ����
��

η′ = σΦ−1(1 − α) 5����6

/�	 α 7������ (
���	� ���
2< P (Y = η′) = 0 < �� 	�
�� �������
� 
�
 < 
�
����	�� �

������ � ��		� γ0 = 1 ��	 
�� �� 	����� �� -�, �
./��	�
 < ���� ��

δ̃NP (y) =

⎧⎨
⎩ 1 se y ≥ η′

0 se y ≤ η′
5����6

���� η < ���� �� ����� �� �	��������B �� 	��������
� <

PD(δ̃NP = P1(Y ≥ η′) = 1 − Φ(
η′ − µ

σ
) = 1 − Φ(Φ−1(1 − α) − d) 5���%6

���� d = µ/σ� /�	 α 7�����;�� ���% 
� � $�
���
� �� d < ����� �����	�� 
� �	����� ���

����� 1� �
��
� 7���� � d; �� ���% 	���	���
�� �� �	��������B �� 	��������
� �
 $�
���
� �����

�	��������B �� $���� ����	 � �� < ����� ���������
���� 	�������� 
�� ��
��
�
�� �	��� 
���	��� ���������	 ��� ����� ������� ��� �	��� Cij = 0 �
���	 i = j� � Cij = 1 �
���	 i �= j

��



����� !��� ����� $������ "�������

(� ���� ��
�	�� ���; < ����� semplice ��	
2< � 
���
�
� ����� �������; 
�		����
�� �
� ��
����

����	������
� ��	 �&����	�����
�� =��
�� �
��
�; �� �� �
� �
& ������� < ����
���� ��9 ��

�
� ����	������
�; �� ��	�� �� ���� ����� ������� composto�

:
 ���� ����� ������� 
� ����� ��F ����	�  �������� �� �
� $� ����� �� ����	������
�;

�� �	��������B {Pθ|θ ∈ Λ} ���� Pθ < �� ����	������
� �� �	��������B ����&����	�����
� ����


2� θ < �� ��	� ����	� ��� ��	� ��	�; � � ����	� ��� ��	� ��	� �
 Λ 	���	���
��
� ����� ��

��������� ��������
�� /�	 ��� ��� 
�� 
��� ��� ���� ��
�	�� ���; 	������ 
2� Λ = {0, 1}�
-�� 
��� �
 
�� � ��	� ��	� ����� ����	������
� �� �	��������B �����
� ����	�  ��������


� � ��	������ 
������; ����	� < ��������� ���	� �
� ��	������ �� ���� ��,����
�G��H;  �
�	�

4��
�� 
�F 
�
 < ���������; �� �������� �� ���� �� ������� 
� �����; 
2� ��	�7
�
� �	�
���


�
�����
� �
�����
2� �� ���� ����B; < �
 ��������� ������	���

:
  ��� ��	 ��7
�	� �&���� ����B �
 ���� �	���� � < �
� ��
�	���������
� ��� 
	���	�� ��

-�, �
./��	��
�

1����
�� � 
2� �� ������ ��� ��	� ��	� Λ ����� ����	 ��
� ����� �
 ��� �
��� � ���.

���
��; Λ0 � Λ1 
2� 	���	���
��
� � �� �
� ��� ��	� ��	� 	������� ���� ��� �������� /�	 �
�

	����� 	�
�� ������; ������ � ��7
�	� �� �	��������B �� $���� ����	 �

PF (δ̃; θ) = Eθ{δ̃(X)}, θ ∈ Λ0

� �� �	��������B �� 
�		���� 	��������
� 
� �8

PD(δ̃; θ) = Eθ{δ̃(X)}, θ ∈ Λ1.

1����
�� �; 
� � 
�� 
	���	�� �� -�,� 
./��	��
; 
2� ������	�� � ����
�	�	� 
2� �� �	��.

������B �� $���� ����	 � 
�
 �

��� �
 
�	�� ����	� α; ����	� �
 ���� ������ ���	���� ����	�

4����� 
2�  ���� ���� PD(δ̃; θ); ��	 ��
� θ ∈ Λ1; �������� ���� 
�
�����
� PF (δ̃; θ) ≤ α;

θ ∈ Λ0� *��� ���� < 
��� 
� � ��
� ����	�������� ��- �	����� �� ������� α�

1$�	��
��� �
�� � ���� �
�$�	 � �
�� ��9 ����
��; ������
� �����
�� �
 
�
�����
�  ����

��	��
���	�; 4��
�� �� < 
���	���� �� ��������	� ���	� ���� �� ����� *	� 4����� 4����� ��9 �����

��



��9 �� $	�4��
�� < �� 
��? ����� ��
� 
�� ����	��	 
� ���	
���������� ������������	 � 
��������

������������� � ��

��� ���	
���������� 
2� < ������ ��� 
�
$	�
��	� �� 4��
���B

maxθ∈Λ1pθ(y)
maxθ∈Λ0pθ(y)


�
 �
� ������ ���������� (
 ���	� ��	���; �� ���� ��� 	����	�� �� ��	��� �����
�� ��
�	��������;

< �
 ���� ��� 	����	�� �� ��	��� �����
�� �
 
�� �� ��	� ��	� 
�
 
���; ���
� ���������� �
�

��	� ��� �; �  ���� � ��	��� �����
�� G��H� �� ��C
���B �	�

����� 
���&��� �� �
 ���� ����

�� ����; < 
2� 
�
 ������
� 	�������� ��
�	��� ��� 
��
��� ����� �	�������
�; 4��
�� �
 ��� 
���

�� 	�
�		� ������ � �� ������
� �� #�
��
�	��; ��	 ����	 �������	� �
� �������

��� ����������� �� ������� �� ��
�� ���
	���

(
 4����� �����
� �����
2�	� � � 
	���	� ������� �	�
���
�� �
��; 
�
 �� �
��� �� ��	���	�

�	�
���	� ��	 �� 	��������
� �� ���
��� �  �	�� �
 	� �	�� 0��� �� �	��� �
�
�� �� � ���.

 �
�����
� �������� �� $�
���
� ��	 �&�����	����
� ��� ���
���; 
� �� ���	� � � 
�
����	�	� ��


��� � �� �� ���
	����

/	� � ����� �	�������
� < ����	��
� �
�	���		� �� 
�

���� �� 	����	�� ���
��� 	� �	�

�
��
��� ������ 
�
 �&�
	�
� � �
����� 1-! 51��
�� �� -���� !����68

$�1	�
��	� � �����	��	 ������� ���	��� '��� ��� 
���� ����	���� x[n] = s[n] + v[n](


� 
����
�� ����	��	 
������ ���	�� �� %�������

ρ =
E[s2]
E[r2]

( ��	& �� ����	��	 ��� �� �	����� 
�� 
������ ����� � �� �	����� 
�� ���	�� 

�& ����	��
� ����	��	� 
2� �
 �����	���	� �� �	���
� �

2� ���	� ��7
����
� �	� ��	� ����	��

�� 1-!� (
 4����� ����	� �� ���� 
� 	�$�	�	� � �� �	� ���� ��7
����
� � �  �
� 
2� 
�


��
�� ���
�7
��� ����	�� �
���

��



����� (�����
���� ��� '������	

(�  ������ ��	 �&����	�����
� 
2� ������	�� � 
�
����	�	� < 4����� �� �
� ��	�� �� ��	��� �

�� �� 
�
��
�� 
2� 
�
����� �� �
 ���
��� 
�		���� �� 	� �	�; ����	� �����
�� �� 	� �	�

��
�� ���
���� (� 
���	� ��������� < 4����� �� ��
���	� �� �� ���
��� < �	���
�� �  �
�

�
������
�� �
 
� �	� 7
��� N �� 
� ���
� ����� ��	�� �� ��	��� ����	�����

=����� �	���� � ��������
� �
�� ��F ����	�  �������� 
�
 �
 ���� ����� ������� ��
�	��

����� ������ �� ����	�����
� (Γ, G) = (RN , BN ); 
�
 BN ������ ���� σ.�����	� �� ��	�� ��

RN �
H0 : x[n] = r[n] n = 1, ..., N

H1 : x[n] = s[n] + r[n] n = 1, ..., N
5���)6

0��� x[n] < �&����	�����
�; r[n] 	���	���
�� �� 	� �	� � s[n] �� ���
����

/	�
���	� ���� � ��	 �� ���� �	�
���
�� �����
� ����	� ��	����� ��������
�� � 	��������

��� 
������� �; �� �� 
�
��
�
� � 
� ��	�� �
�� ��������
� ��� ���
��� � ��� 	� �	�� ( 
���


2� �
������	� � ��
� 4����� �
 
��8

• �� ���
��� < 
� ����� �
�� 
���

• �� ���
��� < 
��� �  �
� �� �
 �
��� � �� ��	� ��	�

�����
�
�� �� ����	������
� ��� 	� �	�  ����
�� �� ��
���B pr; �� 	����	�� �� ��	��� �����
.

�� ��	 ���) < ���� ��8

L(x) =
pr(x− s)
pr(x)

5����6

���� 
�
 x = (x[1], ..., x[N ]) ����� � �
��
��� �� �����	� 
��������� ��� 
� ���
� ����&����	.

�����
�; 
�
 s = (s[1], ..., s[N ]) �� �����	� ��� 
� ���
� ��� ���
��� � 
�
 r = (r[1], ..., r[N ]);

�� �����	� ��� 
� ���
� �� 	� �	�� �� �	�
���	� ���� � ��	 ���) ��
� ��	����� 
��
���
��

����; � ��
� �
�������� 
�	
�
�� �� ���	��	���� �	��������B ����� 	����
� 
	���
2� 	������
���

-���� � �
���	� 
2� 
�� 
�	�� ����� ����; ���	� � �� ��	��� ricevitore ��	 �
��
�	� ��

 ������ ��	 �� 	��������
� ��� �	���� � ����� 	��������
� �� ���
����

��



����� )�
��	
���� ��� ����	�� ���� �� ������ ������������

=����� �	���� �; 
��� 
� � 	��������
� coerente; ��F ����	� 	������ �� �� 
�
��
� �� ��
.

���B pr � �$	����
�� �� $���� 
2� � 
� ���
� ��� 	� �	� r[1], ..., r[N ] ��
� ��������
� �
��

�
����
��
��� (
 4����� 
��� �� 2� 
2�8

pr(x) = ΠN
n=1pr[n](x[n]),

���� pr[n] 	���	���
�� �� ��
���B  �	��
��� �� r[n]; �

L(x) = ΠN
n=1Ln(x[n])


�
 Ln(x[n]) = pr[n](x[n] − s[n])/pr[n](x[n])� /��
2< �� ����	�� � �� x < �
� $�
���
�

��	���� �
�� 
	��
�
��; �� ���� ���� � ��F ����	� �
	���� 
� �8

δ̃
′
=

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

1 se
∑N

n=1 logLn(x[n]) > logτ

γ se
∑N

n=1 logLn(x[n]) = logτ

0 se
∑N

n=1 logLn(x[n]) < logτ

5����6

*������ � ���������	�� �	������ �� ���	�� ���

���	 �����	�

0�� � �

�
������� �� ��7
����
� �� 	� �	� �������
� ���

�8

$�1	�
��	� � ����	�� .��

���	 �����	� ,� ���	�� 
� 
��� ���

���	 �����	 %���
	

�	 
�����	 
� �	����� & �	
����� 
� ����� �� ���
� 
� ���%����� �	�
�
�����( 	 �����
/ �	

���	


��� ��� ��
	 
�� 
������ 
�
�����( %���
	 ����� � �����	�� r[1], ..., r[N ] 
	�	 ��
����
���� �


�
����������� 
�
�������� �	� 
�
�������	�� ��������� N(0, σ2) 

/�	��
�� �� 4����� ��7
����
� �� ��������
�� � 	�������� ����&��� ��� �; 	������ 
2� logLn(x[n]) =

s[n](x[n] − s[n]/2)/σ2; 
��? 
2� �� ���� ���� � ���� ����
��

δ̃
′
=

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

1 se
∑N

n=1 s[n](x[n] − s[n]/2) > τ ′

γ se
∑N

n=1 s[n](x[n] − s[n]/2) = τ ′

0 se
∑N

n=1 s[n](x[n] − s[n]/2) < τ ′

5����6

��




�
 τ ′ = σ2logτ � -���� � 
2� �� ��	 �
� −1
2

∑N
n=1 s

2[n] 
�
 ����
�� ����&����	�����
�

4��
�� ��F ����	� �

�	��	��� 
���� ������ �
  ��� 
2� �� ���� ���� < �4������
�� �� �����
��

δ̃
′
=

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

1 se
∑N

n=1 s[n]x[n] > τ ′′

γ se
∑N

n=1 s[n]x[n] = τ ′′

0 se
∑N

n=1 s[n]x[n] < τ ′′

5����6

0��� τ ′′ = τ ′ + 1
2

∑N
n=1 s

2[n]� *��� 	�
�����	� < 
��� 
� � �������	���

:
&� ��	��
�� 
�	����	����
� �� ���� 	�
�����	� < ���� ��� $���� 
2� ���� ���	� 
�
.

$	�
��
�� �&��
��� �� �
 ����� � ��
��	� 
�
 �
� ������� (
$���� 
�� ������ � �
	���	� 
2�∑N
n=1 s[n]x[n] = 1

2

∑N
n=−∞ h[N − n]x[n] ����

h[n] =

⎧⎨
⎩ s[N − n] per 0 ≤ n ≤ N − 1

0 altrimenti
5����6

/�	 
�� ���� 	�
�����	� ��F ����	� �  ���
��� 
� � �
 ����� � 
2� $�	
��
� �
 �
�	���

�&����	�����
� x �� �
 7��	� �������� ��
��	� � ��� 
�
$	�
�� �� 
� ���
� N ���&��
��� ���

7��	� 
�
 �� ������� =����� ��	����	� < 
��� 
� � ������
 ����

����� )�
��	
���� �� ����	�� ���� �� ������ �	����	�� "����	��

-���&��� ��� � ����� � ��7
��� �� 	� �	� �������
� ���

�; ��� � �	� �
��
� �� �����
��8

$�1	�
��	� � ���	�� .��

���	 0	�	���	 ,� ���	�� 
� 
��� ���

���	 �	�	���	 %����


	 �	 
�����	 
� �	����� �	� & �	
����� 
� ����� �� ���
� 
� ���%���� �	�
�
�����( 	 ���

���
/ �	

���	 
��� ��� ��
	 
�� 
������ 
�
�����( %���
	 ����� � �����	�� r[1], ..., r[N ] 
	�	

�
����������� 
�
�������� �	� 
�
�������	�� ��������� N(0, σ2) �� �	� 
	�	 ��
����
���� 

:
 	� �	� �������
� +���	��� < 4��
�� 
�	����	������ �
 �� �� ���
�	�� �� �
 �����	�

�������
� r 
�
  ���� 
���� �  ��	�
� �� ���� 
�		������
� R; 
2� ���� �	� � ��7
���

���������

(
 
��� �� 	� �	� 
���	��� �� 	����	�� �� ��	��� �����
�� < ���� 4��
�� ��8

L(x) =
p1(x)
p0(x)

= exp{sTR−1(x− s

2
)}. 5����6

��



(� ���� ���� � ������ �� ���� ��F ����	� �
	���� �
  �
��	� ��9 �� ���
� �� �	�
��� � �

����	�� � �� �
�	� �� �  � �	� � �

�	��	�� � �� ��	 �
� 1
2(sTR−1s) 
���� ������; ���� 
2�


�
 ����
�� �� xI �
$���� �� 2�8

δ̃
′
=

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

1 se sTR−1s > τ
′

γ se sTR−1s = τ
′

0 se sTR−1s < τ
′

5����6

���� τ
′
= logτ + 1

2s
TR−1s� (
���	�; �����

sTR−1s = s̃tx =
N∑

n=1

s̃[n]x[n]

������ � ����	��	� 
2� �� ��	����	� ��� 	�
�����	� < ���
��
� � 4����� ��	 �� 	� �	� �������
�

���

�; �	�

� ��	 �� $���� 
2� �� ���
��� s ����� � ���������� s̃�

/����� � ������ �� �
������	� �� �	�������
� �� ����; ����	��
�� 
2� �� 4��
���B T (X) =

sTR−1X < �
� �	��$�	 ����
� ��
��	� ��� �����	� �������
� X; 4��
�� < ���� ������ �


�����	� �������
� 
�	����	������ �����  ���� � ����� ��	��
�� 	������� ���� ��� �������� �&

��������� ��	�7
�	� $�
�� �
�� 
2� T (X) 2�  ���� µs̃T s 	������� ���&������� H1 �  ����


���� 	������� �� H0;  �
�	� �� ��� ��	��
�� < �
����
��
�� ����&������� �� < ������ �

d2 = sTR−1s�

0���&�
����� ��������� ���	�; �� ���

� 
2� �� 	�
�� �������
� 
�
 < 
�
����	��; ��

�
���	� �� �	��������B �� �
�����	� H1 4��
�� Hj < ��	� ��	 j = 0, 1 < ���� ��8

P1(Γ1) =
1√
2πd

∫ ∞

τ
′
e−(x−µ)2/2d2

dx = 1 − Φ(
τ

′ − µ

d
). 5����6

�

P0(Γ1) =
1√
2πd

∫ ∞

τ ′
e−x2/2d2

dx = 1 − Φ(
τ

′

d
)... 5���%6

0��� Φ � µ 2�

� �� ���
�7
��� 
�
� 
���&��� ��� ��

/�	 �� �	���� � �� ��,�� < 
�
��
��
�� �
	���	� �� ���� ���% �
 $�
���
� ����� ������

�	���
��� τ

��



PjΓ1 =

⎧⎨
⎩ 1 − Φ( logτ

d + d
2) per j = 0

1 − Φ( logτ
d − d

2) per j = 1
5���)6

�& �
7
� ����� 
�
$	�
��	� 4����� $�	 ��� 
�
 4����� ����&��� ��� ���� ��	 ��	�7
�	� 
2� ��
�

$�	 �� �
�� ���
��
2�� +�F 
� ��	�� 
2� �

2� �� 
��
��� ����� ������ ����� �	�������
� <

���
��
�; 
�
 �� ���� ����	�
�� ��� ����	� ���	������ � d � µ�

5(
��	�	������
� �� �2) 0���� �	�
���
�� ���
�����
� < ��������� ����	� 
2� �� �	�������
�

����� 	��������
� ���� � �� ���
��� ����	 �
����
� �
 	� �	� �������
�; �
 ��
�	���  �����	�
�

�� 
	��
�	� ��� ��	� ��	� d� =����� ��	� ��	�; �
���	�; ��F ����	� �
��	�	����� 
� � �
�

 ���	� ��� 	����	�� ���
��� 	� �	� ��� ��7
��� 
� � 	����	�� �	� �� ����
�� ��� ���
���

� �� ����
�� ��� 	� �	��

/�	 ��	�7
�	� 
�F 
�
����	�	� � �	� � �� 
��� �� 	� �	� �������
� ���

� � ��� 
���	����

-�� 
��� �� 	� �	� �������
� ���

� 	������ 
2� R = σ2I ���� I < ��  ��	�
� ���
��
� ��

�	��
� N ; �
���	� R−1 = σ−2I 
��? 
2�

d2 = sTR−1s =
sT Is

σ2
=
sT s

σ2
=

1
σ2

N∑
n=1

s2[n] = N
s̄2

σ2

���� s̄2 = (1/N)
∑N

n=1 s
2[n] < �� ����
��  ���� ��� ���
����

-���� � 
2� σ2 = (1/N)
∑N

n=1E{r2[n]} < �� ����
��  ���� ��� 	� �	�; 4��
�� d2 <

���� ��� 	����	�� �� ����
��  ���� ���
���.	� �	� ��	 �� 
� �	� �� 
� ���
�� =��
�� ��

�	�������
�  �����	�
� �� �
� �� 4����� 4��
���B 
	��
��

:
� �� ��� �
��	�	������
� ��F ����	� ���� � d2 �

2� 
�� 
��� �� 	� �	� 
���	����

(
���� � 
�
 �&����	��	� 
2� �� 4��
���B
∑N

n=1 s̃[n]x[n] < ������ �� 
� ���
� N ����&��
���

�� �
 7��	� ��
��	� �
��	��
�� ���� �	�������
� 
�
 	������� ���&� ����� ���� ��

h̃[n] =

⎧⎨
⎩ s̃[N − n], 0 ≤ n ≤ N − 1

0 altrimenti
5����6

1� �&�
��� �� ���� 7��	� 
�
����� ���� �� ���
��� s; ����	� �� 
� ���
� N ����&������ <

N∑
n=1

s̃[n]s[n] = d2

�%



� �� ��� ����
�� < d4� 1� �
��
� �&�
��� ��� 7��	� < �����
�� 	� �	�; ����	� �� ����
�� ���


� ���
� N ����&������ <

E(
N∑

n=1

s̃[n]s[n]) = d2

4��
�� �� 	����	�� ����� ����
�� ���&������ ������ �� ���� ���
��� � �� ���� 	� �	� < �	��	��

d2�

=��
�� ������ � ��	� 
2� d2 	���	���
�� �� 	����	�� ����� ����
�� ���
���.	� �	� ���&��.


��� ��� 7��	� ����� ��	 �� 	��������
� ���� � �� 
� ���
� N � (
������� �
�� < 	����
�����

�������	�� 
2� ��9 ���� < 4����� 	����	�� �  ����� �� ���
��� ��F ����	� 	�������; � 
�F �����


2��	� �
�� ��� $���� 
2� �� �	�������
� �� 	��������
� ��
� $�
���
�  �
���
� �� d2� �&

�
��	����
�� 
���	� 
2� �� 7��	� 
�	����	������ ����� 	������� ���&� ����� ���� < �	� ����� �

7��	� ��
��	� �� �
��	��
�� ���� �	�������
� 4����� ��	 
�� <  ���� � �� 	����	�� �� ����
��

���
��� 	� �	� ���&������ ��� 7��	�� (
���	� 4����� < ��	� �

2� 
�� 
��� �� 	� �	� 
�


�������
� ��	
2< ����� �����
�� ��� $���� 
2� r 2�  ���� 
���� �  ��	�
� �� 
�		������
� R;

 �
�	� �&���� ����B 	������� �� 
	���	� ��� 
������� �	�
���
�� ����
�� ����&����
���
� 
2�

�� 	� �	� ��� �������
��

����� )�
��	
���� �� ����	�� ��� �	�	����� ��� ����

/�	 �� ��������
� �
 
�� �� ���
��� < 
��� �	�

� 
2� ��	 �
 
�	�� 
� �	� �� ��	� ��	�; ��

���� ���) ��F ����	� �
	���� 
��  ��� �����
��

H0 : x[n] = r[n] con n = 1, ..., N

H1 : x[n] = s[n, λ] + r[n]
5����6

0��� λ = (λ1, ..., λm) < �� �����	� 
��������� ����� m ��	� ��	� 
�
 
��� 
2� ��	��
� 
����

�
��� � Λ1, ...,Λm�

1����
�
�� 
2� � ��	� ��	� 
�
 
��� 
�
 �����
� ����	� �
2� �������� 
� � ��	������


������; ������ � ���	� �� ��	������ ��
�	�������� �  ���� � ��	��� �����
�� ���
���� �


�	�
���
��; ����� 4���� 	������ 
2�; 
�� 
��� �� 	� �	� �������
�; ���� 
�
����� 
�� 
��
���	�

�)



�� 4��
���B

maxλL(x) = maxλexp{sTR−1(x− s

2
)},

�� 
�� �����
�� �� ����	�� � ����
�� �8

L(x) = maxλlogL(x) = maxλ{sTR−1(x− s

2
)} 5����6

� 
�
$	�
��	� �� 	�������� ����
��� 
�
 �
� ������ τ � =����� 
2���� �� $��� ��  ������������
�

��� 	�
�����	� �� ���
��� �	��������
��� �� ���� 
2�	�� ( 	�������� ����
� ����
���; ��		�

�

	�
2�� ��� 
�� 
������� 4 ���� ��		B � ��� �
���� �
� ��	������ �� 	��������
� ��	 ���
���


2�	�;  ���� ����
�� �� ����  ����
�� ����	�� � �� ���� �������
� �������; �
�����
�� ��

 ���� 
� � ��	� ��	� ��	 � �� ����� 
� ���
� ����� ��	 �� 	��������
��

��



�������� 	

����

� ��� 	� ���������� �� �����
�

�������
����
� �������� �� �������

���
�������

(
 4����� 
������� ��		B �
�	������ �� �	���� � ����� 	��������
� �� ���
��� �� ���� 
2�	��

0��� ���	 	�
����� �� $�	 � �
�����
� ��� ���
��� �	��������
��� �	������ �� ��
�	�� 
�����.


�
��; ��		B  ����������� �
 	�������	� ����
���� ����� ��	������ ��
�	�������� �  ���� �

��	��� �����
��� *���  ������������
� ��		B 	��	��� 
�� 
������� 4 ��	 �&� ��� �
�����
� ��

�
� ��	������ �� 	��������
��

��� ������� �	������������ ������ �� ����	��  �����
����

!��	�
��
�� 4��
�� ����� 
�� �	� � 
�������; �	����� � �	� �� �	���� � ����� 	��������
�

��� ���
��� �	��������
��� �	������ �� ��
�	�� 
�����
�
��;  ����
�� ��

�
2� �
��	$�	� ��.

	�
2� 
� � �� 
��� �� '(!�"� =�� �� ������� 
� ���	����� � 4��
�� � 	�
���	� �� $�	 � ���

���
��� ������ 
2� 
� �������� � �� 	�����	� ���	���	�� �&����	��� ���	� �
���� �� '(!�"�

(
 ��
�	��� �&��
��� ����&�
��	$�	� ��	� < �
� 
� ��
����
� ��
��	� ��� ��� 
� �� �&�
��

��



h+ �h×8
∆L(t)
L

= F+h+(t) + F×h× ≡ h(t). 5���6

0��� � 
��C
��
�� F+ �� F× ��
� ����&�	��
� ����&�
��B � ����
��
�; �
  �
��	� 4���	���.

��	�; ����� ��	����
� ����� ��	��
�� � ����&�	��
�� �
�� ��� 	�������	��

(
 4����� ����	� �� ���� 
�

�
�	�	 � �� 
���	� ����
���
� ��� ���
��� �	��������
���

������ �� �
 ����� � ��
�	�� 
� �����; 
��������� �� ������ � 
���	�
� � ��
2� 
�	� 
����

$��� �� 
�����
�
���

+� � �� �����; ���&��
��� ����&�
��	$�	� ��	�; �� ���
��� 2� �� $�	 � ���; �
���	�;  ����.

��
�� �� ��	��
�� 
� � ��
��  ���� 
2� �	����
� ����	
� �� 
� �
� 
�
�	� ��  ���� �


�	���� 
�	
���	�; ����
�� � �� ���
��� 
���&���	���� ����
� ����.-�D��
��
� 
2� �� �
	���


��  ��� �����
��8

h(t) = A[πf(t)]2/3cos[φ(t)] 5���6

���� f(t) < �� $	�4��
�� ����
��
�� ����&�
�� �	��������
���; A < �
� 
����
�� 
2� ����
��
����� �����
�� ��� ����� � ����&�
��	$�	� ��	�; � φ(t) < �� $��� 
2� ��F ����	� �
	���� 
� �8

φ(t) = φ0(t) + φ1(t) + φ1.5(t) + ...,

���� φ0(t) < �� ��	�� 
�D��
��
� ����� $���;  �
�	� φn(t) 	���	���
�� �� 
�		����
� ����.

-�D��
��
� ���&�	��
� n� /	�
���� � 
2� �� 
�		����
� ����.-�D��
��
� ��
� 
�
����	��

4��
�� 
�
 ��
� ��9 �	��
�	����� ��� ������ �� �	���� ��B ����� ��� ������ 
2� ���	�������
�

��	 �
��	� � 
�������	� �
 �
�
� ������� ������	�� (
 ���	� ��	���; �
�	�
� �
 ���
� ��

�� �
���
� 7
��� ����� ��� ������ � 
� ��
� ������ 	����������
� �� �	�
��	� �
 
�
����	����
��

0�	�
�� 4����� ����	� �� ���� ��������	� � �� ���
��� ����.-�D��
��
� 	���	����G��H ��

��
�
�� �	��
�; ���� �� ��	��� 	���	���� ��� �� �
��
�	� 
2� �� 
�		����
� ����.-�D��
��
�

��
� �

���� �����
�� 
���� $��� � 
�
 
���� � ������� (
���	� ���
2< �
 ���
���  ���.

���� �
 � ������ �� �
 $��� < ����� 
������ �����; �&�	� �
 ���
�� 
� 	�$�	�	� � �� ���
���

�	��������
��� 
� � ���
��� 
2�	�; �; ��9 �� ���
� �
��; 
2�	��

(
 4����� ���� �� ���	���� ����
�; �� $��� �� �
	��� 
� �8

φ(t) = φ0(t) + φ1(t) + φ1.5(t) + φ2(t),

��



0���

φ0(t) =
16πfaτ0

5
[1 − (

f

fa
)−

5
3 ]

φ1(t) = 4πfaτ1[1 − (
f

fa
)−1]

φ1.5(t) = −5πfaτ1.5[1 − (
f

fa
)−

2
3 ]

φ2(t) = 8πfaτ2[1 − (
f

fa
)−

1
3 ]

$5�6 < ���� ��

t− ta = τ0[1 − (
f

fa
)−

8
3 ],

 �
�	� �� τi ��
� ����� 
����
��; ����� ����� ����; 
2� 2�

� �� �� �
���
� �� �
 �� ��; �

��
� ���� ��8

τ0 =
5

256
M− 5

3 (πfa)−
8
3 ,

τ1 =
5

192(πfa)2
(
743
336

+
11
4
η),

τ1.5 =
1
8µ

(
M

π2f a)
1
3 ,

τ2 =
5

128µ
(
M
π2f2

a

)
2
3 (

3058673
1016064

+
5429
1008

η +
617
144

η2),

���� fa < ������ ���� $	�4��
�� ����&�
�� ���&����
�� ta; 
2� ��	B �	��� ������ ���� $	�4��
��

�� ������ �
$�	��	� ����&�
��	$�	� ��	�; M = (µ3M2)
1
5 < �� ����� ��

; µ = (m1m2)/(m1 +

m2)  ���� 	������; �M = m1+m2  ���� ������ ��� ����� �; �
7
� η = µ/M ; ��	  �����	�


2��	� �
�� �� 	� �
�� ���� $�
�� G��HG�%HG�)H�

=����� 
2� �� ���

� ����� 	������
� �	�
���
�� < 
2� �� ���
��� 
2�	� ��F ����	� �
��
�.

 �
�� ����	 �
��� �� ����	�
�� �
���� ��� ��	� ��	�� (
$���� �����
���8

A; � ������ ��� ���
���I

ta; ����
�� �
 
�� �� ���
��� ����
�� �������� 
���&�
��	$�	� ��	�; ����	 
� �����	

��



Φ; $��� ��� ���
��� �
 �		��� (� 
2�	� ��F ����	� �
���
� �
�� ����	 �
��� �� �
� �����

�����
�� �
���� ��� ��	� ��	�8

• m1,m2;  ���� ��� ����� � ��
�	���

• �
� 4����
4�� 
����� �� 
2�	� �� ��

(
 4����� ����	� �� ���� �
�����	� � 
� � ��	� ��	� �� 
����� ��  ����; � 4��
�� ��	� �;

Θ = A, ta,Φ, (m1,m2); � 
2�� �	� � �������� 
���
�
 ���
��� 
2�	� 
�
 �����
��� ����	�

��� ��	� ��	�; � 
2� �
��
2�	� � 
�
 h(t,Θ)�

0��� ��
�
� 
�	����	����
2� ��� 
2�	�; �	� 
�� �&���
����
��B 5
�
$	�
�� 
�
 G��H6 < ���������

	�
�		�	� ���� ���	���� ����
� � $��� ������
�	�� ��	 �� 
��
��� ����� �����	� 5��	 ���	�$�
��.

 �
�� ���� G��H6� 0� 
�� �� �	��$�	 ��� �� 3��	��	 ��� ���
��� 
2�	� ��	 �� $	�4��
�� ��������

< ���� ��8

h̃(f) = Af−7/6exp[i
6∑

k=1

ψk(f)λk − i
π

4
]

���� λk 
�
 k = 1, ..., 6 	���	���
�� � ��	� ��	� ����.-�D��
��
�

λk = {ta,Φ, τ0, τ1, τ1.5, τ2}

 �
�	�

ψ1 = 2πf

ψ2 = −1

ψ3 = 2πf − 16πfa

5
+

6πfa

5
(
f

fa
)−

5
3

ψ4 = 2πf − 4πfa + 2πfa(
f

fa
)−1

ψ5 = −1πf5πfa − 3πfa(
f

fa
)−

2
3

ψ6 = 2πf − 8πfa + 6πfa(
f

fa
)−

1
3

/�	 f < 0 �� �	��$�	 ��� �� 3��	��	 �� 
��
��� ��������
�� �&���
���B h̃(−f) = h̃∗(f); ������

��	 �� $�
���
� 	�����

��



+�

����� � 4����� �����
� �
�	���
�
�� ��� 
�

���� 
2� ��	�

� ����� 
�� �����.

�� �� 4����� 
�������8 �� �	��	����� �� %��
������ ��� ���
��� 
2�	�; �� �� ���
��� 
2�	�

�	���������	� �� 
� ��
�
�� �
 4���	���	� ��� ���
��� 
2�	�; ��
� ��7
��� ��

h0(t) = [πf(t)]
2
3 cos[φ(t)], hπ/2(t) = [πf(t)]

2
3 cos[φ(t) +

π

2
] 5���6

����� 4���� 	������ 
2� �� ���
��� 
2�	� ��� ��F �
	���	�� 
� �8

h(t) = Ah0(t)cosΦ + Ahπ/2(t)sinΦ.

/�	 �� 
�

���� �� ���
��� 
2�	� 
�	 ��������; �
�	���
�� � �� �����
�� �	������ �
���	�


���&�
��� � ��� ���
��� 
2�	�; �� 
�� � ��	��
�� ��	B 
2��	��� �
 �������8

〈x(t), y(t)〉 =
∫ ∞

−∞

x̃(f)ỹ∗(f)
Sn(f)

, 5���6

���� Sn(f) < �� ��
���B �����	��� �� ����
�� ��� 	� �	� ����&�
��	$�	� ��	�� � 4�����

��
��; �
�	������ �� 
�	 � ��	���
�� ��� �	������ �
���	� ���; �� ��F ��	�7
�	�; 
2� ��	

��
� �� ����� ���� < �
����
��
�� ��� ��� �� �� �� �		��� 
2� ����� $��� �
������ 
�� 
��� �



�� A = 1� (� ��� ����	� �� �
��
2�	B 
�
 N � /����� � 
��? ��7
�	� �� 
2�	� 
�	 ��������

�� �����
��  ���8

q(t; Θ) =
h(t; Θ)
N ,

�
����� �
�� ��	�

� ��7
��� �� 
� ��
�
�� �
 4���	���	� ��� ���
��� 
2�	� 
�	 ���������

(
7
�; ��7
�� � �� 4��
���B

S = AN

����� �
��
���B ��� ���
��� 
2�	�; ������ � 
�
����	�	� �&�
��� � ��� 
2�	� 
�	 ��������;

�
���
� �
�� ����	 �
��� �� Θ = (S, ta,Φ,m1,m2)� 1� ��F ��	�7
�	� �
���	� G��H; 
2� ��

��	� ��	� S < �	���� ������ �� 	����	�� ���
��� 	� �	�; 
��� 
� � ��7
��� �
 G��H�

��� !������ ��	 �� 	�
�����	� �� ������� �	������������  "�	�

/����� � �

���	
� �	� ����� ����	 �
����
� ���  ������ ��	 �� 	�
�����	� �� ���
��� �	���.

�����
��� 
2�	�� !�
�	��� � 
2� �� 
���	� �	���� � < 4����� �� ����	 �
�	� �
� �	�
���	�

��



��	 ����	 �������	� �� �&��
��� ����&�
��	$�	� ��	� < 
��������� �� ���� 	� �	� � �� 	� �	�

��9 ���
����

0���� �����
� �	�
���
�� �� ���

� 
2� 4����� ���� �� �	���� � < �4������
�� �� �
 ����

����� ������� 
2� �
 4����� 
��� < 
� �����; �
 4��
�� � 
2�	� ����
��
� �� �
 
�	�� 
� �	�

�� ��	� ��	� 
�
����	��� 
� � ��	������ 
������� �� ��	������ �	������ ��	B ��
4�� 4�����

��
�	�������� �  ���� � ��	��� �����
�� 5���� 
������� �6�

/�	  �����	� 
2��	���� 	��
	���� � �� ���� ����� 
�� 
������� � ��	 �� 
��� �� ���
��� 
2�	�8

H0 : x[n] = r[n] n = 1, ..., N

H1 : x[n] = h[n− na;λ] + r[n] n = 1, ..., N
5���6

0��� x[n] < �� ���
��� ���&��
��� ����&�
��	$�	� ��	�; 
2� 	���	���
�� �� 
���	� ����	�����
�;

r[n] < �� 	� �	� ����&�
��	$�	� ��	�; � h[n− na;λ] < �� ���
��� 
2�	��

=��
�� �� 	�
�����	� �� ���
��� 
2�	� �	� � 
��
��� �� 4��
���B

maxδlogL(x) = maxδ{hTR−1x− 1
2
(hTR−1h)} 5��%6

���� δ < �&�
��� � ��� ��	� ��	� ��� 
2�	� 
� ���
���; � ��� 
�
$	�
�� 4����� 4��
���B 
�


�
� ������ τ � -�� ������� $�	� � 	�$�	� �
�� � ��% 
� � 
����
���� 
� 
���
�	���

+� � ��B �

�

��� �
 �	�
���
��; � ���
��� 
2�	� �����
� ����	� 
�	����	������ �
���
�.

 �
�� �� ����	�
�� �
���� �� ��	� ��	�� (
 ��	��
���	�; 
�� 
��� ���
	���; 7����� �&� ������

A; �� 
� ���
� 
�		����
��
�� �� �� �� �� �		��� na; � �� $��� �
������ Φ; �
 
2�	� < �
���.


� �
�� ����	 �
��� � ����� 
����� ��  ���� (m1,m2) � �� �
� 4����
4�� 
����� �� 
2�	�

�� �� /�	  ����� �� �� ���
��B; �� 
����� �� 
2�	� �� � 
�
����	��� < (τ1.5, τ0)�

� 4����� ��
�� ��	 ��	�7
�	� 4��� < �� �
���� ��9 
�
��
��
�� ��	 � ��	� ��	�; 
���� �


2� � ���
��� 
2�	� ��
� ��  ��	�
� 	������� ����  ����; ��	 
�� �����
�
�� 
2� 4�����

��	�
� 
���&�
��	����� G�;��H; ������ � �� ���	
� � 
�
����	�	� 
� � ������ �����  ���� �


�� �
�� �	��
����	�;  �
�	� �� �� �
�� ��� 
2�	� �� � 	������ ����	� ��9 
� �������

=����� 
�
����	����
� 
� �����	��
�
� �� �
�����	� ��  ���� 
� � ��	� ��	� ��� ���
���


2�	�� (
 
�

�����
� 4��
��; � ��	� ��	� ��� ���
��� 
2�	� ��
� δ = (A,na,Φ,m1,m2)�

��



� 4����� ��
�� �

�		�  ���� ����	� �� $�
���
� L(x) �
 ��% 	������� � δ� *������� �	�.

 � �� ������	� 4�����  ���� �������
� ����	��� � 
2� ���
�� �&���	���� ����
� ���
����
�

�����  ��	�
� �� ����
�		������
� R; ����
�� � �� ��	���
� ���
	��� ��� �	������ �
���	�

〈x, y〉 = xTR−1y =
N∑

k=1

X[k]Y ∗[k]
Sn[k/N ]

5��)6

���� X[k], Y [k] ��
� �� �	��$�	 ��� ���
	��� �� 3��	��	 �� x[n], y[n] � Sn[k/N ] < �� ��	���
�


� ���
��� ����� �����	� ��� 	� �	� ����&�
��	$�	� ��	�� #����
�� �� ��); �� ��% �� �
	���


�� �� �
�� ����� $	�4��
�� 
� �

maxδlogL(x) = maxδ(〈h, x〉 − 1
2
〈h, h〉) 5���6

��  ���� �������
� �� ��� 	������� �� A � Φ; ��F ����	� �������� �
�����
� �
���

(
$���� ��������
�� �� 
� ��
�
�� �
 4���	���	� ��� ���
��� 
2�	� � 	�
�	��
�� �� 	�.

�����
� 〈
h0, hπ/2

〉 ∼= 0

〈h0, h0〉 ∼=
〈
hπ/2, hπ/2

〉
�� ��� ����
��8

maxδ′ logL(x) = maxδ′
(〈x, h0〉)2 + (

〈
x, hπ/2

〉
)2

2 〈ho, h0〉 5���6

���� δ
′
= (na,m1,m2)�

(
���	� 	�
�	��
�� �� ���
�7
��� �� ���
��� 
2�	� 
�	 ��������; �� ��� �� �
	��� 
� �

maxδ′ logL(x) = maxδ′
(〈x, q0〉)2 + (

〈
x, qπ/2

〉
)2

2
5����6

(
7
� ��	 ����
�	
� ���� �����	���	� �������
��; �
��
2< 
��
���	� ����; 
��
���	� � �� 4��
.

���B

L(x)maxδ′Q(x) =
√

(〈x, q0〉)2 + (
〈
x, qπ/2

〉
)2 5����6

0��� ����� � �

�	��	��� �� 2 �	���
�� �� ��
� �
���	� 
���� �������

��



(
 ��
����; �� 
���	� 	�
�����	� ��	 � ���
��� 
2�	� 2� �� �����
�� $�	 �8

δ(x) =

⎧⎨
⎩ 1 seL′(x) ≥ τ

0 seL′(x) < τ
5����6

��  ���� �������
� �� Q; 	������� �� ��	� ��	� δ
′
; 
�
 ��F ����	� �������� �
�����
�.

 �
�� ��	 
�� �� ��

�
2� ��������� ��
� �� 
���	� �	���� �
�� 
� �	�
� 
� � ���	� � 
��

�	���� � 
��������

�%



�������� 


�
 ����
��� ��

����
��� ���
���

+� � ��B 	�
�	����; �&�
��	$�	� ��	� '�	��; �	���
� ���	� �*� �� ���� �� �
4�������
� ��

���	
�� �&�
����� 7��
� ����� �
$�	 ����
� 
�
��
��� �
 4����� �
�	 �  ��� �� ����; ����

����	� �	�
����� �� �
� $��� �� �	����	; 
�
����	�� ��	 ����

��	� �� ��
� �
��	����
�� �
��
���


� � �����
� 	������� (
 4����� 
�������; ���� ���	 ������� �� �	���� �; ��		�

� ���
	����

�� ��

�
2� �� �
����� ������ �
�� ���������� �� � 
���� 
� �������
��� 	�
2������

#�� ��������� ��$����

�&�
��	$�	� ��	� '�	�� < ������ �
�� �
 $��� �� ���� � �� ���	���� �� �
�	�	� �
 $�
���
� �

���
� 	��� �� �� $��� �� �	��� ���� < ��� ����� ������� ��	�
�� � 
��? ����� 	�
 �  �
�	�


�
��
��7
� �	��
������ 
�
 $	�4��
��  �
����; �
 
�� �� ����� �&�
��	� ����	��� ��	 �	���

��	���� �� �� ��; ��
�	�� �
�� ��	 �
  ���� � �� ) ���	
� 
�
��
������

=��
�� < �
 �	��� ����; �&�
��	$�	� ��	� '�	�� �	���
� �
 7�� �� 1.6Gb ��
� 3  �
���


�	
�; 
�
��
�
�� �&��
��� ����&�
��	$�	� ��	� � � ���� �	������ �� ����� � 
�
��� �� �
4��.

�����
�; 
� �	��� 4����� � ���
���� � �� 
�
�	����� -��
� 4��
�� �� �	���� � �� ��	����	�

4����� �
�	 � 4��
��B �� ���� �� 7
� �� �������
�	� �� ��
� �
��	����
�� ��	 �� 	�
�	
� �� ���.


��� �	��������
���� *��� �������B ���
� �
��
��� 
�
 �� ��	 �
� �����
� 	������; � 	���	���
��

�
 �� � 
	�
���� � �� �	�
�� ��������B ���&�
��	
� ����� '�	�� +������	����
�

�)



( �	���� � $�
�� �
���� ��
� ������ �� 
���� 
� �������
��� 	�
2����� ����� ��

�
2� ��

�
����� ������ �
�� �
 ���; � ����� ����
��B �� �
4�������
� ����&�
��	$�	� ��	�; 
2� ���
��

��
� �� �� ��	 ����	� ��	$���� �
�� �
.��
� � 4��
�� �
� ��	 
�
 �

� ���	� �
 	���	��

�

�������

$�1	�
��	� � �� 
����
�� ������� ����	� �� ����	��	 ��� �� ����	 ��������	 ��� ��%��
���

��� �

������ %������� 
� 
��� � %����	 ����

���	 ��� ����������� *��� $����	� 
�
��
�� ��


�	����	����	� �
 ��$�D�	� ��	 �&�
����� �
��
�; $�	
�
�� �
 �
��
� 
2� 	���	���
�� 4��
��

��� � ��
��
� ����&����	� 
� ����� �
�� �
.�� � 
�
 �� �
4�������
�� (� 	����
�� �
�� ��

���� �	����	�� 
�
 �� ��

�
2� �� �
����� 
�����
2� �	����� �&��� �� �
 �	�
�� 
� �	� ��

�	�
����	� � �&� ��� �
�����
� ����� ����	�� � �� �
����� �� ��	���	� �� 
��
��� ��	������G��H

-���&� ���� �� 4����� ����	� �� ���� ��		B �	������ �
� ��	������ ��	 ����
�	� �
 ����	��.

 � �� 	��������
� 
2� 	������ ���
� �
�� �
.�� � �������
�� � 
���� 
� �������
��� 	�������

���� ��	������ 
�����
2�;  �
��
�
��; 
�� 
�
�� ��; ������� �	�������
� �� 	��������
��

#�� �	����� �� ��
����� � 
���� 
�
�%���������

/�	 ������	� ��  ���� �������
� ����� ��������
� �� ��
����
� ���� 	������� �� ��	� ��	� ;

�� ��

�
�  �����	 �
�� ���������� < 4����� �� 
	��	� �
� �	����� �� �� ����� q 
���
�
�

	����
������ �� �
� ��	���
� ����� ������ ��� ��	� ��	�� *��� ��	������ ���
� ������ �
.

��
��� �
 �����	���	� 
� � ����
��
 �	 ������� 1�����
 2����� 3�����%�� �SMFT �� ��

��	������ �
����
���� �� 4����� ��	������ ��
� �� 
� �	� �� ��	� ��	� 
2� �� ����� �	�
��	�

�
 
�
����	����
� � �� 
� �	� �� �� ����� ������ ��	���� �
�� ���� 
���
��B ��� 	�������	��

�� �
���� ���  ��� ���� ��� 
�
 
�� ������	� � �� ����� 
���� ������ ��� ��	� ��	� < �


�	�� �
�� �� ������; ������
� �������� ��
�
� �� ��� ��� 
� �	� �� ����; ������ ���� 
���
��B

�� 	�����	� �� ���
���; ����	� ���� ��	���� �� SNR �

���������

(
 G%�H ���
� ������ �
 ����
�� �
����� �� 4����� �	�� �
��; ������ �	�

���� �
�� �� 
����


� �������
��� ��	 �&�
����� �
��
�; 	�
2����� � ��
�
�� ��� ��	� ��	� �
���� � ��� 
� �	� ��

�� ����� ����������� � 4����� �	������� < ����	��
� 	�
�	��	� 
2� �� ���	����
� �� �
�
��

��




�� 
��
��� �� �
  ��
2 �	� �
 �� ����� � �
� �	�

� �� ���� ��
� �� 
��
��� ����� 33*

��� �� �����; ���
2< ��  ��
2 ���
� $���� 
�� �� �
�� ����� $	�4��
��; � �&���	����
� ��

 ���� �������
� 	������� �� 
� ���
� �� �		���; 
2� ����
�� �������� ����� ��
�2���� ���

���� �
 ��� �� -�� 
��� ��� ���
��� 
2�	� ��
�	��� �� ����� � ��
�	� �
 
�����
�
��; � ���
���


� ���
� 
�
 2�

� ����� �� ������ �� �
���
�;  � � ���
��� ��
�	��� ��  ���� ��

���

	������
� ��9 ��
�2�; 
�F 
� ��	�� �
  �����	 
���� 
� �������
��� ��	 �� 
��
��� �����

33*� +� ��
� �
���	� ���	� ��� ��	������ 
2� �
��	��
��
� ����
�� �
�� ����� ��
�2����

��� ���
���; 
2� ��
� �� $	�4��
�� �� ������ �
$�	��	� � 4����� ����	��	� 5�
 ������� �
��
���

	��������� �
�� 
�
 fl �� fu6 
2� �
��
�
� �� 	�
�� �� $	�4��
�� �
 
�� ��
���� � �� ������	�

�� ���
���� �� $�	 ��� �	�

����� 
2� �� ����
��
� �
 G%�H ��
� �� �����
��8

�� �����	 
� 3�������

N (MM) =
∫
dN

√
detg

(2
√

(1 −MM)/N )
5���6

���� MM ����� ������� ����� 	���	���
�� ��  �
� � ����	� ��  ��
2 
2� �� �	�����

���� ��	�
��	� 
�
 �
 ���
���; ����	� �
��
� ��  �
� � ��	���� �� ���
��� 	� �	�

�

��������I N < �� 
� �	� �� ��	� ��	�  �
�	� g 	���	���
�� ��  ��	�
� 
���� ������

��� ��	� ��	�� �& 
2��	� 
2� �� 
� �	� ��� �� ����� 
�
����	� ��	 ��	�
��	� �
 7�����

 �
� ��  ��
2; 
	��
� 
�
 �&�� �
��	� ��� 
� �	� �� ��	� ��	� � 
�
 �� �� �
��	� ���

 �
� ��  ��
2� -���� ������� ��� ���
�  ���	��� �
 ��� ��� �� 
��
��� ��� 
� �	� ��

�� ����� �
 $�
���
� ��� �� ��� �
$�	��	� �
���� ��	 �� ��	� ��	�  ����; ��	 ��	�
��	�

MM = 0.95�

3���	� ���8 -� �	� �� �� ����� �
 $�
���
� �����  ����  �
� ��

�� 0	����

��� 
� �����	

S = 4 × 2 × (2fu) ×N × 〈τ0(fl)〉

��



���� fu �� fl 	���	���
��
� 	��������� �
�� �� $	�4��
�� �� ������ �
$�	��	� � ����	�.

�	�;  �
�	� 
�
 〈τ0(fl)〉 �
��
2�� � �� ��
�2����  ���� �� �
 �� ������

�� 0	����

��� 0	�������	����

P = (2fu) ×N × [36(ln2(2fu) + 〈ln2(τ(fl))〉) + 54]flop/sec 5���6

-���� ������� ��� ��
� 
��
����� ��
�
� ��� � ��� 
���� 
� �������
��� � �� ������ 
�
����	�

��	 ��	�
��	� �
 	�
���	� ��� 90% ��� 	����	�� ���
��� 	� �	�; ����� ���� ����� �� 
�����

$�	 ���� ( ����	� ����� ������� ��
� ����� 
��
����� 
�
 fl = 30Hz �� fu = 1000Hz �& ���.

3���	� ���8 +� �������B 
� �������
��� � �� 1��	���

������ �� �
��	� �� �	�������
� ��� 	�������	� �������
�� �� $	�4��
�� �� ������ �
$�	��	� fl�

�� ��� ��� ��	 fl = 20Hz ������ � �		���	� 7
� �� �
 	�
���	� ��� 95% ��� SNR; ���.

����� �����
� $�	� � 
�
�� 
�
 �� 
���� 
� �������
��� 
2� 
	��
� ����	�� �
� �
�� 	�������

�� fl� -�� 
��� 
�����; �� ��������� �� 90% �� 95% �� SNR 
� ��	��	���� �
 �� �
�� ���


���� 
� �������
��� �� �
 $����	� ��

0� 4����� ����	�����
� < 
2��	� 
2� �
 ���	�

�� �� ���� SMFT 	�
2���� ��� 
���� 
� .

�������
��� 
�
 $�
�� �
�� �����
�����; 	�
�	��� � �
���	� 
2� � ����	� ����
��� 	����	��
�

��
������ �
�� �&�
����� �
.��
� 
2� ���� ����	�	� �� �	����	 ��	 ��	����	� �� ��	�� �� ����

�
��	����
��� *������� �
 �
 �
����� ��9 �

�	��� ��� ���� 	� �
�
�� 5�
����� ��.��
�6; < ��.

��	��
� ��������	� ���	� ��	� ��	�; �
��� �
�� ����  ����; ��	 	�������	� � �� ����� 4����

�� ��� ��� ��� ���
 ����� ��
���� ������ � �&�	��
�����
� ��� ����� � ��
�	�� 	������� �� 	��.

�����	�� �&�� �
�� ��� ��	� ��	� 
� ��	�� �&�� �
�� ��� 
� �	� ��� �� ����� 
�
��.

��	� ��	 ��	�
��	� �� �	�������
� ��� 	�������	� � 4��
�� �
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	��
��� ����	��	� ��� 
����


� �������
����
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#��  ��
��� ��� ��
�� �� ���
%�����

1���� ���� �� 4��
�� ����� 	�
���� � ��
4�� 4���� ��
� � 
���� 
� �������
��� 
�
����	�

��	 ��	�
��	� �� �	���� � ����� 	��������
� ��������
�� �
 ���	�

�� �����
��
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 	�$�	� �
�� ���� ������� �
 7��	� ���; �� 
�
����	�� � �� 
��� ��9 �� ���
�; ����	�

	�
�� �� �� ����� 
�
  ����  �
� � 1; ����� � �����
� �� 4.2×104 �� ����� ��	 	�
��	�	�

�� ������ ��� ��	� ��	�; ��	�
��
�� �	�������
� �

������� ��� 	�
�����	�� 1�  �������
2�� �

���� ����	� ��	 �� �� �� 
�
����	�� ��	 ������	� �
  ��
2 �	� ���� � �� �����; ����
�� �

�
� �� ��� �
$�	��	� ��	 �� ��� � ��� �� �� 
�
����	� ��	 ������	� �
� �
����� �� 	��������
�


�
  ����� 1#3*�

�& ����	��
� 
���	� 
2� ����� ��  ���	� ��� �� �� �� ���
����
� �� �
  ��
2; ��
�

���	��? ��

����� �� $����	� ��

�����
�� =����� $����	� < ����� �
��������; 
���&� ���� �����

+������	����
� '(!�"  ����
�� �
 ��

2 �	E 
2�� ���  $��

2G��H; 
2� ������ ����.

�� �
�� �� 
� �	� ��  ��
2 ��	 ��
�
�� �
 $�
���
� ����� ��
�2���� ��� �� ������ -����

7��	� ��� � ��� ��
� 	���	���� ��
�
� 	�������� �������� �� ���	���� ������$�	 ��

1���� ���� ��� ���� �� ��

2 �	E; ������ � 
��
���	� �
� �	� � ��� � ��	 �� �� ��


�
����	�� ���&����	�� � �� 1#3*� 1� 
�
����	�� � �� 
���  �����	�; ����	� �� �����		� ��

������$�	 � "���	�
 � 0��� (��
�� ; ����� � 
2�;  ���� �
��; 	���
�� � �� ������	� ��

 ��
2 ��	 ��
�
��� 0� 
�� ��	 	�
��	�	� �&�
��	� �	����� ����� � �����
� �� (4.2×104)/50 =

840 ��
�
�� 
�
 �
� ��
���� D�	E������
� *��� 
�
��; �
���	�; ���
� $���� ��	 �
� 4��
���B

�� ���� ������ 5�
 ��	 �
� �� 
� �	� �� 
� ���
�6 ���� ��
�2���� ��� �� �����; � 
�


���
� 
�
�� ��� �	�
���� ��  ���� �������
� 	������� �� 
� ���
� �� �		���; 
2�; �����
�

�	��
�	����� 	������� �� 
��
��� ����� 33*; ��	 �
 �	�
 
� �	� �� �� ����� ��F 
�
�	����	�

��
������ �
�� �� �� �� �� ���
����
��

1� ��
����� � �� ����
��	� ��  ���� �
$�	��	� 7
� � 0.25M� �� �	� ����� ������� �


7��	� ���; ����
�� � �
 �� �� �� ���
����
�  �
� � ��	� � (9.8 × 105) / 50 = 19600

��
�
�� �� �
� ��
���� D�	E������
; ��	 
�� ��	 	������	� �
.�� � �� �	�

2 �� ���� ��

1  �
��� 
���
�
�; ��	�  � �����
� �� 326 �	�
����	� �� �	� �	��
�	�
�� �� �� �� ��

��



3���	� ���8 ��

2 �	E  $��

2 �� ����	�
�� ������$�	 �

��



3���	� ���8 ��

2 �	E  $��

2 �� ����	�
�� ������$�	 �

��



 ���� �������
� 	������� �� 
� ���
� �� �		����

-���&� ���� ����� '�	�� +������	����
; �� �	���� � ����&�
����� �
.��
� < ����� ��	�
����

 ����
�� �� ������$�	 � #�	��
�; �
 ����� � ����	������ ��	 �&�
����� ��� ���
��� 
2� ��������

�&���	�

�� SMFT � *��� ������ ��	�
�� � 	�
 �
��
��7
� 2�

�  ���	��� �
 �
.�� � $�
��	

1.8 ��������
�� �
� �	����� �� 10481 �� �����; �
$�	��	� 4��
�� ���� ��� � ���	� 
�����; � 
�


�&������� �� 34 +/: G��H �
 �
� �	
2������	� ��������� 
� ������ �
2� �������� �
 7��	� ����

(
 4����� ����	� �� ���� ���
� �	������ �
 ���	�

�� ����	
����� �� SMFT �
��
��� 
� �

3���	� ���8 1
2� � �
.��
� ����� ������$�	 � #�	��
�
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���� ������� ���	�7��
� 
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G%%HG%)HG%�H 6��� 
���� ������� 
� ����� 5$��� �� 	�
�.��D
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�; 	������ 
2��	� 
2� �� $��� ��	 �� 4���� ������ �� ����

�
� �

	������� $�	 � ��� ���
���; ��
� �� $��� �
���	��� � 4����� 	�
�.��D
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�	� ��	

4����� ��  �	��	 �

�		�
� �

�	� � ��	��
�� �$�	�� �� 
���	� ���	�
� ��	 $�	
�	
� �� 
�		����

�� ������

(
 7��	� %�� ��
�  ���	��� ��
�
� ��� �� �� $�	 � �&�
�� 5� 
��? ����� 
2�	�6 ��	�
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�� $��� �
���	��; �	������ �� ����� � ��
�	� �� ������ �� 
���	�
� � �� ��
2� 
�	� 
�� ��	�

�	�
���� �� 
�����
�
���

-���� 
���	� �
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�
����	�	� � �� $��� �
���	�� �����
�
�� ��	 �� ���
��B 
2� ��

���
��� ��� ��
�� �
�� ��
��������;  ������� �
 � ������ �� �
 $	�4��
��� (� 
2�	� < ��	

�&����
�� �
 ��� ��� �� ���� ���
����

s(t) = a(t) cosψ(t) 5%��6

���� a(t) � ψ(t) ��
� $�
���
�  �
���
� ��
�� �
�� 
	��
�
���
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 ������� 
�
����	�	� � ���
��� � �� �� ���
	��� �������
��� � 	� �	� ���

� ����.

���
�8

xn = sn + un 5%��6

���� �� 	���� 	� �	� �������
� un ��F ����	� ����
��� ���	���	�� �
 ���	����
� �� ����
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�� �� 
� ���
� �
�� ��	� � fs = 4096Hz� /�	��
�� ����&���� ����� ��
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2�� 7���	 �� ���
��� ��
�� �
�� ��
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������ �� ���	� �
 7��	�
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2� � �	��	� 
�
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2����� �� 
�
��
�
�� ��� ��	� ��	� ��� ���
��� 5$	�4��
��;

� ������; $���6� ( 7��	� ����� ��
�� 
�
�	��� �
 $	�4��
��; �����
� ����	� ����� 4��
�� ��

���
��� �� 	�����	� < � ��
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������

�� ���� 7��	� < 
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��� ��
�� �
�� ��
��������; 4��
��

�� ���� ����
���
� 
�
 < ��	�7
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� �� 	��������
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������ �
���

0����� � �
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�
����	�	� �	���� � �� ����.�
 �� �; 
��< �� �� �� 
�
����	�� �� 7��	� ��	

�	�

��	� �������� �
�� �� ���
��� � ��
�	� �� ��� $	�4��
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���  ���� �	����

*��� �	���� � ��F ����	� ����� �
�� 	����	��� ������
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�� �� $	�4��
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��
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�� ��� ��
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��� 7��	��

(
 4����� ����	� �� ����� � ��� �
��� � �
 7��	� ��� 
� � �
 7��	� ((! ��

����� �

��
�
�� �	��
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�
 �
 ��
���� ��	� ��	� ��������� (� ��
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�����; ��F ����	� 	�
���	��� ���&��
��� ��� 7��	�� +�
����	�� � 
2� �� 7��	� ����� �� �����
��

$�	 � 
2� < �
� 	���	� ��	�������
� ����� ��	����	� �
 G))H 5��	 
�
��
��
�� ���	� � ���

������ �� ���� ��	 � 
���� ��	� ��	�; w < �� ��	� ��	� �� ������	�  �
�	� r < �
 ��	� ��	�

7����� ����	 �
��� ����� ��
�� ��� 7��	�68

H1(z) =
(1 − r)(w − z−1)

1 − (1 + r)wz−1 + rz−2
5%��6


�
 � �����
�� ��

���8

0 � r < 1, −1 < w < 1 . 5%��6

+�
 4����� ��	����	� ��� 7��	�; �� �	�
���� �
�� ����� ��4��
�� �� �
��� ���
� ������ ���

7��	�8

H(z) = z−1H1(z) =
(1 − r)(wz−1 − z−2)

1 − (1 + r)wz−1 + rz−2
. 5%��6
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0

1

H

H

<t

>tT(x)N−1

n=0
Σ

x(n)

−1

3���	� %��8 1
2� � ��� 	�������	� ��������� -���� ��	�� ��
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2K �� 7��	� H1(z) ������ �
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���; ������ �

	���	��	� �� ���
��� ��	��
�� x(n); 
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2� ������ � 
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��� � �&������ H1(z)
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������ ��
�
� �	��	���B �
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�
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�� �	��
� 5�
 ��	��
���	� � ����; �� ��
�� � �� ��
����
� ��� ��

2�6 ��

$�	 � ��
�	���8

D(z) =
G(z)

1 − 2Az−1 cosω0 +Bz−2
5%�%6


2� 2�
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�	����	����
2�G��H

• � ���� $�	 �
� �
� 
����� �� $	�4��
�� �
����	� ω0 
� ������ 
�
������; 
2� �� �	���
�

�� �
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2�� �� 	����� ���	���� ��� A ≈ 1 ���&�
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� ��� 
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2�� �
���	��

• �� ��
�� �.�� ���	���� ��� < (1 −B)I
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� � �
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• ( ���� ��� 7��	� $�	 �
� �
� 
����� 
� ������.
�
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� 
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�
$�	�
�� ��
	����� ���	���� ����� �
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 ��

� ���� $	�4��
�� �
����	�8

ω0 = arccosw . 5%�)6
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����	� �� 
�� ���	�; �� 7��	� 2� �
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�
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��� � �� $��� ����� ��
������ ��

�
��� � $	�4��
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��
� ���
���� �
��	���� ��� 7��	��
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�� ��� 7��	�; 
��? 
� �����
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�
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�

����� ��	 �&������ �
�� ��� 7��	� < �� ����	� ������� ��� 4���	��� ����� ��4��
�� �� ������

��� 7��	� ynG))H8

E[y2
n] = |H(eiω0)|2 S +

1 − r

1 + r
σ2 5%��6
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��� �� �
���; σ2 < �� ����
�� ��� 	� �	� �
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��� � ω0

< �� $	�4��
�� ����
��
�� ��� ���
���� 1� ��F  ���	�	� 
2� �� ����	� �� w 
2�  ���� ����

4������ $�
���
� < ���� ��8

w∗ = cosω0 . 5%��6
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�	� �
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 14��	��.�,��� �&������ ��� 7��	� � ���� ��8

yn = (1 + r)wnyn−1 − ryn−2 + (1 − r)(wnxn−1 − xn−2) 5%���6


��? 
2� �� ��� � ����
��
�� ��� �	����
�� < ���� ��8

J =
∂y2

n

∂wn
= 2yn

∂yn

∂wn
. 5%���6

(� �	����
�� �� yn <8

αn =
∂yn

∂wn
= (1 + r)wnαn−1 − rαn−2 + (1 + r)yn−1 + (1 − r)xn−1 . 5%���6
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���	��	� �� �4�����
� ��� ��	� ��	� ��������8

wn+1 = wn + µynαn/Rn+1 5%���6

D2�	� Rn+1 < �
� ��� � �������� ����� $�
���
� �� �		�	� J�����
�G��H8

Rn+1 = νRn + α2
n . 5%���6
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� �������B ����	�� �
�; 
� � O(N); 
2� ����

��	� 
2� �� 
���� ����� ���	����
� �� 7��	� < ������ ����� �	�
����� ��� ���� �� �	�
����	�� /�	
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�� �&�
��	�� ����� �	��$�	 ��� � ����� $�
���
� 	����
��� 
2� ���	� � �� 	������� �


� ����� 
�� �� �
�� �; ����
�� � �� 	������� � ������� 
�� �� �
�� ��� �� ��8

hn =
2−n(1 − r)
A(r, w)

[w(C(r, w)n −B(r, w)n)+

−2(C(r, w)n−1 −B(r, w)n−1)θn−1

] 5%���6

��



���� θ() < �� $�
���
� �	���
� �
���	�� �

A(r, w) =
√

−4r + (1 + r)2w2

B(r, w) = w + rw −A(r, w)

C(r, w) = w + rw +A(r, w)

5%��%6

-���� � 
2� �� ����� � < ��	���� �
�� �������; �� h0 = 0�

�� 
�
��
�
�� ����� 	������� �� � ����� ��� 7��	� < 
�
����	�� ��	 
�	����	����	� �&��.


��� ��������
� ��� 7��	�� � ��� 7
�; �� �	� � ����� < �� ���������
� ����� $�
���
� ��

����
�		������
� gn� ���� ��F ����	� �
	���� 
� � G��H8

gk =
+∞∑
n=0

hnhn+k =

=

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

2−k−1(1−r)
A(r,w)(1+r)

[
w(1 − r)(B(r, w)k − C(r, w)k) +

− A(r, w)(B(r, w)k + C(r, w)k)
]

k ≥ 1
1−r
1+r k = 0 .

5%��)6

0��� �
� ��4��
�� �� 	� �	� ���

� �
 �
��� un; �� ��4��
�� �� ����
�		������
� ���

7��	� �� ������ yn ��F ����	� �
	���� 
� � G��H8

ρyy
k = gkσ

2 . 5%���6

���� σ2 < �� ��	��
�� ��� 	� �	� ���

�� �� ���������
� ����&����
�		������
� �� 	���	��

��	�; $�	
��
� �� ����
�� ������ ���&��
��� ��� 7��	�8

σ2
y = ρyy

0 =
1 − r

1 + r
σ2 . 5%���6

���� �� $����	� (1 − r)/(1 + r) < �� $����	� �� 	������
�� ��� 	� �	��

�� $�
���
� �� 
	���.
�		������
 �	� �� ��4��
�� �� 	� �	� �
 �
��� �� 7��	� un � �&������

��� 7��	� vn; ��F ����	� �������� 
� �8

ρuv
n =

+∞∑
k=0

hkρ
uu
n−k =

+∞∑
k=0

hkσ
2δn−k = σ2hn , 5%���6

���� ����� � ����� �� $���� 
2� ρuu
n−k = δn−k ����
�� u �
� ��4��
�� �� 	� �	� ���

�� �
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�
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3���	� %��8 0���	�8( ����� 	����
�� 1�
���	�8 1� ��� ����
�		������
 $�

���
�

'�# �������� 
�		�����	 ����
��	

����� � ����� 
2�; ���� �� ��	����	� ��� 7��	�; ��	 	� �	� ���

� �
 �
���; �� 
	���.


�		������
 �	� �
��� �� ������ � 	���	�� ��	�; < ������ �
�� ��	� 5ruv
0 = σ2h0 = 06� (


�	���
�� �� 
� ��
�
�� 
��	�
�� �	�

���� ��� 7��	�; �� 
	���.
�		������
 �� �� ����	� ����	��

�� ��	��

1� �	� 4��
�� 
���	��� ���	� �
� ���������
� ����� $�
���
� �� 
	���.
�		������
 ��

	���	�� ��	� 
� � ��������
� �� 	��������
�8

Tn = E[xy] ≈ 1
N

n+N−1∑
k=n

xkyk =
1
N

〈xn,yn〉 5%���6

���� ����� � ���	���� �� ��������
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� � �
 �	�
���� ���
����
�� *�������; ��	 �� ���
��B

� ���
2K ��� � �����
�� �
��	������ 
�� ��
���	� ���� �&����	�����
� ����� ��4��
�� 
�


���	����
����� ��� 
� ���
� �� N ; ��
�	�� � �� ����
��
�� �� T �� n�

1� ��F ����	� G��H; 
2� 
�� 
��� �� �
��� �������
�; T 
�		����
�� ���� ��� � �  ���� �

��	��� �����
�� ����� $�
���
� �� 
	���.
�		������
; � 
2� 4����� ��� � < ���
����
� �
��


�
�����
��

(� ����
��	 ����	�	B 4��
�� 
� ��	�
�� �� ����	� ����� ��������
� T 
�
 �
� �2	��2��� t
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5�	�
���
�� �
�� 7����� �
 
�		����
��
�� �� �
� ������	��� �	��������B �� $���� ����	 �6

� 4��
�� ��
��� �� �� ���
��� < �	���
�� �  �
� 5���� ��� 3���%��6�

/��
2< ��� �	����
� �
� ��� � ����� 
� ��
�
�� 
��	�
�� 
2� �
�	�
� �
 �
���; �&.

���	����
� ��� 
�		����	� �� 
�� ���	� ��F ��
��	�� 
� � �
 �	�
���� ��  ��
2�� 7���	�
�

����� ��4��
�� �� �
���� 
�
 �
 �� �����  ���7
��� ��� 	� �	�; ���� ����&������ ��� 7�.

�	� ���� /��
2K �� ��� � �� ��� ��
� 
� �
4�� ������ �� 	� �	�; 
� �������� � �
�

���	������
� ����� ��	$�	 �

� 	������� ���� 
�
��
���
��� ���	����
� ��  ��
2�� 7���	 �


������� �� ��	$���� 
�
��
�
�� ��� ���
���� (� ��
������ �	�

����� �� 4����� ���	�

��;

��������; < �	��	�� 4����� �� �	��
�
��	� ����� 
�
��
�
�� ��� �� ������

-�� ��	��	�$� �����
�� ������	� � �� ����	������
� ��������
2� ��	 � 
��� �� ���� 	� �	�

�
 �
���; �� �� 
��� �� �	���
�� �� ���
��� ��9 	� �	��

1���� 3�	������*� �� ��
��	
����4 �	�� ��� ���� ������

+�
����	�� � �� 
��� �
 
�� 
�
 
� ��� ��
�
 ���
��� �	���
��; 
��? 
2� �
 �
��� �� 7��	�

�
�	� ���� �
� ��4��
�� �� 	� �	� �������
� ���

� xn = un; � �&������ ��� 7��	� ��� ��


�		������
� ����� 	������� ���&� ����� hn 
�
 un8

yn = hn ∗ xn = hn ∗ un = vn , 5%���6

���� O < �&���	����
� �� 
�		������
�� �� ��4��
�� vn < 	� �	� �������
� 
�		������ (� ����

��������
� �
 4����� 
��� ��F ����	� �
	���� 
� �8

T =
1
N

N−1∑
n=0

xnyn =
1
N

N−1∑
n=0

unvn =
1
N

〈u,v〉 . 5%���6

/�	 ������	� �� ����	������
� �� T ; ��	��� � 
�
 
�
����	�	� �� �����	� 	�
�� ������ ξ =

(u,v)′ 5���� �&���
� ��
��� �&���	����
� �� �	���������
�6 �� 
�� ����	������
� 
�
���
��

��F ����	� ����
��� ����� ����	������
�  �	��
��� ����� ��� 
� ��
�
��� ����� � u ∼
N (0, σ2I),v ∼ N (0, G); 
��?8

ξ ∼ N
(

0,
1
N

Σ
)
, Σ =

⎛
⎝ σ2I K

K ′ G

⎞
⎠ 5%���6

��



���� G < ��  ��	�
� �� ����
�		������
� �� �
� 7
���	� �� N 
� ���
� G��H; K < ��  ��	�
�

�� 
	���
�		������
 �� �
� 7
���	� �� N 
� ���
�; I < ��  ��	�
� ���
��
� �� �	��
� N ×N ;

� P∼Q ��
��� �� ����	������
� �� �
� ��	������ 
������ 5�������
� �
 4����� 
���6� /����� �
���	� �	� T 
� � �
� $�	 � 4���	���
� 
���� ��	������ ξ ���
�� ��  ��	�
� �� ��	 ������
�

ΓI

T =
1
2
ξ′Γξ, Γ =

⎛
⎝ 0 I

I 0

⎞
⎠ . 5%���6

�&�4�����
� �� ���	� < 
���� $�	 � 0����.��  �.-�	 ��; 
2� �
 ��	 �
� �� ��	���B �
.

����
��
�� ��F ����	� �
	����; ���� �� 
� ��� �� ��	������ �
 4�����  ��� 5���� �4� +��68

T =
2N−1∑
i=0

1
2
λiζ

2
i 5%��%6

0��� �� λi ��
� ��� ��������	� �����  ��	�
� ΓΣ 5
2� �����
� ����	� 
��
�����; ��	 ��� ���;

��	 	������
� �	��
����	� �	���� ���� ��
� �������
� �� 1
2�	&� � 4��
�� �	�
��	� ��� ���.

 �
�� �����
���6 1� ���� 
���	� 
2� ���
2K �� 7��	� ����� 
���� ��	������
� �
�����
� �����

����	������
� �� T 
�
 < ��������; ������ � ��	�7
�	� �� 5� 4��
��6 �� 7��	� �������� ����	�

�� ��	������
� ���	�
�� #���	�	� �  ����
�� �
 ���� ��������
� 
2� �� ��	������
� �
�����
�


�
 < �
>��
���� �
 �
 ��
�� ���
�7
������

(
 7��	� %��;  ���	�� � �� ����	������
� � ��	�
� � ��  ������ �� T � (� �	� � < ����
���

���	���	�� �&�����
����
� ��	���� ��� 	�������	� �������� �� ��4��
�� �� 	� �	� ���

�; �&���	�

< ����
��� 
� ���
�
�� �� ����	������
�  ������ ���� �� �4�%��%; 
2� ���� � �
 7��	�

�����
�� �� ����	�
�� ∆F �	� �� ��������
2� < �

2�  ���	���; ��	 ��	� �
� ����  �����	�

����� ��
�B ���  ������

/�	 ������	� �� �	�������
� �� $�
���
� �
�� ��� 	�
�����	� ������ � ���� �
�� 
��.


���	� �� �2	��2��� 
2� 
�		����
�� ���� �	��
	���� �	��������B �� $���� ����	 � α; 
2� < ��

(1− α)−4��
���� ����� ����	������
� �� T � /��
2K 4����� < ����
� �
�� ��

���; ��F ����	�
�

�	��� �
�� ��������  ����
�� �
� ����
���
� ���
����
� ����� 
��� �� ����	� ����� ���.

��



�	������
� �� T � (
 ����
��
� 0; �����
�� �&���	�

�� �� G)�H;  ���	�� � �
&���	�����
� �


$�	 � 
2���� ��	 ������	� �� ������ �� 	��������
� ��	 �
� 7����� �	��������B $���� ����	 ��

:
 ��� �
�� ����
����� ��	 �&���	���� ����
� < �� ���������
� ����� �����	� ����� ��.

������	� �����  ��	�
� ΓΣI 4����� �	���� �; ��������; ��	 �	�
�� ����	� �� N ; ��F ����	�


� �������
�� �
��  ���� �
��
����� �

2� �� ��� ��������	� ����
� ����	� �������� �����
.

�� �
� ����� ��	 �
� ���� ��	����	� ��� 7��	� 5��7
��� ����� ��	�2���� �� ��
�� � �����

$	�4��
�� �
����	�; N6; ��F ����	� 
�
����	�� ��7
�	� ����	�
�� ��	����	� ��� 7��	�; ��	 ��.

� ��� ��	 ��
�	�	� �
 ����
�� �
�� ��� 7��	� 
2� $�
���
�
� ��	������ �
��  � 
2� ��	��
�

� $	�4��
�� ����	�
���

(
 ��
�	��� < ��C
��� ����	� 4��
�� � ��	� ��	� ��� 7��	�  ���7
�
� �� �����	� �����

��������	� 5� �� 
�
�����
�� �� �2	��2���6� *�������; ��������
�� �� ������
� < ���������

���	� �
� 	������� � ��	�
� � 4����� �	���� �� +� � ��� ��� �
 7��	� %�%; ������ �

 ���	�	� 
� � �� �
���� ����� ��
�� �

��� ����� �2	��2���; �
� ����� 7����� �� �	��������B

�� $���� ����	 � 5Pfa6; �� $	�4��
�� �� 
� ���
� �
�� �� N � /�	 �
� ���� Pfa; �� �2	��2���
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3���	� %�%8 !������
� �	� �� ��
��5B6 � �� �2	��2���; 7����� �� �	��������B �� $���� ����	 �

5Pfa6; �� $	�4��
�� �� 
� ���
� �
�� 5fs6 �� N �

1���� (�������
���� ��	������*� �� ��
��	
����4 ����	�� ��5 ������

-�� 
��� �
 
�� < �	���
�� �
 ���
��� xn = sn + un � �&������ ��� 7��	� < ���� �� 	� �	�

�������
� 
�		����� 
�
 �&�����
�� �� �
 ���
���8

yn = hn ∗ xn = hn ∗ [sn + un] = hn ∗ sn + vn = ŝn + vn . 5%��)6

(� ���� ��������
� �
 4����� 
��� ��F ����	� �
	���� 
� �8

T =
1
N

N−1∑
n=0

xnyn =
1
N

N−1∑
n=0

[sn + un][ŝn + vn] . 5%���6
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��? 
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����� ��  �
���
� ���	���� ����� �
�� ������ �� �; ������ � ���� �	�


2� sn ≈ ŝn; 
��? 
2� ������ � �
	���	�8

T =
1
N

N−1∑
n=0

xnyn =
1
N

N−1∑
n=0

[sn + un][sn + vn] =

=
1
N

N−1∑
n=0

s2n +
1
N
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��� ⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x1,1 x1,2 ... x1,m f(x1)

x2,1 x2,2 ... x2,m f(x2)

. . ... . .

. . ... . .

. . ... . .

xN,1 xN,2 ... xN,m f(xN )
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�; �� ���	�� �
�$�	 � �
�� �
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��� � �� P1, ..., Pm+1

�� m+1 ��
�� �	� �� N 	��2� ����� ��������  ��	�
�; ������
2< ���
� �
��������� �
 
����

��
�� P 
���� ������ �� 	��	
� V ; ����
��� 
�� �����
��  ���8

P = 2G− Pm+1

0��� G < �� 
�
�	���� ��� �	� � m ��
��� �&����	�� � ��	�7
� �� �� ��
�� < �

�	� 
����

������ �� 	�
�	
�; ���	� �
�� �� �
�	�� � 
� �	�
�� �
 ���	� 
�
 �� ������ ��

�
�� ����	���


2� �� ��
�� ����	���
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��� �� ����	� ����� $�
���
� ��������� �
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�
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�
��
��� 
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���� ��
�� P �
�	B � 	� ������	�

Pmax 
����  ��	�
�; ���	� �
�� ���
� ��
�	��� �
 
���� ��
��� �&����	�� � ���	� 4�����

�
2� � � �&�		�, �� N ��
�� ��
�� � 
�����	����	�� �
��	
� �� ��
�� ��  �
� �� ����
�� ��

f ; ����
�� �������� 	�����
��	� �

2� ��
� ��
��
� ���  �
� � 	�������; �	�����B 
2� ���


�
��
�� 
� �
4�� �� ��
�	� ���&�

�	�
�� ��  �
� � ��
����

�&����	�� � �	��
�
��� 
�
 �	����� �
 
	���	�� �� �		���� 
2� ��F ����	� ��7
��� ����&�.
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���

2���� ���� �� �������	���

(
 4����� �����
� ��		�

� �	���
���� ��
�
� 	�������� 	������� �� ���� �� ��	$�	 �

� ������

����&����	�� � �� /	�
� � ��� �
���� �� ���������� �
 4����� ����	� �� ����� ( ���� ������ ��
�

����� ��	 ������	
� �� 
� ��	�� �
�� � ��	 ������	� �� ��
�
� 
�� ��	� ��	� ����&����	�� ��

/�	 � ���� ��
� ����� ���������� ��
�
� $�
���
� �	���
�� �
 �����	���	� ��	 �� ���������
�

����� ����	�� � �� ���� �������
� ��������

&�	
��	� ����

�� *2� !��� �	�
E 3�

���
 G��H 
�
 n = 2 � D = [−1000, 1000]n

f(x̄) =
n−1∑
i=1

(x1 − 1)2 + 100(x2
i − xi+1)2

���



xmin = [1, 1, ..., 1]T ; fmin = 0�

�� *2� #
+�	 �
E 3�

���
 G��H 
�
 n = 2 � D = [−1.5, 4] × [−3, 4]

f(x1, x2) = sen(x1 + x2) + (x1 + x2)2 − 1.5x1 + 2.5x2 + 1

xmin = (−0.54719,−1.54719);fmin = −1.9133�

�� *2� ��R 2� � 
� �� ��
E $�

���
 G�%H 
�
 n = 2;D = [−2.5, 2.5] × [−1.5, 1.5]

f(x1, x2) = (4 − 2.1x2
1 + x4

1/3)x
2
1 + x1x2 + 4(x2

2 − 1)x2
2

xmin = {[0.08984,−0.71266]T , [−0.08984, 0.71266]t};fmin = −1.0316285� %  �
� �

��
���

�� *2� 12���	�&� 3�

���
 G��H 
�
 n = 2; D = [−10, 10]2

f(x1, x2) = −
5∑

j=1

j[sen((j + 1)x1 + j) + sen((j + 1)x2)j)]

fmin = −24.062499; 
�
 ���  �
� � ��
��� � �  �
� � ������� 
�� ��
�� xmin ∈
{(a, a), (a, b), (a, c), (b, a), (b, b), (b, c), (c, a), (c, b), (c, c)} 
�
 a = −6.774576; b = −0.491391;

5.791794�

�� 3�
���
� ����
�
����� G�)H n = 2; D = [−1, 1]2

f(x1, x2) = e
x2
1+x2

2
2

xmin ∈ {(1, 1), (−1,−1), (−1, 1), (1,−1)};fmin = 1/e�

���1�� ��� ���������
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(� �	���� � ����&�
����� �
.��
� < ������ ����
���� �
�� ���� 
���
��B �� 	�����	� �� ���
���

�
 �� �� �	���� ( ���� ��	������; 
�
������
� 4��
�� �� ����	� 	��
�������� �
  �
��	� ��9 �
.


�	��� ��	 ���	�		� �� �
$�	 ����
� �� �
��	���� 7��
�; � 
� �
4�� ��	 
�
$�	 �	� �&����
�.

�� 	��������
� ��� ���
���� =����� ����
��
� 7
��� < ����
��� �� ��������� � �	��� �
�

��


�����
� �����
����� �� ���� �
��,��� ��	 '�	��; �
 ��	��
���	� �
�	���		� � ��
�
� ����

�	��� �
�	� ������ ��������
�� 
��
��� ��	������ � ������$�	 � �	�� ��	 �&�
����� ��.��
��

��� -� ���	�

�� ��	������

+� � ����� � ����� 
�� ���� ������; �� 	�
�	
� �� ���
��� �	��������
��� �	������ ��  ����

��

���; 	�
2���� �
 � �	��� �
� ����&����	�� � �� /	�
�� �� �������
� �	������ < �����

4����� �� $�	 ��	�	� 
�
�� ��	�
�� �
�� ��� �
���
�� �� /	�
� 
2� ����	�
� �� �� �
�

����	��� =����� ��	������; 	������ �	� ����
�� �	���� ���	������� ���� ��	$�	 �

�  ���	���

����� ������$�	 � �� 
��
��� �� ���� $��
���

:
 ���	� ��	������ �
 ���������
� < 4����� �� ��	��	� � ��	� ��	� ����&����	�� � �� /	�
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�� �
��
�� �� �	�
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� �	�  ���� � �� ���	����
�
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�� 4����� ����	� �� ���� ���
� �	������ ���	��?; �
� ��	���
� ��	������ ����&���	�� � �� /	�
�;

������
�� ��� 	�������� �	��� �
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�
��
��� �
 G��H�

����� 2�������� �� '���� �	�	�����
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��
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2� ����	� ��  ����	; �����
�� ��  ��	�
� �� 	�
�	
� A ����&����	�� �; � ����� ��

$�
���
� �� ��
�	����
� �� 
� �	� 
������ ��	 ���	�		� �����  ��	�
� �� ��	��
�� �� 	��2� 5�

4��
�� � ��
��6 �� 
�����	����	� ��	 �&���
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��� ����� <

4����� �� ��
�	�	� � �� ����� �
 ���� ����  ���� 
��
����� ���  ����	; � 4��
�� �� ������	�

��  ��
2 	�������
�� �� ��� � ��� 1-!; 
2� 	���	���
�� �&���	����
� ��9 
������ ��� ��
��

�� ����� 
� �������
����
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�� ��
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