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Introduction

���!��� 2��	+ �	 ��"� ��	�� � !.�� ("��*�"������) ��!�� ��"2�	������� �	

'���� �*�� �� �*� ��.�A �/ ���.��.��� �	� ��"2�	������� !��!������ �/ ��3

0.�	��� �/ �A"2��� *�� � ������A �/ �!!�������	� �	 "�	A �����	�� 7���� ;*��*

��	+� /��" ��"!.��� 
���	�� �� &����+A �*A���� �	� "�	A ��*��� 4��� /�� �	3

���	�� G<< <= <>H5 ;*��* /.��*�� �	������� �*� �	���	��� �	������ �/ �*� �.2I���,

�	 �*�� ��	��D� �*� �*���A �/ �*� ��3������ 
�.�"��	 ;���� �	� �*� ��.�A �/

�*��� /����	���	+ !��!������ *�� ��;�A� 2��	 �/ !��"� �"!����	�� ;��* ��!����

������� �� �����.� 7���� �.�* �� �."2�� �*���A %��"���A ��"!.��� #��3

��	 
A"2���� �A	�"��� �*��������� �*A���� ��A������+��!*A �	� �� �	, �*�

�����	 /�� �.�* � ;��� ������A �/ �!!�������	� !��2�2�A ������ �	 �*� �"!�������

	."2�� �/ !����2�� �0.�����	� ��7	����	� �	� �*�������������	� /�� 
�.�"��	

;���� �	 ��!��� ;*��* *�� 2��	 �*�;	 ��	�� �*� /.	��"�	��� ;��F �/ ����

�	� ����.	� 4�/, G=8H5 �	 8B<@, ��� �	���	�� �	 �	7	��� ��0.�	�� �/ �1� �	� �1�

�� 
�.�"��	 �/ �� �� 	�� !������� �	� 2���	��� 4;*��* "��	� �*�� ��F�	 �	A �;�

�.2����	+� �/ �*� ��"� ��	+�* �*� 	."2�� �/ �1� �	 �*� �;� �.2����	+� ��	 ��J��

�� "��� 2A 85, 
�.�"��	 ;���� ��	 ���� 2� �*����������� �� �*� ;���� *���	+ 

/�� ���* ��	+�* � �D����A � K 8 /������ �/ ��	+�* �, �	 �*�� ��	�� �*�A ���

�*� (��"!����) 4;��* ��;��� �	��� ���������5 �	7	��� ;���� ;*��* ��� 	��

!�������L "�	A �	�������	+ !��!������ �/ 
�.�"��	 ;���� ��	 2� �����2.��� ��

�*��� (��"!�����A), '*�� �� !��*�!� �*� "��� �����	� ��"�� �/ 
�.�"��	 ;����

�� �*�� �*�A ��� ;���� ��7	�� ���� � �;� ������� ��!*�2��, �� �*�	 �!!���� 	��3

.��� �� �D��	� ;*��� !����2�� �*� ��7	����	� �� �	A 7	��� ��!*�2��L �	 "�	A

����� �.�* �D��	���	 �� �����+*�/��;��� 2.� �� �	� ��	 �D!��� "�	A �/ �*�

"���7�� ��7	����	� ��� 	� ��	+�� �0.�����	�, �"�	+ �*� ��*�� �D��	���	� �/


�.�"��	 ;���� �*� ����� �/ �!���.�"��	 ;���� !��A � ��	���� ����, �!���.�3

"��	 ;���� *��� �	 ��""�	 ;��* 
�.�"��	 ;���� "�	A �	�������	+ !��!������



�� ������	
����

�	� ��� �*�"������ � ;��� ��.���� �.2I��� �/ �	������, �"�	+ �*� ��*�� !����2��

��7	����	� ��	�� �!���.�"��	 ;���� �*��� ;��* 
�.�"��	 ;���� �*� !��!���A

�/ *���	+ � +���� 	."2�� �/ �0.�����	� ��7	����	� � ;��� �� ���� �� 2� �!�3

��.�"��	 �/ �� �� ������ .	��� �������� 4"��	�	+ �*�� �/ � � �� � /����� �/ �.�

;��� ���� �*� �������� �/ � ".�� �!!��� �� � /�����5 �	� �/ �� *�� �� "��� �	�

��/� �!����� /����� /�� ���* ��	+�* 4� ��/� �!����� /����� �� � /����� ;*��* ���.��

!������� 2A �� ����� �;� �����	�� �������5, �	�� �+��	 �� �!!���� 0.��� 	��.���

�� ��	����� �	� ��.�A 	�	������� �D��	���	� �/ �!���.�"��	 ;���� ��F� �� *��

2��	 ��	� /�� 
�.�"��	 ;����,

�	 �*�� �*���� �;� F�	� �/ �D��	���	� ��� ��	�������$ �D��	���	 �2���	��

;��F�	�	+ ��"� *A!��*���� �	 �*� ��7	����	� �/ �!���.�"��	 ;���� �	� �	

�D��	���	 �2���	�� ��	������	+ �*� ����� �/ ��� ;��� *���	+ � !��!���A ;*��*

�!���.�"��	 ;���� �	I�A 2.� 2A ;*��* �*�A ��� 	�� �*�����������, ��� �!�3

��7����A ������	+ /��" 2����+���� ��	���������	� ;� ��	������� �*� �D��	���	

�2���	�� �.2����.��	+ �	 �;� ��7	����	� �*� �������� �!������ ;��* � +�	����

�	���.���A �	��"��!*��" 4I.�� �� ������ �*� "��	�	+ �/ �*� �*� �!������	 ;�

������ �*�� �*� '����	3����F ��"!��"�	�����A ��; �� 2�������A �	 �	���.���A

�	��"��!*��"5L �	 �*�� ;�A ;� �2���	�� �;� �	�������	+ �	� ��J���	� �D��	3

���	� �/ �*� 7��� F�	�, ��� ;*�� ��	���	� �*� ����	� F�	� �/ �D��	���	� ;�

��.���� �;� �*����������	+ !��!������ �/ ;���� ;*��* *��� 4��F� �!���.�"��	

;����5 � "�D�"�� 	."2�� �/ !���	���"�� /������,

��� �*� �D��	���	� ��	������� *��� "�	A !���	���� �!!�������	� ;*��* ���

A�� �� 2� ��.���� �	� ��	�� �*� ��!�� �� 2��* !��"���	+ �	� 	�; ������	�A

������� �� 2� �*� �.2I��� �/ /.��*�� �	��A���,

Overview

�*� 7��� !��� �/ �*�� �*���� �� ��������� �� �*� ��.�A �/ �*� 	����	� 	�����

�� �	����.�� �*� +�	����������	� �	� "��� ����	��� 	����	� !����	��� �	 �*�

����	� !���,

�	 �*�!��� 8 �/��� ��"� ��+�2���� 	����	� �*� 2���� ��	��!�� �	� ���"�	3

���+A �/ ��"2�	������� �	 ;���� ��� +���	,

�*�!��� : �� ������� �� �*� �	����.����	 �/ 
�.�"��	 �	� �!���.�"��	

;���� �	� "��!*��"� ;*��* ��� �*� 2��� /�� �*� +�	����������	� !����	���



������ ��

�	 �*� /����;�	+ �*�!����, �*� 7��� ������	 ������ 
�.�"��	 ;����L �*�.+*

�*�� ������	 !��2�2�A ������ ".�* "��� �*�	 ;*�� �� �J�������A 	����� �	 �*�

��"��	�	+ �/ �*� �*���� �*� �"!����	�� �/ �*� ��!�� �� �.�* �*�� ;� /��� ��"3

!����� �� !����	� �� ����� �	 ����	���� �.���A ;��* � ���F �� ��"� ����	� ���.���

��F� �*��� �	 
�.�"��	 !���	���"��, �*� /����;�	+ ������	� ��� ��������� ��

�!���.�"��	 ;���� �	� "��!*��"� �	� ��	���	 "��� �/ �*� ��7	����	 �*�� ���

�D��	��� �	 �*� /����;�	+,

'��* �*�!��� 9 ;*��� �*� 7��� +�	����������	� �/ �!���.�"��	 ;���� ���

!����	��� ;� +�� �	�� �*� ���� �/ �*� �*����, �	 �*� 7��� ������	 �/ �*� �*�!���

;� �	����.�� �*� ���� �	 ;*��* �*� /����;�	+ ;��F �� 2����$ �*�� �/ �.2����.��	+

� +�	���� �	���.���A �	��"��!*��" �� �*� �������� �!������ �	 �*� ��7	����	�

.��� /�� �!���.�"��	 ;����, �����;�	+ �*�� ���� ;� �	����.�� �*� ������� 	�3

���	� �/ !��.��!���	���"�� �	� �*� �"!����	� ����� �/ .	2������� !��.��!��3

�	���"��, �� �*�� !��	� ;� .�� �*��� ��	��!�� �� �D��	� �	 �*� �*��� /����;�	+

������	� �*� �0.�����	� ��7	����	� /�� �!���.�"��	 ;���� +���	 �	 �*�!���

:, �	 ������	 9,= ;� �*�; ;*�� ��� �*� �������	� 2��;��	 �*� 	�; ������� �/

;���� �	����.��� �*�;�	+ �*�� �*� ��7	����	� ;*��* ��� �0.�����	� /�� �*�

�!���.�"��	 ���� ��� 	� ��	+�� �� �	� �*�� �3���	���� ;���� �	� ���	����

�3�!���.�"��	 ;���� ��� 2��* !��!�� �.2������� �/ �*� �3���	���� ;���� ;��*

(����), �	 �*� /����;�	+ ������	 ;� +� 2��F �� �*� ����� �/ �3�!���.�"��	 ;����

4;*��* ��� ��"�;*�� �*� "��� ��Æ�.�� ����� �� ���� ;��* ��	�� ��� ��7	����	 ��

/�� /��" 2��	+ ��	���.�����5 �*�;�	+ ������� .��/.� ���.��.��� ���.��� �	� �*��3

��������	+ �*� ���	���� �3�!���.�"��	 ;���� ;*��* ��� ���� �3���	����, �	A

�/ �*� ���.��� �/ �*�� ������	 ;��� 2� .��/.� �	 �*� /����;�	+ �*�!���, �	 
�����	

9,? "��	�A 2���� �	 G8<H ;� �*�; �*�� �*� �*���� �/ ��	������	+ �	���.���A

�	��"��!*��"� �� +�	������� �!���.�"��	 ;���� �� ���.���A � +��� �*���� ��	��

.	��� ��"� ;��F �	� 	��.��� ��	�����	� ;���� �.�	 �.� �� 2� �3�!���.�"��	

/�� ��"� �, �*�� �� �/ ;� ��	����� �	�A ��"� ��	�����	� ;*��* ��� ��;�A� ��.�

/�� �!���.�"��	 ;���� 4!�.� ��"� ;��F �	�� ;*��* ��� ��.� /�� � ;��� �����

�/ �!���.�"��	 ;����5 �*��� ".�� 2� ��"� � �.�* �*�� �*� ;���� ��	�������

��� �3�!���.�"��	, �	 �*� ���� ������	 �/ �*� �*�!��� ;� �*�; �*�� � ;����

����� �/ ���	���� �3�!���.�"��	 4�,�, ���!!�	+ �	� �/ �*� ��0.���"�	�� �	 �*�

��7	����	5 ����� �����	� 4��F� �*� (	��"��) �3�!���.�"��	 ;����5 � ����	+ ��	F

;��* ��	�.D3��.�A ;����,



�� ������	
����

�*�!��� < �� ��"!�����A ������� �� �*� ��.�A �/ �*������������ "��!*��"� 

�,�, "��!*��"� �*�� "�! ���	���� �!���.�"��	 ;���� �	�� ���	���� �3�!�3

��.�"��	 ;���� ;*��* *��� 2��	 �*���.+*�A ��.���� �	 G88H, 
.�* "��!*3

��"� ;*��* ��� �	�������	+ 2A �*�"������ ��� � .��/.� "��	 �/ ��	���.���	+

�3�!���.�"��	 ;���� ;*��* �� 	�� � �����+*�/��;��� ���F /��" �*� ��7	����	,

�*� "��	 ���.�� �/ �*�� �*�!��� �� �*� ��"!���� �	� ��	���.����� �*����������3

���	 �/ �*������������ "��!*��"� +���	 �	 
�����	 <,9 ;��* ��� ���� !���/,

�	 �*�!��� = 7	���A � ��"!�����A ��J���	� +�	����������	 �/ �!���.�"��	

;���� �� +���	L �	 �*�� �*�!��� ;� �	����.�� �*� ����� �/ ���* ;���� �,�, ;����

;*��* *��� � "�D�"�� 	."2�� �/ !���	���"�� /������ �	� +��� �;� �*�������3

���	+ !��!������ �/ �.�* ;����$ �*� 7��� �� �	 �0.����	 ;*��* ��	F� �*� /�����

��"!��D��A 4�*� /.	����	 ;*��* ��.	�� /�� ���* ��	+�* �*� 	."2�� �/ /������

�/ �.�* ��	+�*5 �/ � ���* ;��� �� ��� !���	���"�� /����� ��"!��D��AL �*� ����	�

�� � ���.��.��� �	� �	� �*����������� �� !���	���"�� ��� �*� /������ 2�+�		�	+

;��* � ;��� �	��	+ ;��* ��� �������� �	� *���	+ 	� ��*�� ���.��	��� �/ ���*��

�	� �	 2��;��	,



Chapter 1

Preliminary notions and

definitions

1.1 Basic algebraic notions

�� �� ;��� F	�;	 4��� /�� �	���	�� G:8H5 � ��������� � �� � ��� �	 ;*��* �	

����������� 2�	��A �!������	 4!���.��5 �� ��7	��,

� ������ � �� � ��"�+��.! *���	+ �	 �������� ���"�	� 8� �.�* �*��

8�� M �8� M � /�� ��� � � � , � �.2��"�+��.! � �/ � �� � ��
������ �/

8� � � ,

�*� !���.�� �!������	 �	 � ��"�+��.! � ��	 2� 	��.����A �D��	��� �� �*�

!�;����� �4�5$ +���	 	
 � � � ;� ��7	�

	� M ��� � � � � � 	 �	� � � � � 

�� �� ���� ��""�	 �� ��7	� ��/� �	� ��+*� ��������� 2A �����	+

	��� M �� � � � 	� � � �M �� 


�	�

� 	�� M �� � � � �	 � � �M �� 

'� �*��� �/��	 ��	/.�� ��	+����	� �	� �*��� ���"�	�� ;*�	 �*�� ���� 	�� ����

�� �"2�+.��A, ��� �	���	�� �/ � � � �	� � � � 2A �� ;� ;��� "��	 �*� ���

���� ,



�� ������� �� ����������� ������� ��� ����������

�*� ��
��������� �����	��� 
� 	 � � �� �*� �"������ �.2��"�+��.! �/ �

��	���	�	+ 	 �	� ���	����� ;��*

	� M
�
���

	� 


�"�����A �*� ��
������ �����	��� 
� 	 �� �� �0.�� ��

	� M
�
���

	� 


;*��� ��	��	���	���A 	� M �8��,
%���	 �;� ��"�+��.!� �
 � � � �������� 4���!, 	�����������5 � /��" �

�� � � �� � "�!

� $ � 	
 � �

�.�* �*�� �4��5 M �4�5�4�5 4���!, �4��5 M �4�5�4�55 /�� ��� �
 � � �, �

"�	��� 4�	��35"��!*��" � $ � 
 � � �� � ��"�+��.! 4�	��35"��!*��" �.�*

�*�� �48�5 M 8� �, �	 ����������� �� � 2�I������ "��!*��" �	� �	 	����

�������� �/ � �� �	 ���"��!*��" 2��;��	 � �	� �����/, '*�	 � $ � 
� �

�� � "��!*��" �� �	��"��!*��" �	� � ��  ;� �*��� �/��	 .�� �*� �D!�	�	����

	������	 �� /�� �4�5,

� ��"�+��.! � 4���!, "�	��� �5 �� ���� � �� 	 � � 4���!, 	 � �5

�/ ����A ���"�	� �/ 	� ��"��� � .	�0.� /�����������	 ���� 	 �	� 	� M �

4���!, 	� M �5, ���� ��"�+��.!� 4"�	����5 ���� ���� �/ �*� ��"� �����	����A

��� ���"��!*��,

1.2 Basic combinatorics on words

The free monoid of words

��� � 2� � 	�	�"!�A 7	��� ��� �� 	���	
�� ;*��� ���"�	�� ��� ������ �������,

�*� ��� �/ 7	��� ��0.�	��� �/ ������� �� !���� ���� � ��	 2� 	��.����A �	��;��

;��* �*� 2�	��A �!������	 �/ ��	���	����, �*� ��"�+��.! �� �*.� �2���	��

�� /��� ���� �$ � ;��� � � �� ��	 2� ;�����	 .	�0.��A �� � !���.�� �/ �������

� M ���� � � ��� ;��* �� � � � M 8
    
 �, �*���/��� �� �� ������ ��� /���

��"�+��.! ���� �, �*� /��� "�	��� �� �� �2���	�� 2A ����	+ �	 ���	���A

���"�	� �*� ����� !��� � M 8��  �� ��$ �� M �� � ���,



���� ����
 
����������
� �� ����� ��

��� � M �� � � ��� � �� ;*��� �� � � /�� 8  �  �, �*� �	��+�� � �� �*�

������ �/ � ��	���� 2A ���, �� �� 	��.��� �� ��� ��� M @,

� ;��� � �� � �	��� �/ � � �� �/ � M ��� /�� ��"� ;���� � �	� �, �	

�*� �!����� ���� � M � 4���!, � M �5 � �� ������ � ���"� 4���!, ��Æ� 5 �/ �,

� /����� � �/ � �� ������ �/ � �M �L �� �� ����	� �/ � M ��� ;��* ��� M ���,
'� ��	��� ���!�������A 2A ����� ���/ � �	� 
.J � �*� ���� �/ ��� /������ 

!��7D�� �	� �.ÆD�� �/ �*� ;��� �,

� �.2��� �/ �� �� �/��	 ������ � �	���	�� ���� �, ��� � � �� ���/ �  


.J �  �	� ����� ;��� ��	��� ���!�������A �*� ��	+.�+�� �/ !��7D�� �.ÆD�� 

�	� /������ �/ ��� �*� ;���� �/ � L �	 �A"2��� 

����� M
�
���

����� 


�	� ��"�����A /�� ���/ � �	� 
.J � ,

� ��� ���� � �� � ��	+.�+� � � �� �.�* �*�� �*� "�	��� �� �� /��� ����

�, �*.� � �� � ���� �/ �	� �	�A �/ ;*�	���� ��
 ��
    
 ��
 �
�
�
    
 �

�
� � � ���

�.�* �*��

�� � � � �� M ��� � � � ��� 


�*�	 � M � �	� �� M ��� /�� � M 8
    
 �, � ���"� 4���!, ��Æ� 5 ��� �� �

�.2��� �/ �� ;��* �*� !��!���A �*�� 	�	� �/ ��� ���"�	�� �� � !��!�� !��7D

4���!, �.ÆD5 �/ �	A ��*��, �	A !��7D 4�� �.ÆD5 ���� �� �	 /��� � ����, �


����"� ���� �� � ���� ;*��* �� 2��* !��7D �	� �.ÆD,

1.2.1 Borders and periods

� /����� �/ � � �� �� ������ � 
����� �/ � �/ �� �� 2��* � !��7D �	� � �.ÆD

�/ �, � ;��� �� ������ ��
������� �/ ��� �	�A !��!�� 2����� �� �, 
�	�� �*�

��� �/ !��!�� 2������ �/ �*� �"!�A ;��� �� �"!�A ��*���	��A ;��* �*� �2���

��7	����	 ;� �� 	�� ��	����� � .	2�������,

� !������� �	��+�� � �� � ������ �/ � M �� � � ��� 4�� � � � M 8
    
 �5 �/

;*�	���� 8  �
 �  ��� �	� *�� �*��

� � � 4"�� �5 M� �� M �	 

���� �*�� ;��* �*�� ��7	����	 �	A � � ��� �� � !����� �/ �, �� �� ;��� F	�;	

�	� 0.��� �����	� 4�/, G<<H5 � ;��� � *�� � !����� �  ��� �/ �	� �	�A �/ �� *��



�� ������� �� ����������� ������� ��� ����������

� 2����� �/ ��	+�* ��� 	 �, '� ��	��� 2A �� �*� "�	�"�� !����� �/ � �	� ���

�
 M 8, �*.� � ;��� � �� .	2������� �/ �	� �	�A �/ �� M ���, �/ � �� 	�	�"!�A 

�*�	 ��� ��	����	� ���� �� �� ��� !��7D �/ ��	+�* ���� M ��, '� ��	 ;���� �	A

	�	�"!�A ;��� � ��

� M ��� ��

;*��� �� �� �*� /������	�� ���� �/ � �*� �	��+�� � � 8 �� ��"���"�� ������ �*�

����� �/ � �	� �� �� � !��!�� !��7D �/ ��,

'� ������ �*� /����;�	+ /.	��"�	��� ���.�� �2�.� !���������A 4�/, G<<H5$

Theorem 1.2.1 4��	� �	� '��/5. �� 	 !��� � �	� �!� ������� � 	�� �# 	��

��� � � K � 	 +��4�
 �5# ���� � �	� 	��� ��� ������ +��4�
 �5�

1.2.2 Infinite words and limits

�	 ��"���� !��� 4/��" ��/� �� ��+*�5 � ���� �*� ��!*�2�� � �� I.�� �	 �	7	���

��0.�	�� �/ ������� �,�, � "�!!�	+ � $ N� 	
 � ;*��� N� �� �*� ��� �/ !�������

�	��+���, �	� ��	 ��!����	� � ��

� M ���� � � ��� � � � 


;*��� /�� �	A � � @ �� M �4�5 � �, � 47	���5 �	��� �/ � �� ���*�� �*� �"!�A

;��� �� �	A ��0.�	�� �� � � ��	 ;��* �  � �,�, �	A 2���F �/ ��	���.���� �������

�/ �, �/ � M 8 �*�	 � �� � ���"� �/ �, '� ��	��� 2A ����� �	� ���/ � �*� ����

�/ 7	��� /������ �	� !��7D�� �/ � ���!�������A,

�*� !���.�� 2��;��	 � 7	��� ;��� � �	� �	 �	7	��� �	� � �� 	��.����A

��7	�� �� �*� �	7	��� ;��� �� *���	+ � �� � !��7D �	� �	���� �� ��� �3�*

������ /�� ��� � � ���, �*� ��� �/ ��� �	7	��� ;���� ���� � �� ��	���� 2A ��,

'� ���� ��� �� M �� � ��,

� "����� �	 �� ��	 2� ��7	�� 2A �����	+ �4�
 �5 M @ /�� � � �� �	�

�4�
 �5 M :�

/�� � �M � ;*��� � M "�D�� � N � ���/ �����/ ���� �M �� �� �*� ��	+�* �/ �*�

"�D�"�� ��""�	 !��7D �/ � �	� �, �*�� "����� �	�.��� �*� !���.�� ��!���+A

�	 �� M �N� 4;*��� � �� ��������5 "�F�	+ �� � ��"!��� !��/��� �	� ������A

�����		����� "����� �!��� �*�� �� � �	���� ��	� 4�/, G=@H5, �*� "����� � ��	



���� ����
 
����������
� �� ����� ��

2� (�D��	���) �� �*� ;*��� �� �	 �*� /����;�	+ ;�A$ ��7	� 4�� �2���5 �*�

"����� �� �	 4��5� ;*��� �� M � � �N� �	� N  � �L �*�	 ���	��/A �	A � � ��

;��* �*� �	7	��� ;��� �N�, �	 �*�� ;�A �� �� ��+����� �� � �.2�!��� �/ 4��5�,

�*� "��	 2�	�7� �/ ��!���+A /�� �.� !.�!���� �� �*� !����2����A �/ ��F�	+

��"��� �/ ��0.�	���, '� ������ �*�� ��	���+�	�� ;��* ���!��� �� �*� !���.��

��!���+A �� �����!��� �� �*�� � ��0.�	�� �/ ;���� 4��5��� �	 �� ��	���+��

�� �	 �	7	��� ;��� � M �� � � ��� � � � �/ �	� �	�A �/ /�� �	A � � @ �*��� �D����

��"� � � @ �.�* �*�� /�� ��� � � �  �*� �3�* ������ �/ �� �D���� 4�,�, �� � ��

�� ���� � �5 �	� �� �0.�� �� ��, ��� �	���	�� �*� ��0.�	��

4���5���

��	���+�� �� �*� �	7	��� ;��� �� M ��� � � � , � ;��� /�"��A �/ ��	���+�	�

��0.�	��� ;*��* ;��� �!!��� /��0.�	��A �	 �*� /����;�	+ �*�!���� �� "��� �/

��� ��0.�	��� �/ 7	��� ;���� 4��5��� �.�* �*�� /�� �.Æ���	��A ���+� � �*� ;���

�� �� � !��7D �/ ����,

��� �	A � � �� � � ��	���� �*� ��� �/ �	7	��� ;���� ;*��* ��	 2� /���������

2A �*� ���"�	�� �/ � , �*� �2��� �D�"!�� �*�;� �*�� �	 �	7	��� ;��� ;*��*

�� �*� ��"�� �/ � ��0.�	�� �/ ;���� �/ � � 	��� 	�� 2� �	 � � 4��F� � M ���5L

*�;���� �� �� �	 � � �/ � �� 7	���,

1.2.3 Further definitions and properties

��� � � ��, �	 ������� �/ � /����� � �	 � �� �	A !��� 4!
 "5 � ����� �.�*

�*�� � M !�", �/ � � � �	� � � �� ���� ��	���� �*� 	."2�� �/ ���.���	���

�/ � �	 �*� ;��� �L ��������A ;� *���

��� M
�
���

���� 

��� � � �� ��!*� ��	���� �*� ��� �/ ������� ���.���	+ �	 � �*�� �� ��!*� M

�� � � � ���� � @�,
��� � � �� �	� �
 � � ���� �, '� ���� � � "��� ������ �� � �	 � �/ �

��	���	� �D����A �;� �����	�� ���.���	��� �/ � �	� �� � !��7D �	� �*� ��*�� ��

� �.ÆD �,�, 

� M �! M #� ;��* !
 # � �� �	� �  � ����� 



�� ������� �� ����������� ������� ��� ����������

'� �2����� �*�� �	 �.�* � ���� ���� M # �� .�.���A ������ � ������ !��� � ��

� �	 � 4��� G98H5, '� ���� �*� �	��+�� �#� �*� ����� �/ �*� 7��� ���.�	, �	 �	7	���

;��� � �� ���� ��������� �������� �/ /�� �	A $ � ���� � �*� �*�/�� �/ �*� 7���

���.�	� �� $ �	 � ��� 2�.	��� �2��� 2A � ��	���	� %�,

�/ � � � �	� $� 4���!, �$5 �� � /����� �/ � � �� �*�	 $� 4���!, �$5 �� ������

� ����� 4���!, ����5 ��������� �/ $ �	 �, '� ������ �*�� � /����� $ �/ � 47	���

�� �	7	���5 ;��� � �� ������ ����� ����	� �/ �� *�� �� ����� �;� �����	�� ��+*�

�D��	���	� �	 � �,�, �*��� �D��� �� ����� �;� �����	�� ������� �
 � � � �.�* �*��

2��* $� �	� $� ��� /������ �/ �, $��� ����	� /������ ��� ��7	�� �	���+�.��A,

� /����� �/ � �� ������ 
�����	� �/ �� �� 2��* ��+*� �	� ��/� �!�����,

'� ��	��� 2A &� �*� �"������ �	��+�� � �/ �� �D���� �.�* �*�� � *�� 	�

��+*� �!����� /����� �/ ��	+�* � 4�	� ;� ��� &� M � ��*��;��� �*�� �� ;*�	 �

�� �	 �	7	��� ;��� *���	+ ��2�������A ��	+ ��+*� �!����� /������5, �*� /����;�	+

	���;���*A �	�0.����A 4�/, G:=H5 ������� �*� "�	�"�� !����� �� �/ � 7	��� ;���

� �	� &�$

�� � &� K 8  48,85


A""��������A �	� ��	 �	����.�� �*� !���"���� '� �� �*� "�	�"�� ��	+�* /��

;*��* � *�� 	� ���� �!����� /������L '� �����7�� �� � '� K 8 ���,

� 7	��� ;��� � �� ������� � �/ �� ��		�� 2� ;�����	 �� � !�;�� � M ��

;��* � � 8, ������A �	A .	2������� ;��� �� !��"����� 2.� �*� ��	����� ��

/����$ ��	����� /�� �	���	�� �*� ;��� ���, '� ��	��� 2A �4��5 �*� ��� �/ ���

!��"����� ;���� ���� �, �� �� ;��� F	�;	 4�/, G<<H5 /�� �	A 	�	�"!�A ;��� �

�*��� �D���� � .	�0.� !��"����� ;��� � �.�* �*�� � M �� /�� ��"� � � 8, 
.�*

� � �� .�.���A ������ �*� %������� �& ���� �/ � �	� ��	���� 2A
�
�,

�;� ;���� �
 $ � �� ��� ��'��	�� �/ �*��� �D��� !
 # � �� �.�* �*�� � M !#

�	� $ M #!, ��	I.+��A �� �	 �0.�����	�� �������	 �	 ��L ;� ;���� � � $ �/ �

�	� $ ��� ��	I.+���,


.!!��� �*��  �� � ����� ����� �	 �, �	� ��	 �D��	� �*�� ����� �� �*�

�������	��� ����� �	 �� 2A �����	+ /�� ��� $
 � � �� 

$  � �� 4$ � ���/ � �� $ M ��$�
 � M ����5 


/�� ��"� �
 $�
 �� � �� �	� �
 � � � �.�* �*�� � ( �,

� ;��� �� ������ � $����� 4���!, 	����$�����5 ;��� �/ �� �� !��"����� �	�

"�	�"�� 4���!, "�D�"��5 �	 ��� ��	I.+��A ����� ;��* ���!��� �� �*� ��D���3



���� ����
 
����������
� �� ����� ��

+��!*�� �����, ��� �	���	�� �/ � ( � �*�	 � M ����� �� � �A	��	 ;��� /�� ���

��	I.+���� 4����� ����� ����� �	� �����5 ��� ��� ��D���+��!*�����A +������

�*�	 �,

�	 �*� ��0.�� ;� �*��� 	��� �*� �;� /����;�	+ ��"!�� ��""��L ;� ��!��� �*�

!���/� /�� �*� ��F� �/ ��"!����	���,

Lemma 1.2.2. � !��� � � �� �	� ��� ������ �  ��� �� 	�� ���� �� 	�� ���

�	���� �	 ��� ������ � 	�� �� ��� �	�� ��'��	� �	���

(����� �*� ���� � M � �� �������, �*�	 �.!!��� �*�� � �� � !����� �/ � M

�� � � ��� �� � � � M 8
    
 �, ��� � 2� � /����� �/ � �/ ��	+�* �, &A

�*� ��7	����	 �/ !����� �*��� �D���� � !������� �	��+�� �  � �.�* �*�� � M

������ � � ������� � � ����� �� �*�� � �� � ��	I.+��� �/ ���� � � ���,
�*� ��	����� �� �	 ���A ��	��0.�	�� �/ �*� /����;�	+ /���$ �/ �
 � � � �	�

� � �� �*�	 �� � �� �/ �	� �	�A �/ � M �, �*���/��� �/ ��� /������ �/ � �/ ��	+�*

� ��� ��	I.+��� �	� ������� �*�� �� M ���� /�� ��� � �.�* �*�� 8  �  �	�,

Lemma 1.2.3. � !��� � � �� �� ������� � �� 	�� ���� �� ��� M ��� ��� 	��

������� � � :�

(����� ��� � 2� � !��"����� ;��� �	� �.!!��� �*�� �� *�� � !����� �  ���,

�	�� ��� �� � !����� �/ �� �	� ���� M ���� � ��� K � 2A �*����" 8,:,8 �� 

�� ;��� �� � *�� ���� �*� !����� � M +��4�
 ���5, �*.� � M ������ /�� ��"� �L

�*�� �"!���� ��� � M 8 �	� �*�	 � M ��� �� � �� !��"�����,

��	������A �.!!��� � � �� �� 	�� !��"�����, �/ � M � �*�	

��� M �
 M 8 �M @ M ��� 

��� �*�	 � � �� �	� ��� � 2� ��� !��"����� ����, ������A ��� �� � !����� �/ �� 

�	� ��� ( ���,

'� ��"��F �*�� ���� �*� ��	����	� ���� �� �/ � 	�	�"!�A ;��� � �� ��������A

!��"�����, ��	�� 2A ��""� 8,:,9 ;� �2���	 �*�� /�� �	A � � �� �	� � � : 

�� M ����  48,:5

'� ��"��F �*�� 2A �A""������� ��+."�	�� �	� ��	 !���� ���.��� �	���+�.�

�� ���!������	 :,8,89 �	� �*����" :,8,9? 	�"��A �� �� M '�K8# ���� � � �) 

�	� 	 �	�������� � � �� �� ������	� �� 	�� ���� �� �� M '� K 8,



�� ������� �� ����������� ������� ��� ����������

1.3 Overlap-free and normal codes
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 ��� � � � �����Æ
� M ! 48,?5

;��* , � � �� �	� Æ� � ��, ���" 48,>5 �	� 48,?5 �	� �2���	� � M �� � � � �� M

��� � � � �����Æ
�, �	� ��� � � � ��� M �� � � � ����Æ,

� ;��* �� M Æ, �	� ��� M Æ�, �, 
�	�� �

�� � 2�!��7D ���� ;� ������ . M � �	� ��	��0.�	��A �� M ��� /�� � M 8
    
 �	8,

�	���� �/ . �M � ;� ;�.�� ������ 2A ��	��������	 �*�� Æ�, M � �� Æ, � M � ;*��*

�� �2�.�� �� Æ
 Æ� � ��,

��	�� ;� �2���	 �� M Æ�, M Æ, ;*�	�� Æ M Æ�, �*.� Æ �� � ��""�	

	�	�"!�A !��7D �/ �� �	� ���, 
�	�� � �� ��+*� 	��"�� 2A ���!������	 8,9,8 ;�

�2���	 �*�� �� �� � !��7D �/ ��� �	�  ��  ���	 �,�, �� M ���,

Proposition 1.3.6. $�� � 
� 	 
����"�# � ���	������# 	�� ����	� ��� � ��

�� �� � � �� � ��� �� 	 ������ �	��� �� � � �# ���� ����� ����� �
 � � ��#

.
 .� � �� ��� ��	� .  � 
.J �# 4.�5�  � ���/ �# 	��

� M .���.� 

(����� 
�	�� � �� � !��!�� /����� �/ � � � �*��� �D��� -
 -� � �� �.�* �*��

� M -�-�L "������� - �	� -� ��� 2��* 	�	�"!�A �� � �� � 2�!��7D ����, ��� �

4���!, �5 2� �*� ��	+��� ;��� �	 
.J - � �� 4���!, ���/ -� � ��5 �	� ;����

� M -�-� M .���.�

/�� ��"� .
 .� � ��, 
�	�� � �	� .� ��� 	�	�"!�A �	� � �� � 2�!��7D ���� 

�	� ������� �*�� . �	� .� ��		�� 2� �"!�A, ������� .  � 
.J � �	� 4.�5�  �
���/ � /�� ��*��;��� �*� "�D�"����A �/ � �	� � ;�.�� 2� ��	��������� .��	+

���!������	 8,9,8,



�� ������� �� ����������� ������� ��� ����������



Chapter 2

Sturmian and Episturmian words

2.1 Sturmian words


�.�"��	 ;���� ;��� 7��� ��	������� �	 �*� 8C�* ��	�.�A 2A Q, &��	�.��� ��� 

�	 *�� �����	�"���� ��.����, 
������ �.�*��� ����� ������!�� �*� �.2I��� /��"

��J���	� !��	�� �/ ���; 2.� �*� 7��� �A���"���� ��.�A ;�� +���	 �	 8B<@ 2A

, ���� �	� %, �, ����.	� 4�/, G=8H5, �*�A ;��� ���� �*� 7��� �� .�� �*�

	�"� 
�.�"��	 �	 *�	�� �/ �, �, 
�.�",

&A ��7	����	 �	 �	7	��� ;��� �� ������	� �/ /�� ���* � � N �� *�� � K 8

�����	�� /������ �/ ��	+�* �, �*�� �"!���� �*�� � 
�.�"��	 ;��� �� �	 � �;�3

������ ��!*�2�� �*�� ;��� 2� � M ��
 �� /�� �*� ���� �/ �*�� �*�!��� 4;� �*���

F��! .��	+ � 	�	3�����+��!*�� � /�� � +�	���� ��!*�2��5, �� �� ;��� F	�;	 G<=H 

�	 �	7	��� 2�	��A ;��� � �� 
�.�"��	 �/ �	� �	�A �/ /�� �	A � � @ �*��� �� �	�A

�	� ��+*� �!����� /����� �/ � �/ ��	+�* �,

� /�"�.� �*����" 2A ���� �	� ����.	� 4�/, G=@H5 ������ �*�� �	 �	7	���

;��� � *�� ���� �*�	 �K 8 /������ /�� ��"� � � @ �/ �	� �	�A �/ �� �� � ����	���

������� �*�� �� ;����2�� �� � M �$� /�� ��"� 7	��� ;���� �
 $, �*.� 
�.�"��	

;���� *��� �*� �"������ !����2�� 	."2�� �/ /������ �/ ���* ��	+�* �"�	+ ���

�	7	��� ;���� ;*��* ��� 	�� ���	�.���A !�������,

� 7��� ������!���	 �/ �*� ���.��.�� �/ 
�.�"��	 ;���� ;�� +���	 �	 G=8H 

;*��� �*� /����;�	+ ;���3F	�;	 �*�������������	 �� /�.	�$ �	 �	7	��� ;���

� � �� �� 
�.�"��	 �/ �	� �	�A �/ �� �� 	�� ���	�.���A !������� �	� �� �� 
	�	��� 



�� ������� �� ��	����� ���  ����	����� �����

�,�, �� �����7�� /�� ��� � � @ �	� �
 $ � �� � ���� � 

����� 	 �$���  8  4:,85

2.1.1 Standard and central Sturmian words

�	 �0.�����	� +��"������� ��7	����	 �/ 
�.�"��	 ;���� ��	 2� +���	 �	 ���"�

�/ ������ ��������, �	 /��� � 
�.�"��	 ;��� ��	 2� ��7	�� 2A ��	������	+

�*� ��0.�	�� �/ �.�� �	 � �0.���� ������� 4N�N5 "��� 2A � ��A *���	+ � ���!�

;*��* �� �	 �������	�� 	."2�� /, � *�����	��� �.� �� ��	���� 2A �*� ������ � �

�������� 2A � �	� � �.� ;��* � ���	�� 2A �� �� ��,

� 
�.�"��	 ;��� ��!����	��� 2A � ��A ������	+ /��" �*� ���+�	 �� .�.���A

������ ��	��	�� �� �	�	�������, '� �*��� ��	��� 2A %� �*� ���	���� 
�.�3

"��	 ;��� ���������� ;��* �*� �������	�� ���!� /, 
��	���� 
�.�"��	 ;����

��	 2� �0.�����	��A ��7	�� �� /����;�, ��� �	A ��0.�	�� ��
 ��
    
 ��
    �/

�	��+��� �.�* �*�� �� � @ �	� �� � @ /�� � � @ �	� ��7	�� �	�.������A �*�

��0.�	�� �/ ;���� 4��5��� ;*���

�� M �
 �� M �
 �	� ���� M ������ ����
 /�� � � 8  4:,:5

�*� ��0.�	�� 4��5��� ��	���+�� �� � ��"�� � ;*��* �� �	 �	7	��� ���	���� 
�.�3

"��	 ;���, ��� !�������A �	� *�� � M %� ;*��� �*� ���!� / �� +���	 2A �*�

��	��	.�� /������	

/ M
8

�� K
8

�� K
8

,, ,

M G@L ��
 ��
   H

4��� /�� �	���	�� G<=H5, �	A ���	���� 
�.�"��	 ;��� ��	 2� +�	������ �	 �*��

;�A, �/ �� M 8 /�� ��� � � @ �	� �2���	� �*� /�"�.� ,�
��	� !���

0 M ���������������������� � � � 


;*��� ���!� �� �*� �	����� �/ �*� +����	 �����,

'� �*��� ��	��� 2A ��	�� �*� ��� �/ ��� �*� ;���� �� � � @ �/ �	A ��0.�	��

4��5��� ��	���.���� 2A �*� !�����.� �.�� 4:,:5, �	A ;��� �/ ��	�� �� ������



���� ��	����� ����� ��

"���� ��	��	�� %������	�& !���, '� ������ �*� /����;�	+ �*�������������	 �/

�)��� +���	 �	 G:CH$

�)��� M �� 4(�$� � (�$���
 ���5 
 4:,95

�,�, � ;��� � � �� �� ���	���� �/ �	� �	�A �/ �� �� � ������ �� �� �����7�� �*�

/����;�	+ �0.����	$

� M /1 M 2�� 


;��* /
 1
 2 � (�$ �	� ��
 �� M �,

� 7	��� ;��� � �� ������ ����	� �/ �� *�� �;� !������ � �	� � �.�* �*��

+��4�
 �5 M 8 �	� ��� M � K �	 :, ��	��	���	���A �*� �"!�A ;��� � �� ��	����

4�	 �*�� ���� � M � M 85, ��	���� ;���� ��� ���� � �;�3������ ��!*�2��, �*�

��� �/ ��� ��	���� ;���� ���� � M ��
 �� �� .�.���A ��	���� 2A (��, �� �� ;���

F	�;	 4��� G:C <=H5 �*�� �*� ��� (�� ���	����� ;��* �*� ��� �/ !���	���"��

!��7D�� �/ ��� ���	���� 
�.�"��	 ;����, �	 �*� ��"��	�	+ !��� �/ �*�� ������	

;� ������ ��"� !��!������ �/ ���	���� �	� ��	���� ;���� ;*��* ;��� 2� .��/.�

�	 �*� ��0.��,

�*� /����;�	+ �"!����	� �*�������������	 �/ ��	���� ;���� *���� 4��� /��

�	���	�� G8CH5$

Proposition 2.1.1. � !��� � �� ����	� � �� � �� 	�� ���� �� � �� 	 ��!��

�� 	 ������ �� � �� �� �	���"�� ��� ���	����

� M ������ M ������

��� ���� !���� �� 	�� ��� -���� ��# �� ���� �	���� 	��# �� 	�� �� 	��

����	� !���� � �� �# � M ����K : 	�� � M ����K : 	�� ������ ������� ��

�# 	�� "�	��
 �� �� ��� �����	� ������ �� ��

��	���� :,8,:� ��� � M �������� � (��, '� *���

� M �4��5����� M �����4��5� 


;��* 9 M �� M ��� K : �	� ? M ������� K : 2��	+ ��!��"� !������ �/ � �	�

��� M C M 9 K ?	 :,

���" 4:,95 �	� �*� !������	+ !��!������	 �	� �����A ������� 4�/, G:CH5 �*��

��	�� M � � (�����
 ��� 
 4:,<5



�� ������� �� ��	����� ���  ����	����� �����

�,�, �	A 7	��� ���	���� 
�.�"��	 ;��� ;*��* �� 	�� � ��	+�� ������ �� �2���	��

2A �!!�	��	+ �� �� �� �� � ��	���� ;���, ��	������A �	A ��	���� ;��� ��

�2���	�� 2A ������	+ �*� ���� �;� ������� �/ � ���	���� ;���,

��� �) 2� �*� ��� �/ 7	��� 
�.�"��	 ;���� �,�, /������ �/ �	7	��� 
�.�"��	

;���� ���� �*� ��!*�2�� � M ��
 ��, '� ������ �*�� /�� �	A �	7	��� 
�.�"��	

;��� �*��� �D���� �	 �	7	��� ���	���� 
�.�"��	 ;��� *���	+ �*� ��"� ��� �/

/������ 4�/, G<=H5, �*���/��� �	� �����A ������� �*��

�) M ����4�)���5 M ����4(��5  4:,=5

Lemma 2.1.3 4��� G8CH5. �� 	 ����	� !��� � �	� ��� �	��� ��# !��� � � �
	�� � � @# ���� ���� �� 	 ���"� %	�� ��Æ�& �� ��

Proposition 2.1.4 4��� G=:H5. � !��� � �� ����	� �� 	�� ���� �� ��� 	��

��� 	�� ��'��	���

��; ��� .� �.!!��� �*�� �*� ��!*�2�� � �� ������A ������� 2A �����	+ � ( �,

Proposition 2.1.5 4��� G>H5. ��� ��� � � �(��� �� ���	� �� ��� ��� �� 	��

$����� !���� !��� 	�� ������	�� �����	���# � � �(��� �� ��� ��� ��

	����$����� ������	� !�����

Proposition 2.1.6 4��� G9BH5. � ������	� !��� �� ��
������� �� 	�� ����

�� �� �� 	 $����� �� 	����$����� !����

���" ���!������	� :,8,< �	� :,8,= �	� ������� �*� /����;�	+ �	�������	+

�*�������������	 �/ ;���� ��	I.+��� �/ � ���	���� ;���,

Proposition 2.1.7. � ������� � !��� �  � � �� 	 ��'��	�� �� 	 ��	��	��

!��� �� 	�� ���� �� ��� $����� 	�� ��� 	����$����� !���� �� ��� ��'��	�

�	�� �	 � ��� �	�� ������ ����	� �	��� �� �	���	� �������

(����� ��� � 2� � !��"����� ;��� �/ ��	+�* ��� � 8, ��� � 2� � ���	���� ;���

��	I.+��� �� �, &A 4:,<5 � ��	 2� ;�����	 �� � M $�� ;��* $ � 34& �	�

��
 �� M �, &A ���!������	 :,8,< �	� ������� �*�� � �� � ��	I.+��� �/ �$� �	�

�$�, ���" ���!������	 :,8,= �$� �	� �$� ��� ���!�������A � �A	��	 �	� �	

�	��3�A	��	 ;��� �� �*�� �*� 	�������A �� !�����,

��	������A ��� � � �� �	� �.!!��� �*�� �*� �A	��	 �	� �*� �	��3�A	��	

;���� �	 �*� ��	I.+��A ����� �/ � ��	 2� ;�����	 ���!�������A �� �)� �	� �)� 

;��* �
 � � � �	� � ( �, &A ���!������	 :,8,< �	� *�� �*�� ) � 34& �� �*��

2A 4:,<5 � �� � ��	I.+��� �/ )�� � �)���,



���� ��	����� ����� ��

2.1.2 Finite Sturmian words and periodicity

�	 �*�� ������	 ;� +��� �;� �*�������������	� �/ 7	��� 
�.�"��	 ;���� 2����

�	 !��!������ �/ �*��� /������	�� ����, '� 	��� ��"� !����"�	��A !��!������	�,

�*� 7��� �	� +���� ��"� �*�������������	� �/ �*� ;���� � �.�* �*�� �� � �)

4�.�* ;���� *��� 2��	 ������ ��� 
	�	��� �	 G:@H5, �*� �0.�����	�� �/

��"� �/ �*� ��	�����	� �	 ���!������	 :,8,C *�� ����	��A 2��	 !����� �	 G:@H

4��� ���� G<8H5, '� ��!��� *��� � "��� ������ �	� ��"!�� !���/ /�� �*� ��F� �/

��"!����	���,

Proposition 2.1.8. $�� � 
� 	 !���� ��� �����!��� ��������� 	�� �����

 	����)

*� �� � �)#

+� �� � �)#

.� � ��� ��'��	�� �� �� �� ������	�#

/� � ��� ��'��	�� �� � �� ������	�#

0� ��� ������� � ���� �� � �� 	 ��'��	�� �� 	 ��	��	�� ������	� !����

(����� *�� +, ��� � � :, �	A �;� /������ �/ �� �/ ��	+�* � � ��� : ������! 

�*.� �� �.Æ��� �� ����/A �*� 2���	�� ��	�����	 �	�A /�� /������ �/ �� �/ ��	+�*

�  ��� : ;*��* �� �����7�� 2���.�� �.�* ;���� ��� ���� /������ �/ �� � �),

+�� ., �*�� �� ������� ��	�� �	A ��	I.+��� �/ �� �� � /����� �/ ��,

.� � /, �*�� �� ������� ��� 2���.�� �*� �0.��� �/ � ��	I.+��� �/ � �� I.��

� ��	I.+��� �/ ��,

/� � 0, ��� � 2� �*� !��"����� ���� �/ �, �/ ����A ��	I.+��� �/ � ��


�.�"��	 �*�	 �� �� ����A ��	I.+��� �/ �, ��	�� �� �.Æ��� �� !���� �*�� �/ �

�� !��"����� �*�	 �� *�� � ��	I.+��� ;*��* �� � ���	���� ;���, �	���� �*���

�D���� � .	�0.� ��	I.+��� �/ � ;*��* �� � �A	��	 ;��� ��A ��, 
�	�� �� ��


�.�"��	 2A ���!������	 :,8,= �	� *�� �*�� �� �� ���*�� � ������ �� � ;��� �$�

;��* $ � 34&, �	 �*� /��"�� ���� �*� ������� ���	���� ��	I.+��� �� �� �����/L

�	 �*� ������ ���� �	� ��	 ��F� $��,

0� � *, ��� � 2� �*� !��"����� ���� �/ � M ��L �/ $ �� � ���	���� ;���

�	 ��� ��	I.+��A ����� /��" �0.����	� 4:,:5 �	� 4:,=5 �	� ������� �*�� $� � �),



	� ������� �� ��	����� ���  ����	����� �����


�	�� *�� .� �	� �� �� � ��	I.+��� �/ $� �	� *�� �� � �), �� *�� +� �*��

�"!���� �� M ��� � �),

��� �
 � � �� ;��* � .	2�������L �*� ;��� �� �� ������ � �� 	� ���������

�/ � �/ 	� .	2������� /����� �/ �� �� ��	+�� �*�	 �,

Proposition 2.1.9 4��� G<BH5. � ��� �� 	� ��������� �� �� 	 ������	�

��
������� !��� � �	� ��� ������ ����
'� ��� 	�; �	 �*� !������	 �/ +���	+ �.� 7��� �*�������������	 �/ 7	���


�.�"��	 ;����,

Theorem 2.1.10. � �������� !��� �� ������	� �� 	�� ���� �� ��� ��	����	�

���� �� 	 ��'��	�� �� 	 ��	��	�� !����

(����� ��� � 2� � ;���, �/ ��� /������	�� ���� �� �� � ��	I.+��� �/ � ���	����

;��� �*�	 2A ���!������	 :,8,C ��� � �) �� �*�� � � ���� ��� � �),

��	������A ��� � 2� �	 .	2������� /����� �/ � � �) �/ "�D�"�� ��	+�*, �	�

*�� � M ��$ /�� �.���2�� �
 $ � ��, �*� ;��� �$ �� � �.��� �D��	���	 �/ � 2A

�*� "�D�"����A �/ �, 
�	�� R� �� .	2������� ��� �	� �+��	 2A �*� "�D�"����A

�/ � �*� ;��� R�R� M ��� �� � �.��� �D��	���	 �/ R�, ���" ���!������	 :,8,B �	�

+��� �*�� 2��* �$ �	� ��� *��� �*� !����� ���, �*�� �"!���� �*�� ���� �� *�� �*�

!����� ���,
&A ��""� 8,:,: ��� /������ �/ �� �	� �$ *���	+ ��	+�* ��� ��� ��	I.+����

�/ �, 
�	�� �	A /����� �/ � �/ ��	+�* ��� �� ���*�� � /����� �/ �� �� �/ �$ �	�

� �� � /����� �/ 2��* ;� ���.�� /��" ��""� 8,:,: �*�� �*� ;*��� � *�� �*�

!����� ���, ������� �.�* !����� �� "�	�"�� 2���.��

��� M ��  ��  ��� 

&A ��""� 8,:,: �� �� � ��	I.+��� �/ �L ��	�� � �� �	 .	2������� 
�.�"��	

;��� 2A ���!������	 :,8,> �� �� � �A	��	 4�� �	��3�A	��	5 ;��� �	� �*���/��� 

2A ���!������	 :,8,= �� �� �	 �*� ��� �� �34&� � �34&�, ��	�� � �� ;��� ��

�� �� � ��	I.+��� �/ � ���	���� ;��� ;*��* !����� �*� ��������	,

��	����� :,8,88� ��� � 2� �*� ;��� �������, ��� /������	�� ���� �� M �����

�� � ��	I.+��� �/ �*� ���	���� ;��� ����� �� �*�� � �� 
�.�"��	,

��� � M �����, �	 �*� ��	I.+��A ����� �/ ��� ���� �� M ���� �*��� �� 	�

���	���� ;��� �� �*�� � �� 	�� 
�.�"��	,



���� ��	����� ����� 	�

Corollary 2.1.12. $�� � 
� 	 �������� !��� 	�� �� 
� ��� ��	����	� �����

���� � �� 	 "���� ������	� !��� �� 	�� ���� �� �� �� ����

(����� �*�� �� � �����+*�/��;��� ��	��0.�	�� �/ �*� !������	+ �*����" �	� �/

���!������	 :,8,C,

�*� /����;�	+ !��!������	 �"!����� .!�	 � ���.�� �	 G:=H,

Proposition 2.1.13. $�� � 
� 	 !���� �� �� M &� K 8# ���� � �� ������	��

(����� ��� � � ��, �/ �� M 8 �*� ���.�� �� ��������A ��.�, �*.� ;� ���."�

�� M &� K 8 � 8 �� �*�� �*��� �D���� � ��+*� �!����� /����� � �/ � �.�*

�*�� ��� M �� 	 :, ��	�� �*��� �D��� ������� �
 � � � �.�* �*�� � �M � �	�

��
 �� � �����, �*� ;���� �� �	� �� ��		�� 2� 2��* �.ÆD�� �/ � �� ;�

�.!!��� ;��*�.� ���� �/ +�	������A �*�� �� �� 	��, �*���/��� �	� *�� ���*��

��� � ����� �� ��% � ����� ;��* % �M �, 
�	�� ����� M ���%� M �� �*��� �;�

!����2������� �"!�A ���!�������A$

� � ����44���5�5 4:,>5

��

� � ����44��%5�5  4:,?5

'� 7��� �*�; �*�� 4:,>5 ��		�� *���, &A ��	���������	 ���."� �*�� ��

���� *���, 
�	�� �� �� � /����� �/ � �� *�� �� 2� � /����� �/ ���� �� ;���,

'� ������A *��� �� �M �� �*.� �*��� �D��� �
 $ � �� �	� � � � �.�* �*��

���� M ����$, �*� ;���� � �	� $ ��� ���!�������A � !��7D �	� � �.ÆD �/ � 

�	� ���K �$� M ������ 	 ����� M :���K :	 ��� 	 : M ���, �*���/��� � M �$ �	�

$��� M ��$�, &.� �*�� �� � ��	���������	 2���.�� �$����� � ���$���,
�0.����	 4:,?5 �� �*�	 �����7��, ��� � M ��%��, �*� ;��� �� � �����

*�� �� 2� � /����� �/ �L ��	�� �� �� 	�� � �.ÆD �/ � �	� *�� ���*�� ��� �
����� �� ��� � ����� ;��* � �M �, &A ��""� 8,:,: �*� ������ �� �"!����2�� 

2���.�� ���%� M ����� M �� �� � !����� �/ � �	� ���%�� � ������, �*.� ��� �� �

/����� �/ � �	� 2A ��""� 8,:,: �� �� � ��	I.+��� �/ ��%, �*���/��� % M �L 2A

���!������	 :,8,< �	� �0.����	 4:,<5 �	� ������� �*�� ��� �� � ���	���� ;��� �/

��	+�* ��, &A ��""� 8,:,: �� �� � ��	I.+��� �/ ��� �� �*�� 2A �*����" :,8,8@

�	� �2���	� � � �),



	� ������� �� ��	����� ���  ����	����� �����

'� ������ �*�� '� ��	���� �*� "�	�"�� �	��+�� � /�� ;*��* � *�� 	� ��/�

�!����� /����� �/ ��	+�* �, &A �A""������� ��+."�	�� �	� ��	 �����A !���� �

���.�� �	���+�.� �� ���!������	 :,8,89 	�"��A �/ �� M '� K 8 �*�	 � � �),

��	����� :,8,8<� �*� ;��� � M ����� *�� "�	�"�� !����� �� M 9 �	� &� M : 

�*���/��� �� �� 
�.�"��	, �*� ;��� $ M ����� �� 	�� 
�.�"��	 �	� �	����

�� M < � 9 M &� K 8 M '� K 8, ��;���� /�� � M ����� � �) �	� *��

�� M = � < M "�D�&�
 '��K 8,

�.� ����	� �*�������������	 �/ 7	��� 
�.�"��	 ;���� �� � "���7�����	 �/

���!������	 :,8,89$

Theorem 2.1.15. � "���� �������� !��� � �� ������	� �� 	�� ���� ��

�� M &��� K 8  4:,C5

(����� ���."� 4:,C5 *����, &A ��""� 8,:,9 �	� *�� ���� M ���� M �� M

&��� K 8 �� �*�� /��" ���!������	 :,8,89 �� /����;� ��� � �), �� � � ���� ��� 

�	� �2���	� � � �) 2A ���!������	 :,8,C,

��	������A ��� � � �), �*� ���.�� �� ������� �/ �� M 8 �� ���."� ���� � 8,

&A �*����" :,8,8@ �� �� � ��	I.+��� �/ � ���	���� ;���, 
�	�� ��� ��	I.+����

�/ �� ��� /������ �/ ��� 2A 4:,<5 �	� ���!������	 :,8,< �*��� �D���� $ � 34&

�.�* �*�� $�� �	� $�� ��� /������ �/ ��� �/ ��	+�* ��, �*�� "��	� �*�� $ �� �

��+*� �!����� /����� �/ ��� �/ ��	+�* �� 	 :L �*.� &��� � ���� 	 8, &A 48,85 �	�

*�� ���� � &��� K 8 *�	�� �� M ���� M &��� K 8 �� �������,

'� ��"��F �*�� �	 �*� ���� �/ !���	���"�� ��	�����	 4:,C5 �	 �*� !������	+

�*����" ��	 2� ��!����� 2A �*� �0.����	 �� M &� K 8, �*�� ;��� 2� !����� �	

�*����" :,8,9? �� � ��	��0.�	�� �/ ���!������	 :,8,89 �	� �/ � !��!���A �/


�.�"��	 !���	���"�� 4�/, ���!������	 :,8,9:5,

Proposition 2.1.16. $�� � 
� 	 !��� �	 ��� �����	� ������ �� � 8 	�� $


� ��� �������� ���"� ��� ��	� �� M ��� $�� �� %� � �& 
� ��� ��Æ� �� $

�� ������ �� 	 8� ��� �	� � � �) �� 	�� ���� �� ����� ������ 	 ������ � �M �

��� ��	� �� �� 	 �	��� �� ����

(����� �/ �� � ���� ��� �*�	 � �� � ��+*� �!����� /����� �/ ��� �/ ��	+�* �� 	 : 

�� �*�� ��  &��� K 8, &A 48,85 �	� *�� �� M ���� � &��� K 8L �*.� �� M &��� K 8

�	� 2A �*����" :,8,8= �� /����;� � � �),



���� ��	����� ����� 		

��	������A �� �*�;	 �	 �*� !���/ �/ �*����" :,8,8@ �	A ;��� �/ �) *��

�	 .	2������� /����� �/ "�D�"�� ��	+�* ;*��� ���.� �� �*� "�	�"�� !�����

�/ �*� ;���, �*���/��� �	� ��	 ;���� $ �� $ M )� ;��* � � � �	� �� ( ��

�	� ) ��		�� *��� .	2������� /������ �/ ��	+�* �� ��	�� �*� "�D�"�� ��	+�*

�/ �*��� /������ �� ��, 
�	�� $ � �) �� *�� �	 .	2������� /����� � �/ "�D�"��

��	+�* ��� M �� M ��, �*�� /����� *�� �� 2� 	���������A � �.ÆD �/ $, 
�	��

� �� .	2������� �	� ��� M �� � 8 /��" ���!������	� :,8,= �	� :,8,> �	� *��

� M ��� ;��* � � 34& �	� ��
 �� M �, &A ��""� 8,:,: �� �� ��	I.+���

�/ ��� �	� 2A ���!������	 :,8,< �/ ���, 
�	�� ��� � ���� ��� �*� ���.��

/����;�,

��	����� :,8,8?� ��� � M ������� � �), �	� *�� �� M = ��� M ���������� 

�	� &��� M < �� �*�� �� M &��� K 8, �*� �*������ !��7D $ �/ � �.�* �*��

�� M �� �� $ M �����, ��� �.ÆD �/ ��	+�* �� 	 8 �� �� M ���� �	� �� M ����

�� � /����� �/ ���,

��� � M �����  � �), �	� *�� �� M < ��� M �������� �	� &��� M : �� �*��

�� � &��� K 8, �	 �*�� ���� �*� �*������ !��7D $ �.�* �*�� �� M �� �� $ M �,

�*� �.ÆD �� �/ $ �/ ��	+�* 9 �� ��� �	� ���  � ���� ��� ,

Enumeration of primitive Sturmian words

�� �	 �!!�������	 �/ !������	+ ���.��� ;� +��� � /��".�� ;*��* ��.	�� /�� �	A

� � 8 �*� 7	��� !��"����� 
�.�"��	 ;���� �/ ��	+�* �, '� 	��� �*� /����;�	+$

Lemma 2.1.18. ��� ���
�� �� !���� �� ������ � � @ !��� 	�� ��'��	��

�� ��	��	�� ������	� !���� �� + �� � M 8 	�� �54�5 ��� � � 8# !���� 5 ��

�����1� ������� ��������

(����� ��� � M 8 �*� ���.�� �� ������� ��	�� �*� �	�A �;� ;���� ��	I.+��� �/

���	���� ;���� ��� � �	� �, ��� .� �.!!��� � � 8, �� �� ;��� F	�;	 4���

/�� �	���	�� G<= �*�!, :H5 �*� 	."2�� �/ ���	���� ;���� �/ ��	+�* � � 8 ��

+���	 2A :54�5, �/ � �� � ���	���� ;��� 2A 4:,<5 ;� ��	 ;���� � M $�� ;��*

��
 �� M ��
 �� �	� $ � 34&, &A ���!������	 :,8,< �� M $�� � �)��� �� �

��	I.+��� �/ �, �	 �*� ��	I.+��A ����� �/ � �*��� �� 	� ��*�� ���	���� ;���,

�	���� �/ ) M ��� �� � ��	I.+��� �/ � ;��* � � 34& �*�	 �)�� M ���� �	�

�)�� M ���� �� �*�� ) �	� � *��� �*� ��"� (���!�)L /��" �*�� �� /����;� �*�� � M $



	� ������� �� ��	����� ���  ����	����� �����

4��� /�� �	���	�� G> <=H5, ��	�� �	 ���* ��	I.+��A ����� �/ � ���	���� ;��� �/

��	+�* � � 8 �*��� ��� �D����A �;� ���	���� ;����, �*.� �*� 	."2�� �/ �*���

��	I.+��A ������� �� 54�5, 
�	�� �	A ���	���� ;��� �� !��"����� �	 �	A �����

�*��� ��� � ;����, ���" �*�� �*� ��������	 /����;�,

Proposition 2.1.19. ,�� 	�� � � 8# ��� ���
�� �� ������� � "���� �����

��	� !���� �� ������ � �� �� �� 
�)

��
���

4� K 8	 �554�5	�
���
� ���

�54�5 

(����� ��� � 2� � 	�	3!��"����� 
�.�"��	 ;��� �/ ��	+�* � � 8, �*� ;��� �

��	 2� ;�����	 .	�0.��A �� � M �� ;��* � � �4��5 �	� � � 8, ������� /��"

��""� 8,:,9 �	� *�� �� M �L 2A �*����" :,8,8@ � �� � ��	I.+��� �/ � ���	����

;���, 
�	�� ��� M ���� �*� �	��+�� ��� �� � !��!�� ������� �/ �, ��	������A �/

� �� � ��	I.+��� �/ � ���	���� ;��� �*�	 2A ���!������	 :,8,C �	� *�� �*��

�� � �) /�� �	A �,

�*� 	."2�� �/ !��"����� 
�.�"��	 ;���� �/ ��	+�* � �� �*�	 �2���	�� 2A

�.2������	+ /��" ����4�) � ��5 �*� 	."2�� �/ ;���� ��	I.+��� �/ � ���	����

;��� ;*��� ��	+�* �� � !��!�� ������� �/ �, �� �� ;��� F	�;	 4��� /�� �	���	�� G<= 

�*�!, :H5 �*�� �*� 	."2�� �/ ��� 7	��� 
�.�"��	 ;���� �/ ��	+�* � �� +���	 2A

�*� /����;�	+ /��".��$

����4�) � ��5 M 8 K
��
���

4� K 8	 �554�5 

���" ��""� :,8,8C �� /����;�

����4�) � �4��5 � ��5 M 8 K
��
���

4� K 8	 �554�5	
�
� �

���
����

�54�5 K 8

�
�

;*��* !����� �*� ��������	,

2.1.3 Sturmian palindromes: structural properties

�	 �*� ��"��	�	+ !��� �/ �*�� �*�!��� ;� �*��� 2� �	�������� �	 �*� ��� �)�(�$ 

;*��� ���"�	�� ;��� 2� ������ ������	� �	���������,

�	� *�� �*�� (�� � �) � (�$, ��;���� �*� !�����.� �	��.���	 �� ������

��	�� �*��� �D��� 	�	3��	���� 
�.�"��	 !���	���"�� /�� �	���	�� ����,



���� ��	����� ����� 	�

'� *��� ���	 �*�� �) M ����4(��5, '� �*��� !���� 4�/, ��������A :,8,:85

� ��"���� !��!���A /�� 
�.�"��	 !���	���"��,

Theorem 2.1.20. � ��� �	�������� �	��� �� 	 ��	��	�� ������	� !���

%� �� 	 ����	� �	��� �� 	 �	�������� ���"� �� %��

�*� ���.�� �� �����2.��� �� �, �� �.�� G:<H 2A Q,3�, &���� �	� �, ��.��	3

�.�� ;*� +��� � +��"������� !���/ �	 GBH, �*����" :,8,:@ ��	 2� ���� �2���	��

�� � ��	��0.�	�� �/ � "��� +�	���� ���.�� �/ �, ���.2�A Q, Q.���	 �	� %, ���3

���� G:BH, '� �*��� ��!��� ����� � ������ !���/ /�� �*� ��F� �/ ��"!����	���,

Corollary 2.1.21. � !��� �� 	 ������	� �	�������� �� 	�� ���� �� �� �� 	

����	� �	��� �� ���� ����	� !����

(����� ��������A ����A "����	 /����� �/ � !���	���"� �� �����/ � !���	���"�,


�	�� �) M ����4(��5 �� /����;� �*�� � "����	 /����� �/ �	 ���"�	� �/ (��

�� � 
�.�"��	 !���	���"�,

��	������A ��� � 2� �	 �) � (�$, &A ��7	����	 �*��� �D���� �	 �	7	���

4���	����5 
�.�"��	 ;��� � �.�* �*�� � � ���� �, &A �*����" :,8,:@ � ��

� "����	 /����� �/ � !���	���"�� !��7D �/ �, 
�	�� !���	���"�� !��7D�� �/

���	���� 
�.�"��	 ;���� ��� �D����A �*� ���"�	�� �/ (�� �*� ���.�� /����;�,

�.� !���/ �/ �*����" :,8,:@ ;*��* /����;� � ��"!�� ��+."�	� �.++�����

2A �, ���!� G8?H �� 2���� �	 �*� /����;�	+ ���.��� 4��� G:<H5$

Proposition 2.1.22. �� � � �����# !���� � �� 	� ��"���� ������	� !���#

���� ��� �� ���	� R� �� 	 �	��� �� � ���� -���� ��# �� � �� ��	��	��# ����

� �� 	 ����� ����	� �	��� �� � �� 	�� ���� �� R� �� 	 ���"� �� ��

Corollary 2.1.23. � �	�������� �	��� �� 	� ��"���� ��	��	�� ������	�

!��� � �� 	 ����� ����	� �	��� �� � �� 	�� ���� �� �� �� 	 �	�������� ���"�

�� ��

(���� �� ������� +�*�+2� &A ��	���������	 ��� %� M !�� ;*��� � �� � !���	3

���"� �*�� �� 	�� � "����	 /����� �/ �	A !���	���"�� !��7D �/ %� �	� ! � ��

*�� "�	�"�� ��	+�* /�� �.�* ��	�����	, 
�	�� � ��		�� 2� � !��7D �/ %� ;�
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� 2� �*� 7��� ������ �/ � �� �*�� � M ���, 
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��� �� 	�� � "����	 /����� �/ � !���	���"�� !��7D �/ %� ��*��;��� �� ;�.��

2� �, &.� %� M !������ ;��* �!�� ( �!� �	� �*�� ��	�������� �*� "�	�"����A �/

�!�, �*���/��� � M � �	� �*�	 ��� �	� ��� M ���� ��� /������ �/ %� �	 ���; �/
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Proposition 2.1.24. $�� � 
� 	 !���� ��� �����!��� ��������� 	�� �����
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Proposition 2.1.25. �� �� 	�� �� 	�� ������	� !����# ���� ����� ������
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'� 	�; !���� �;� ���A ��	��0.�	��� 4��� ���� G:<H5$

Proposition 2.1.26. $�� � � �� 
� 	 �	��������� �� �� 	�� �� 	�� �����

��	�# ���� � �� ����	��

(����� ���" �*� !�����.� !��!������	 �*��� �D���� � ������ � � � �.�* �*��
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Lemma 2.1.27. $�� � 
� 	 ������	� �	��������� �� � �� ��� ����	�# ����

����� ������ 	 ������ ������ � � � ��� ��	� ��� �� ������	��

(����� �/ ��� �	� ��� ��� 2��* 
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�	�� 2A ��������A :,8,:8 �*� ;��� � �� � 4!��!��5 "����	
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'� *��� ���	 ;��* ��������A :,8,:8 �*�� � 
�.�"��	 !���	���"� �� � "����	

/����� �/ � ��	���� ;���, '� ;��� 	�; +��� ��"� /.��*�� ���.��� ��	���	�	+ �*�

���.��.�� �/ 
�.�"��	 !���	���"��,

Proposition 2.1.28. � �	�������� � � �� !��� �����	� ������ �� � 8 	�


� �������� ����������� 	�

� M ������ M ���� R��

!��� �
 � � �# �� ��� ������� ������ �	�������� ��Æ� �� �# 	�� ������ M

��� ��� !��� � �� ��� ����	� �� 	�� ���� �� ������ ��  � (�$ �� � M

4����5��� !���� � � 8 �� ��� ����� �� ��

(����� 
�	�� �� � 8 �� /����;� 2A ��""� 9,8,9 �*�� � ��	 2� .	�0.��A /��3

������� �� � M ������ ;*��� �� �� �*� ��	+��� !��!�� !���	���"�� �.ÆD �/ � 

�
 � � � �	� ������ M ��, 
�	�� � �� � !���	���"� ;� ��	 ;����

� M ������ M ���� R�� 

'*�	 �� � 8 2A ���!������	 :,8,8 � �� ��	���� �/ �	� �	�A �/ �� � (�$

�	� � �M �, �*���/��� �	 �*� ���� �� � (�$ � �� 	�� ��	���� �/ �	� �	�A �/

� M ������ M ������, �*� ;��� � *�� �*� �;� !������

�� M ������ �	� � M ������ 4:,B5

�	� ��	+�* �� K � 	 :, �*.� �  � (�� �/ �	� �	�A �/ � M +��4��
 �5 � 8,


�	�� ��� � �� K � 	 � 2A �*����" 8,:,8 �*� ;��� � *�� �*� !����� � M ��,

�*�� ���.�� �/ �	� �	�A �/ � M ��� ;��* � � 8, ���" 4:,B5 �*�� ��	�����	 ��

�0.�����	� �� �*� �����"�	� ���� M 4����5� �,�, � M 4����5���,

��	���� :,8,:B� ��� � M �������������� � �) � (�$ ;��* �� M ?, �*�

;��� � ��	 2� /��������� �� 4�����5��4�������5 ;*��� ������� �� �*� ��	+���

!��!�� !���	���"�� �.ÆD �/ � ������� M �� 	 : M =, �*� !��7D ����� �� 	��

� !���	���"� �*.� � �� 	�� ��	����,

��� $ M ��������������� � �) � (�$, '� /�������� $ ��

$ M 4�������5��4������5

;*��� ������ �� �*� ��	+��� !��!�� !���	���"�� �.ÆD �/ $, ���� �	 �*�� ����

������� �� 	�� � !���	���"� �� �*�� �  � (��,
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������� �� �*� ��	+��� !���	���"�� �.ÆD �/ �, �	 �*�� ���� �*� !��7D � �� �

!���	���"� �	� � M 4���5��, ��	�� � �� 	�� ��	����,

Lemma 2.1.30. �� � M ������ M ���� R��# !���� �� �� ��� ������� ������

�	�������� ��Æ� �� � 	�� �
 � � �# ���� �� M ��� �	� ��� �����	�

������ ��� M ���

(����� 
�	�� � �� � /����� �/ �� �	� *�� ��� � ��, �*� ;��� ���� �� �

!���	���"�� !��!�� �.ÆD �/ �� M �������� �� �*�� 2A ��""� 9,8,9 �*�

;��� �� *�� �*� !����� ������, ��	�� ���  ������ M ������ M ��, �*.�

�� M ���,

�*� 	�D� ��""� �� ����	�����A � �������"�	� �/ ��""� : �	 G::H, ���� �*��

��� 7��� !��� �� �	 �2���.� ��	��0.�	�� �/ ��""� :,8,9@,

Lemma 2.1.31. $�� � M ������ M ������ � (��# !��� ���� � ���� 	��
��
 �� M �� ��� !��� $ M ��� �	� �����	� ������ �� M ��# !����	�

$� M ��� M �������� �	� �����	� ������ ��� M ����K : M ��� 	 �� K :�

��� � � 4�)�(�$5 �(��, '� ��	��� 2A � �*� 4.	�0.�5 �������� "����	

�D��	���	 �/ � �	 (�� �	� 2A $ �*� ������� ��	���� "����	 /����� �/ �, ����

�*�� ���� $ �� .	�0.�, ��� �	���	�� /�� �*� 
�.�"��	 !���	���"�� M ���������

�	� *�� � M ����� �	� $ M �������,

Theorem 2.1.32. $�� � � 4�)�(�$5 �(��� 3��� ��� �������� ���	����#

��� �	� �� M ��� -���� ��# ������ �� M �� �� �� M �$� 	 �� K :�

(����� '� ��	����� 7��� �*� ���� �*�� �� M 8 �� �*�� $ M �� ;��* � � � �	�

� M �$�, �	 �.�* � ���� � *�� ���� �*� "����	 !���	���"�� /����� $� M ���� 

;*��� ��
 �� M � 4������ �*�� $ �� �*� ��	+��� ��	���� "����	 /����� �/ �5,

������� � M �$� �� �� ����� : ��*��;��� $� ;�.�� 2� �0.�� �� ��� � (��,

�	� *�� ��� M ����� M � K 8 M �$� 	 �� K :, ��; ;� ��7	� /�� :  �  �$

$� M �$���� M ������������ M 4�����������54���������5  4:,8@5
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*�� $�  � (�� �	� ������� �*�� � M $� /�� ��"� 8  � ( � �	� � M $�, ��
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/�� 8  �  �, �*� ���.�� �	 �*�� ���� /����;�$ �� M �� M �$� 	 �� K :,

��; ��� .� ���."� �� � 8, �	� *�� $ M ������ M ������ ;��* ��
 �� �
(�$ �	� � �M �, '� �.!!��� ���� ( ���� �� �*�� �� M ���� K :, ���" �*�

��7	����	 �/ $ �� /����;� �*�� �*��� �D���� � ������ � � � �.�* �*�� $� M �$� ��

� "����	 /����� �/ � ;*��* �� 	�� ��	����, &A ��""� :,8,98 ;� *��� ��� M ��

�/ � M � �� ���� ��� M �$� 	 �� K : �/ � M �,
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��"� �	��+�� � ( �, ��	�� �� M ��� M �� �	� �	 �*�� ���� �� M ��,
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��� � M ��������, �	 �*�� ���� ;� *��� $ M ���� � M $� �	� � M $� M

������������ �� �*�� �� M �� M = M �$�K 8 M �$� 	 �� K :,
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Theorem 2.1.35. $�� � � �� 
� 	 �	�������� !��� �� � 8� ���� � ��
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�/ �,

��	������A �.!!��� �� �� � ��+*� �!����� /����� �/ �, ��� .� 7��� !����

�*�� �� � (�$, &A *A!��*���� ;� *��� �� 	 : M ����  &� 	 8 �*�� ��

&� � �� 	 8, &A ��""� :,8,9< �	� *�� �� � &� K 8 �� �*�� �� M &� K 8,

�*�� �"!���� ��� M &� K 6� �+��	 2A ��""� :,8,9<, �*� �.ÆD R�� �/ � ��

��!����� 2���.�� �� �� � ��+*� �!����� /����� �/ � ;*��* �� � !���	���"�, �*��

����� ��

�� 	 : M � R���  6� 	 8

�	� �*.� �� ��� M &� K 6� � :�� 	 :, �/ ��� M :�� 	 : �*�	 ���� M ����
�� �*�� �	� ������� �� M �� � (�$, �/ ��� � :�� 	 8 �*�	 � *�� �*� !��7D

������� �� �*�� ���� � �����, 
�	�� �� �� � ��+*� �!����� /����� �/ � �*���

�D���� � ������ � �M � �.�* �*�� ��� � �����, ������� ��	�� ��� �� 	�� �

!��7D �*��� �D���� � ������ �� �.�* �*�� ����� � �����, �	� *�� � �M �� /��

��*��;��� ��� ;�.�� 2� � ��+*� �!����� /����� �/ � �/ ��	+�* �� 	 8 M &� 

;*��* �� � ��	���������	, �� � �� � !���	���"� �*� ;���� � R��� �	� � R���
� ���

/������ �/ � ��� �� �*�� R�� �� � ��+*� �!����� /����� �/ �, &A ��""� :,8,9< 

�	� �2���	� �� M R��, �*���/��� ;� +�� �� � (�$ �+��	,

'� �*��� 	�; !���� �*�� � �M �, &A ��	���������	 �.!!��� � *�� �*�

/�����������	

� M 4����5���  ;��* � � 8

�� +��	��� 2A ���!������	 :,8,:C, 
�	�� �� �� � ��+*� �!����� /����� �/ � �	�

*�� ��� � ����� /�� � �.���2�� ������ � �M �, �*.� ;� *��� ���*�� ��� M ���

�� ��� M $���$�� ;*��� $�� �� � !��7D �/ �� �	� $� �� � �.ÆD �/ ��, 
�	��

���� M ����� 	 8 ;� ��	 ;���� �� M $��/$� ;��* / � �, �*� 7��� ���� ��

�"!����2�� ��	�� �� �� � !���	���"� �	� � �M �, �	 �*� ������ ���� �	� �2���	�$

$��/$� M �� M R�� M R$���R$�

;*��* �� �2�.�� �+��	 2���.�� � �M �,

��	���� :,8,9>� �*� ;��� � M ���� �� � 
�.�"��	 !���	���"� �/ "�	�"��

!����� �� M 9, ��� !��7D �/ ��	+�* 8 �� 	�� � ��+*� �!����� /����� *�	��

�  � (��, �*� ;��� $ M ������������ �� � 
�.�"��	 !���	���"� *���	+

"�	�"�� !����� ? �	� ��� !��7D ����� �/ ��	+�* = �� 	�� ��+*� �!�����, �*���/���
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$  � (��, �	 �*� ��	����A �*� ;��� � M �������� *�� "�	�"�� !����� 9 �	�

��� !��7D �/ ��	+�* 8 �� � ��+*� �!����� /����� �� �*�� � �� ��	����,

�	 ���!������	 :,8,89 ;� *��� !����� �*�� �	A 7	��� ;��� � �.�* �*��

�� M &� K 8 �� 
�.�"��	, �*� ��	����� ���� 	�� *��� �	 +�	���� �� �*�;	

�	 �D�"!��� :,8,8< �	� :,8,9C, ��;���� �*� ���.�� �� ��.� /�� 
�.�"��	 !���	3

���"�� �� �*� 	�D� �*����" �*�;�,

Theorem 2.1.37. � �	�������� � � �� �� ������	� �� 	�� ���� �� �� M

&� K 8�

(����� &A ���!������	 :,8,89 �*� ��	�����	 �� �.Æ���	�, ��������A �� ��������A

��.� �/ �� M 8, &A 48,85 �	� *�� �� � &� K 8, ��	�� �/ �� � 8 �*� ��	�����	

�� M &� K 8 �� �0.�����	� �� �*� �D����	�� �/ � ��+*� �!����� /����� � �/ � �/

��	+�* ��� M �� 	 :,

'� !���� �*�� ����A 
�.�"��	 !���	���"� � �.�* �*�� �� � : *�� �.�* �

/�����, �/ � �� ��	���� �*� ���.�� /����;� �������A /��" �*����" :,8,9=, �*.�

;� �.!!��� �  � (�� �	� �� �	 �*����" :,8,9: ;� ��	��� 2A $ �*� ��	����

"����	 /����� �/ � �/ "�D�"�� ��	+�*,

�/ �� M 8 �*�	 �*��� �D���� � ������ � � � �	� �	 �	��+�� � � 8 �.�* �*��

$ M ��, ���" �*� "�D�"����A ��	�����	 �	� ������� �*�� � � 8, �	 �*�� ���� 

2A �*����" :,8,9: �	� ������� �� M �$�K 8 M �K 8 �	� ���� � ����� ;*���

��
 �� M �L �*���/��� ���� �� �*� ������� ��+*� �!����� /����� �/ � �/ ��	+�*

�	 8 M �� 	 :,

�/ �� � 8 2A .��	+ ���!������	 :,8,8 ;� ��	 ;���� $ �� $���$� M $���$� 

;��* �� M �$����, &A �*����" :,8,9: �	� *�� ���*�� �� M �� �� �� M �$� 	
�� K:, �	 �*� 7��� ���� �*� ���.�� �� � ��	��0.�	�� �/ �*����" :,8,9=, �	���� 

�*� !��7D $� �/ �*� ��	���� ;��� $ ;*��� ��	+�* �� �� 	 : M �� 	 : �� � ��+*�

�!����� /����� �/ $ �	� �*�	 �/ �, �	 �*� ������ ���� �	� ������� �*�� �*� ;���

�$� M �$���$�� M �$���$�� �� � /����� �/ � �� �*�� $� �� � ��+*� �!����� /�����

�/ � �/ ��	+�* �$� 	 �� M �� 	 :,

��	���� :,8,9C� �*� ;��� � M ������ �� 	�� � !���	���"� 2.� �� M = M

&� K 8 �*.� �� �� 
�.�"��	, ��;���� �*� ;��� $ M ����� � �) *�� �� M = �

9 M &� K 8, ��� � M ���� � �) � (�$, �	� *�� �� M 9 M &� K 8, �*�

!���	���"� � M ������ �� 	�� 
�.�"��	, �	� *�� �� M < � 9 M &� K 8,
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2.2 Episturmian words

� ;��� � � �� �� ������ ���������	� �/ �� �� ������ .	��� �������� �	� �� *��

�� "��� �	� ��+*� 4�� �0.�����	��A ��/�5 �!����� /����� �/ ���* ��	+�*, '� ������

4��� G:BH5 �*�� ����A �!���.�"��	 ;��� �� ��������� �������� �, �, ����A

/����� �/ �	 �!���.�"��	 ;��� ���.�� �	7	����A �/��	 ;��* 2�.	��� +�!�,

�	 �!���.�"��	 ;��� � �� ������ ��	��	�� �/ ����A ��/� �!����� /����� �/ �

�� � !��7D �/ ��, '� ��	��� 2A 4�4�5 �� ��"!�A 4� �*� ��� �/ ��� �!���.�"��	

;���� ���� � �	� 2A �4� �*� ��� �/ ���	���� �	��,

Proposition 2.2.1 4�/, G:BH5. ,�� � ��� ���������	� !��� �# ����� ������ 	

��	��	�� ���������	� !��� � ��� ��	� ����4�5 M ����4�5�

�*.� ����44�5 M ����4�4�5, �*� ���"�	�� �/ ����44�5 ��� ������ "����

���������	� !����,

%���	 � ;��� � � �� ;� ��	��� 2A �	�
 ��� ����� �	�������� ������ 

�, �, �*� �*������ !���	���"� *���	+ � �� � !��7D, 
�"�����A �	�
 �� �*� ��/�

!���	���"� ����.�� �/ �, ��� �	���	�� �/ � M ���%�%� �*�	 �	�
 M ���%�%���

�	� �	�
 M �%�%���%�%�,

��� �	A � � �� �	� *�� �	�
 M R�	�
, ������� �/ 7 �� �*� ��	+���

!���	���"�� �.ÆD �/ � �	� � M �7 �*�	 �	�
 M �7R�,

��� 8 $ �� 
 �� 2� ��7	�� 2A 84�5 M � �	� 84$�5 M 484$5�5	�
 /�� �	A

� � � �	� $ � ��, ��� �	A �
 $ � �� �	� *�� 84�$5 � 84�5�� ���84�5, �*�

"�! 8 ��	 �*�	 2� 	��.����A �D��	��� �� �� 2A �����	+ /�� �	A �	7	��� ;���

� 

84�5 M ��"
���

84��5 


;*��� ���� M ���/4�5 � �� /�� ��� � � @,

Proposition 2.2.2 4�/, G:BH5. $�� � � ��� ��� �����!��� ��������� 	��

���� 	����)

*� � �� 	 ��	��	�� ���������	� !���#

+� ��� 	�� ���"� � �� �# �	�
 �� 	��� 	 ���"� �� �#

.� ����� ������ � � �� ��� ��	� � M 84�5�
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%���	 � ���	���� �!���.�"��	 ;��� � �*� 4.	�0.�5 �	7	��� ;��� � �.�*

�*�� � M 84�5 �� ������ ������ � !��� �/ � �	� �� ��	���� 2A S4�5 �� ��"!�A

2A S, ���" �*� !������	+ !��!������	 �	� ��	 �����A ������ 4�/, G:BH5 �*�� �*�

��� �/ !���	���"�� !��7D�� �/ � ���	���� �!���.�"��	 ;��� � ���	����� ;��*

�84�5 � � � ���/4S4�55� 

� ���	���� �!���.�"��	 ;��� � ���� �*� ��!*�2�� � �� ������ � 4���	����5

��������	�4� ;��� �/ ����A �A"2�� �/ � ���.�� �	7	����A �/��	 �	 �*� ������3

���� ��������� ;��� S4�5, '� ;��� ��	��� 2A �&4�5 �� ��"!�A �& �*� ��� �/

��	�.D3��.�A ;���� ���� �, �	 �*� ���� �/ � 2�	��A ��!*�2�� �	 �&3;��� ��

.�.���A ������ ��	��	�� ������	� !���,

��	���� :,:,9� ��� � M ��
 �� �	� � M 4��5�, �	� *�� �*��

0 M 84�5 M ���������������� � � �

�� �*� /�"�.� ,�
��	� !��� � ���	���� 
�.�"��	 ;���, �	 �	 ��!*�2��

;��* �*��� ������� � M ��
 �
 %� �/ ;� ��F� � M 4��%5� �� � ��������� ;��� �*�	

9 M 84�5 M ���%������%�����%������% � � �

�� � ���	���� ��	�.D3��.�A ;��� �/��	 ������ ���
��	� ;���, �*� ;��� � M

%������%�����%����� � � � �.�* �*�� ���� M 9 �� �	 �D�"!�� �/ �	 �!���.�"��	

;��� ;*��* �� 	�� ���	���� �� � �� � ��/� �!����� /����� �/ � 2.� 	�� � !��7D �/

��,

�*� !������� ;��� � M 4���%5� �� ���	���� �!���.�"��	 2.� 	�� ��	�.D3

��.�A, ��� ��������� ;��� �� S4�5 M ��%�,

�*� /����;�	+ !��!������	 ��	 2� �����A !����� .��	+ ;���3F	�;	 ���.��� �	

�!���.�"��	 ;���� 4��� G:BH5,

Proposition 2.2.4. $�� � 
� 	 ��	��	�� ���������	� !���� ��� 
�����	�

�	��� �� � �� 	 �	�������� ���"� �� �� �� � �� ��� �������# ��� �� ����

����� ����

Proposition 2.2.5. ����44�5 M ����4�&5�
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(����� ��� � � ����44�5 M ����4�4�5, ��	�� �*��� �D���� � � �4� �.�* �*��

� � ����4�5, ��; ��� 2� � M 84S5 ;*��� S M )�)� � � � )� � � �  ;��* )� � � /�� � �
8, �*���/��� �*��� �D���� � !���	���"�� !��7D � �/ � �.�* �*�� � � ����4�5, ��;

� M 84)� � � � )�5 /�� ��"� �, '� ��	 ��	����� S� M )� � � � )�) ;��* ) � �� �.�* �*��

�	A ������ �/ � ���.�� �	7	����A "�	A ��"�� �	 ), ��	�� �� M 84S�5 � �& �	�

��	���	� � �� � /����� �� �*�� � � ����4��5, �*���/��� ����44�5 � ����4�&5,


�	�� �*� �	����� �	��.���	 �� ������� �*� ���.�� /����;�,

�*� /����;�	+ !��!������	 �������� �;� !��!������ �/ ���	���� �!���.�"��	

;���� 4�/, ��""�� 8 �	� < �	 G:BH5 ;*��* ;��� 2� .��/.� �	 �*� ��0.��,

Proposition 2.2.6 4�/, G:BH5. $�� � 
� 	 ��	��	�� ���������	� !���� ���

�����!��� ����)

*� ��� ���"� � �� � �	� 	 �	�������� ��Æ� !��� �	� 	 ������ ����

���� �� ��

+� ��� "��� ������ �� � ���� �� � ��� �	��� �� � �	 ��� ������ +�

������A �/ � �� � !��7D �/ � ���	���� �!���.�"��	 ;��� �*�	 �*� !���	���"��

�.ÆD �/ � ;*��* *�� � .	�0.� ���.���	�� �	 � �� �*� ��	+��� !���	���"�� �.ÆD

�/ �,

'� ������ 4�/, G:B <9H5 �*�� �	 �	7	��� ;��� ) � �� �� ��	��	�� ���������	�

�/ �� �� ����� ����� �� ���	� 4�*�� �� �/ � � ���� ) �*�	 R� � ���� )5 �	� ���*

�/ ��� ��/� �!����� /������ �� � !��7D �/ ), '� ��	��� 2A ����4�5 �� 2A ����

;*�	 �*��� �� 	� �"2�+.��A �*� ��� �/ ��� ���	���� �!���.�"��	 ;���� ���� �*�

��!*�2�� �,

%���	 � ;��� � � �� ;� ��	��� 2A �	�
 ��� ����� �	�������� ������ 

�,�, �*� �*������ !���	���"� *���	+ � �� � !��7D 4�/, G:<H5, �/ 7 �� �*� ��	+���

!���	���"�� �.ÆD �/ � �	� � M �7 �*�	 �	�
 M �7R�, ��� �	���	�� �/ � M

���%�%� �*�	 �	�
 M ���%�%���,

'� ��7	� �*� ����	��� �	�������� ������ �!������ 8 $ �� 
 �� 2A �����	+

84�5 M � �	� 84$�5 M 484$5�5	�
 /�� �	A � � � �	� $ � ��, ���" �*�

��7	����	 �	� �����A �2���	� �*�� �*� "�! 8 �� �	I������, ������� /�� �	A

�
 $ � �� �	� *�� 84�$5 � 84�5�� � ��84�5, �*� �!������ 8 ��	 �*�	 2�

	��.����A �D��	��� �� �� 2A �����	+ /�� �	A �	7	��� ;��� � 

84�5 M ��"
���

84����5 
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�*� /����;�	+ /.	��"�	��� ���.�� ;�� !����� �	 G:BH$

Theorem 2.2.7. �� ��"���� !��� ) �� ��	��	�� ���������	� � �� � �� 	��

���� �� ����� ������ S � �� ��� ��	� ) M 84S5�

��� �	A ) � ����  �*��� �D���� � ������ S �.�* �*�� ) M 84S5, �*�� S ��

������ �*� ������ � !��� �/ ), �/ ����A ������ �/ � ���.�� �	7	����A �/��	 �	 S 

�*� ;��� ) �� ������ � 4���	����5 ��������	�4� !���, �	 �*� ���� �/ � 2�	��A

��!*�2�� �	 ��	�.D3��.�A ;��� �� .�.���A ������ � ��	��	�� ������	� !���

4�/, GCH5,

��	���� :,:,C� ��� � M ��
 �� �	� S M 4��5�, �*� ;��� 84S5 �� �*� /�"�.�
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(����� &A �*� !�����.� !��!������	 84��5 �� � !��7D �/ 84�5, �*�� ������ �*�
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��L �	 !�����.��� $ �� � /����� �/ ��,
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'� ��	 	�; !������ �� !���� ���!������	 :,:,8>,

(���� �� (���������� +�+�*6� '� 7��� �2����� �*�� � ��	���	� � ��	+�� ���.�3

��	�� �/ 7, �	���� �/ � ��	���	�� ��*�� ���.���	��� �/ 7 2A ��""� :,:,8? �*�

�.ÆD �/ � 2�+�		�	+ ;��* �*� !�	.���"��� ���.���	�� ;�.�� 2� � !���	���"��

�.ÆD �/ � �������A ��	+�� �*�	 7 ��	��������	+ �*� *A!��*���� �/ "�D�"����A

�/ �*� ��	+�* �/ 7,

&A ���!������	 :,:,= �*��� �D���� �	 ��	�.D3��.�A ;��� � �.�* �*�� � �
����4�5, '� ��	 ���."� �*�� ��  � ����4�5 4��*��;��� �� �� �	 ����4�&5

�� ��0.����5L �� �*��� �D��� � � � �.�* �*�� � �M � �	� �� � ����4�5, �*.�

�7� � ����4�5L ��	�� 7 �� � !���	���"� �	� � � �& ���� �7� � ����4�5 �	�

7 �� � 2��!����� /����� �/ �, �*�	 �� /����;� �*�� ����A ��/� �!����� /����� �/

� ��	+�� �*�� 7 ".�� ��	���	 7 �� � !��7D �	� ��	�� �*��� �� �	�A � ��	+��

���.���	�� �/ 7 �	 � 7 �����/ �� �*� ��	+��� �.ÆD �/ � ;*��* �� ��/� �!�����



����  ����	����� ����� ��

�	 �, �*.� ����A ���.���	�� �/ �7 �	 � ".�� 2� (!�������) 2A � �, �, �/

� M !�7# �*�	 � M !���7# ;��* ! M !��, �	 !�����.��� �7� �� 	�� � /�����

�/ � /�� ��*��;��� �� ;�.�� 2� �	 ����4�5 ��	��������	+ �.� ���."!���	,


�� S4�5 M )�)� � � � , ��� +� M �
 +�
    2� �*� ��0.�	�� �/ ��� 2��!�����

/������ �/ � ������� 2A �	������	+ ��	+�* �, �, �+�� ( �+���� /�� ��� � � @, &A

���!������	 :,:,< �*�A ��� �*� !���	���"�� !��7D�� �/ � �� � �� 	�� !�������,

������� /�� ���* � � @ ;� *��� +��� M 4+�)�5
	�
 �� �*�� +�)� �� ��/� �!�����

�	� )�+� �� ��+*� �!�����,


�	�� 7 �� � 2��!����� /����� �/ � �	� *�� 7 M +� /�� ��"� � � 8, ���

�7� M �	 8 /�� � � :, '� �*�	 *��� �*�� )�7 �� ��+*� �!����� �	 � �	� /��"

��""� :,:,8C )�7� � ����4�5 /�� ��� � � �, �� �� ����� �*�� )� �M � ��	��

�7�  � ����4�5 �	� )�7� � ����4�5 �*�	 ;� *��� �*�� �7� �	� )�7� ���

�����	�� /������ �/ � �*.� 7� �� ��/� �!����� �	� �7 �� �*� .	�0.� ��+*� �!�����

/����� �/ � �/ ��	+�* �, 
� )� M �,

��� �� 2� �	A ��	�.D3��.�A ��0.�	�� ���� � ;*��� ��������� ;��� S4��5 M

)��)
�
� � � � �����7�� )�� M )� /�� @ ( �  �	8 �	� )�� M �, 
�	�� 7 �� �*� .	�0.� ��+*�

�!����� /����� �/ � �	� �� �/ ��	+�* �	 8 /��" ��""� :,:,8B ;� �2���	 �*��

� �	� �� *��� �*� ��"� /������ �/ ��	+�* � /�� ���* �  �, ��;���� �*�A ��J��

�	 ��"� /������ �/ ��	+�* �K8, �	���� /��" �*� ��7	����	 �/ �� ;� *��� �*��

�7 �� ��� .	�0.� ��+*� �!����� /����� �/ ��	+�* � �� �*�� 2A ��""� :,:,8C /��

��� � � � ;� *��� �*�� �7� � ����4��5, �*���/��� �7� � ����4��5 � ����4�5,

��; ��� .� !���� �*�� �� �	 � ���* ���.���	�� �/ �7 �	 �� �� !�������

2A �, ��� � � �� 2� �.�* �*�� ��� M ��� �	� ��7 � ����4��5, ��� �*�	 � 2�

�*� ���+��� ��""�	 �.ÆD �/ ��7 �	� ��7 �	� 7� ��� !��7D �/ ��	+�* � 	 8,

������A 7 �M 7� ��	�� �*��� �� �	�A �	� ���.���	�� �/ 7 �	 ��7, �/ ;� ���."�

�*�� � �M ��7 �*�	 �*��� �D��� �
 � � � �.�* �*�� � �M � �� � 
.J4��75 �	�

�� � 
.J4��75L �*�	 �7� �	� �7� ��� 2��* /������ �/ � �	� �� ��	�� �*���

������ ;���� *��� �*� ��"� /������ �/ ��	+�* �, �*.� 7� �� � ��/� �!����� /�����

�/ � �	� �� �	� �*�� �� � ��	���������	 ��	�� �*� �	�A ��/� �!����� /����� �/

��	+�* � 	 8 �	 � �	� �	 �� �� 7, �*.� � M � �	� �� ����A ���.���	�� �/ �7

�	 �� �� !������� 2A �,


�	�� �7� �� � /����� �/ �� �� /����;� �*�� ��7� M �� �� � /����� �/ ��,

��	�� �� �� �	 ����4�&5 �� ��0.����,

���" �*� !������	+ !��!������	 �	� ������� �*� /����;�	+ �*����" �	3



�� ������� �� ��	����� ���  ����	����� �����

	�.	��� ;��*�.� !���/ �	 G:?H,

Theorem 2.2.20. �� � �� 	 "���� ���������	� !���# ���� �� �� �	� �� �	�


	�� �	�
�

(����� ������� �/ � � (�$, ��� �*�	 � M �� � � ���7 ;*��� �� � � /��

� M 8
    
 � �	� 7 �� �*� ��	+��� !���	���"�� �.ÆD �/ �, &A ���!������	 :,:,8> 

��� M �� � � ���7�� �� � 7	��� �!���.�"��	 ;���L ��	�� ��� ��	+��� !���	���"��

�.ÆD �� ��7�� ���� ������� �� �!���.�"��	, �	 �*�� ;�A 2A �!!�A�	+ ���3

!������	 :,:,8> �D����A � ��"�� �	� ���	�.���A �2���	� �*��

���� � � ���7�� � � ����� M �	�


�� �!���.�"��	, 
�	�� �	�
 M R�	�
 �*� ��������	 /����;�,

Corollary 2.2.21. $�� � � � 	�� � � ��� �� �� �� 	 "���� ���������	�

!���# ���� �� �� ��	�
�

(����� �/ �� �� 	�� � !���	���"� �*�	 2A �*����" :,:,:@ 4��5	�
 M ��	�
� ��

�	 �!���.�"��	 ;��� �	� �*���/��� �� �� ��	�
, ��� .� �*�	 �.!!��� �*�� �� ��

� !���	���"�,

&A �*����" :,:,:@ �	� *�� �	�
 � ����4�5 /�� � �.���2�� � � �&, 
�	�� � ��

���.���	� �*��� �D��� ������� �
 � � � �.�* �*��

��	�
� � ����4�5 

�/ � �M � �*�	 ��	�� � �� ������ .	��� �������� �	� *�� ���� ��	�
� � ����4�5

��	�� �	�
 �� 2��!����� �� �*�� �� /����;� ��	�
 � ����4�5, ��� .� 	�; ��	�����

�*� ���� � M �, �/ � M � �*�	 �*� ��������	 �� ��������A ����7��,


.!!��� �*�	 � �M �, �� �� �� � !���	���"� ;� ��	 ;���� � M ��� ;��*

�� � (�$, ��	�� 

�4���5	�
� � ����4�5 


�	�� 4���5	�
 2�+�	� ;��* ��� �	� �	�� ;��* ��� �	� *�� �*�� ���� �	� ����

��� /������ �/ � �� �*�� �� �� 2��!����� �	� �*�	 � !���	���"�� !��7D �/ � 2A

���!������	 :,:,<,

��� S4�5 M )�)� � � � )� � � � 2� �*� ��������� ;��� �/ �, �*��� �D���� �	 �	��+��

� �.�* �*�� �� M 84)�)� � � � )�5, '� ��	����� �	A �& ;��� �� ;*��� ���������

;��� S4��5 *�� �*� !��7D )�)� � � � )��, �*.� ��� M � �� � !��7D �/ ��, �*��

�"!���� 2A ���!������	� :,:,: �	� :,:,< �*�� �	�
 �� � 2��!����� !��7D �/ ��,

���" �*�� �	� ������� ��	�
 � ����4��5,



����  ����	����� ��������� �	

2.3 Episturmian morphisms

'� ������ 4�/, G:B <: <9H5 �*�� � ��	��	�� ���������	� �������� �/ �� ��

�	A ��"!������	 #� Æ : ;��* � � �� �	� : $ �� 
 �� � "��!*��" �D��	��	+

�� �� � !��".�����	 �	 �*� ��!*�2�� �, ��� �*��� "��!*��"� ��� �	I������, �*�

��� � �/ ���	���� �!���.�"��	 "��!*��"� �� � "�	��� .	��� "�! ��"!������	,

�*� �"!����	�� �/ ���	���� �!���.�"��	 "��!*��"� �	� �*� �����	 /�� �*���

	�"� ��� �	 �*� /����;�	+ 4��� G:B <9H5$

Theorem 2.3.1. �� ��'��� � �������� 5 $ �� 
 �� �� ��	��	�� ��������

��	� �� 	�� ���� �� 54����5 � ����# ��	� ��# �� 	�� ���� �� �� �	�� � ���

��	��	�� ���������	� !��� � �� � ���� 	 ��	��	�� ���������	� !��� � ��

��

� ���� ���	���� �!���.�"��	 "��!*��" �� I.�� � #� /�� ��"� � � ��,

��������A �*� ��� �/ !.�� ���	���� �!���.�"��	 "��!*��"� �� �*� �.2"�	���

�/ � +�	������ 2A �*� ��� �#� � � � ��, �*� /����;�	+ ;�� !����� �	 G:BH$

Proposition 2.3.2. $�� ) � �� 	�� � � �� ���� #�4)5 �� 	 ��	��	�� �����

�����	� !��� �� 	�� ���� �� �� �� )�



�� ������� �� ��	����� ���  ����	����� �����



Chapter 3

Episturmian words and

generalizations

3.1 Involutory antimorphisms and pseudopalin-

dromes

�	 �*�� ������	 ;� �*��� +��� �*� 2���� 	����	� �*�� ��+��*�� ;��* �*� 
�.�"��	

;���� ;*��* *��� 2��	 !����	��� 2�/��� ;��� 2� �*� 2���� �/ �*� +�	����������	�

�	����.��� �	 �*�� �*�!���,

3.1.1 Antimorphisms of a free monoid

'� ������ �*�� �	A 4�	��35"��!*��" ;*��� ��"��	 �� �*� /��� "�	��� �� ��

.	�0.��A �����"�	�� 2A �*� �"�+�� �/ �*� �������, ���"���A /�� �	A "�	��� �

�	� �	A "�! � $ �
�  �*��� �D���� � .	�0.� "��!*��" P� $ �� 
� 4���!, �

.	�0.� �	��"��!*��" T� $ �� 
 �5 �*�� �D��	�� � �,�, �.�* �*�� P��� M �

4���!, T��� M �5, �*�� !��!���A �*����������� /��� "�	���� �	� �� .�.���A ��F�	

�� �*� ��7	����	 �/ /��� �2I���� �	 �*� /��"� �/ ����+��A �*���A 4�/, G<?H5,

� "��!*��" �� �	��"��!*��" � $ �� 
 �� �� �� ������� �/ �� �� �	 �	���.3

���	 �/ �� �*�� �� �/ �� M ��,

�/ � M �� � � ��� � �� �� � � � M 8
    
 � �*� ������ ��	�� �� �� ���	� 

�/ � �� �*� ;���

R� M �� � � ��� 



�� ������� ��  ����	����� ����� ��� !�������"������

�	� ���� R� M �, �*� "�! & $ �� 
 �� ��7	�� 2A �� M R� /�� �	A � � �� 

������ �� ���	� ����	��� �� ������A �	 �	���.���A �	��"��!*��" �/ ��,

��� 9 2� �	 �	���.���	 �/ �*� ��!*�2�� �, ������A �� ��	 2� ��+����� �� �

"�! 9 $ � 
 �� �	� �*�	 �D��	��� �� � .	�0.� �.��"��!*��" P9 �/ �*� /���

"�	��� ��, �*� "�! � M P9Æ& M &ÆP9 �� �*� .	�0.� �	���.���A �	��"��!*��" �/

�� �D��	��	+ �*� �	���.���	 9 , �	� *�� /�� � M �� � � ��� �� � � � M 8
    
 � 

�� M ��� � � ���� 

�	A �	���.���A �	��"��!*��" �/ �� ��	 2� ��	���.���� �	 �*�� ;�AL /�� �D�"!�� 

�*� �������� & �� �2���	�� 2A �D��	��	+ �*� ���	���A "�! �/ �,

�/ � M ��
 �� �*�	 �*��� �D��� �	�A �;� �	���.���A �	��"��!*��"� 	�"��A 

�*� �������� & �	� �*� �	��"��!*��" ; M 4 Æ& ������ ���	��� 	���������

��� �D��	��	+ �*� �D�*�	+� "�! 4 ��7	�� �	 � �� 44�5 M � �	� 44�5 M �,

�/ �*� ��!*�2�� � *�� �����	����A � �*�	 �*� 	."2�� �/ ��� �	���.���A

�	��"��!*��"� �/ �� �0.��� �*� 	."2�� �/ �*� �	���.���A !��".�����	� ���� �

���"�	��, �� �� ;��� F	�;	 �*�� 	."2�� �� +���	 2A

�U
	���
�
���

8

:�4�	 :�5U�U

4��0.�	�� �@@@@C= �	 G==H5,

3.1.2 Pseudopalindromes

��� � 2� �	 �	���.���A �	��"��!*��" �/ ��, � ;��� � � �� �� ������ ��

�	�������� �/ �� �� � 7D!��	� �/ � �,�, � M ��, �*� ��� �/ ��� �3!���	���"��

�/ �� �� ��	���� 2A (�$�4�5 �� ��"!�A (�$� ;*�	 �*��� �� 	� �"2�+.��A,

�	 &3!���	���"� �� .�.���A ������ �	�������� �	� (�$� �� ��	���� 2A

(�$, �	 ���� !������ ���"� � ;��� ;*��* �� � �3!���	���"� ;��* ���!��� �� �

+���	 2.� .	�!���7�� �	���.���A �	��"��!*��" � �� ���� ������ �������	����

�����,

��	����� 9,8,8� �*� �	+���* ;��� �	�	� �� � !���	���"�,

��� � M ��
 �� ; 2� �*� �D�*�	+� �	��"��!*��" �	� � M ������, �	� *��

�� M ������, �*� ;��� ������ �� �	 ;3!���	���"�,

��� � M ��
 �
 %� �	� 9 2� �*� �	���.���A !��".�����	 ��7	�� �� 9 4�5 M � 

9 4�5 M � �	� 9 4%5 M %, 
����	+ � M 9Æ& �*� ;��� ��%�%�%�� �� � �3!���	���"�,



���� ����	���� ������������� ��� ���	������������� ��

� ;��� �� ������ ���������� �/ �� �� �*� !���.�� �/ �;� �3!���	���"��, �	

&3�A""����� ;��� �� ��"!�A ������ ��������, �	 !�����.��� �	A �3!���	���"�

�� �3�A""�����,


�"� ��"2�	������� !��!������ �/ �A""����� ;���� ;��� ��.���� �	 G:9H �	�

"��� ����	��A �	 G8@H ;*��� �*� ���" �A""����� ;�� .���, �	� �����A ����7��

�*�� ��� ;���� �	 �*� ��!*�2�� ��
 �� �/ ��	+�*  = ��� �A""�����, �*� ;���

� M ������ �� 	�� �A""����� 2.� �� �� ;3�A""����� 2���.�� �� �� �*� !���.��

�/ �*� �;� ;���� �� �	� ���� ;*��* ��� ;3!���	���"��,

�	 �*� ��"��	�	+ !��� �/ �*�� ������	 ;� ;��� ���."� �*�� � �� � 7D��

�	���.���A �	��"��!*��" �/ ��, �� ��"!��/A �*� 	������	 /�� �	A � � �� ;�

�*��� ��	��� 2A T� �*� ;��� �� �� �*�� /�� ��� �
 $ � �� �	� *��

�T�� M ��� 
 �$ M T$T� 
 �	� � M � 

Lemma 3.1.2. � !��� � �� 	 ��'��	�� �� T� �� 	�� ���� �� �� �� ��

���������

(����� �/ � M /1 ;��* /
 1 � (�$� �*�	 T� M 1/ �� �*�� � � T�, ��	������A 

�.!!��� �*�� � �	� T� ��� ��	I.+���, �	� ��	 ;���� � M !# �	� T� M #! /��

��"� !
 # � ��, �*.� � M T!T# M !#, 
�	�� �!� M �T!� �	� �2���	� ! M T! �	�

# M T#,

Lemma 3.1.3. � ���	�������� � � �� �	� 	 ������ �  ��� �� 	�� ���� ��

�� �	� 	 ���	�������� ���"� %��Æ�& �� ������ ��� 	 ��

(����� �/ � *�� � !����� �  ��� �*�	 �� *�� � 2����� $ �/ ��	+�* ��� 	 � 

�� �*�� ;� ��	 ;���� � M !$ M $# /�� ��"� ;���� ! �	� #, 
�	�� � �� �

�3!���	���"� �	� *��

� M $# M T$T! 

�*���/��� $ M T$, ��	������A �/ �*� �3!���	���"� � *�� �*� �3!���	���"��

!��7D $ �	� *��

� M $# M T#$ 


�� �*�� $ �� � 2����� �/ � �	� ��� 	 �$� �� � !����� �/ �,

Lemma 3.1.4. $�� � � �� 	�� �� 
� ��� ��	����	� ����� ��� !��� � �� �� 	

��'��	�� �� T���



�� ������� ��  ����	����� ����� ��� !�������"������

(����� ��� � 2� � 	�	�"!�A ;���, 
�	�� � ���� �	 �*� ��!*�2�� �� � !��3

".�����	 �	� ������� �*�� � �� � !����� �/ � �/ �	� �	�A �/ �� �� � !����� �/ T�,

�*���/��� �	� *�� �� M � ��, '� ��	 ;���� � M ����
� ;��* � � 8 �	� �� � !��!��

!��7D �/ �� �	�

T� M T��T��� M ���� ���

;��* . � 8 �	� ��� � !��!�� !��7D �/ � ��, 
�	�� ��� M � T�� �	� �T��� M �� ��� M � �� 

�	� *�� . M � �	� 2A ��""� :,8,9: T�� � � ��,

�*� /����;�	+ ��""� ;*��* ;��� 2� .��/.� �	 �*� ��0.�� ��	 2� ������� 2A

�*� !��!������	� �2���,

Lemma 3.1.5. $�� � � �� 
� 	 ���	�������� �	 ��� 	 ������ �  ���� ���

�	��� � �� � �� ������ � �� ����������� �� �	�����	�# �� �� �����������

(����� 
�	�� � M T� �	� ��� M � 2A ��""� :,8,9: �	� *�� � � T�, ��	�� 2A

��""� 9,8,: �	� �2���	� � � (�$�
�, �� ���� M �� �	� ������� �� � (�$�

�,

��� �	���	�� ��� � M ��
 �� �	� ��� �4�5 M � �4�5 M �, �*� ;��� � M

������������ �� � �3!���	���"� *���	+ �*� !������ C �	� 8@, �	A /����� �/ �

�/ ��	+�* C �� 8@ 2���	+� �� (�$�
�L �� �	 �D�"!�� �������� M 4��54������5 �

(�$�
�,

��� �	A �	���.���A �	��"��!*��" � �	� ��	 ��7	� �*� 4��+*�5 �3!���	���"�

����.�� �!������$ /�� �	A � � �� ��� ��	���� �*� �*������ �3!���	���"�

*���	+ � �� � !��7D,

'� �*��� ���! �*� �.2����!� � /��" �*� �3!���	���"� ����.�� �!������ ��

;*�	 	� ��	/.���	 ������, �� �	� �����A ����7�� 4�/, G:?H5 �/ 7 �� �*� ��	+���

�3!���	���"�� �.ÆD �/ � �	� � M �7 �*�	

�� M �7T� 

��	���� 9,8,>� ��� � M ��
 �
 %� �	� � 2� ��7	�� �� T� M � T% M %, �/ � M

���%��% �*�	 7 M %��% �	� �� M ���%��%���,

�*� /����;�	+ ��""� ;��� 2� .��/.� �	 �*� ��0.��,

Lemma 3.1.7. ,�� 	�� � � (�$� � ��� 	�� � � �# 4��5� �� 	 "��� ������

�� �# �� �� # �� 4��5� M !�" !��� !
 " � ��# ���� ������ ! M � �� " M ��



���� ����	���� ������������� ��� ���	������������� ��

(����� &A ��	���������	 ��� !
 " � �� 2� �.�* �*��

4��5� M !�"  49,85

������A �!�K ���K �"� M �4��5��  :���K : ;*��* �"!���� �!�  ���K :	 �"� 
��� K 8, ��� .� �*�; �*�� ���.���A �	� *�� �!�  ���, �	���� �/ ! M �� �*�	

/��" 49,85 �	� ������� �4��5�� M :��� K :L �*�� �"!���� �*�� �  � (�$� �	�

4��5� M ��T�� M ���" �� �*�� �" M T��, �� /����;� �*�� /�� ��"� � � @ 

� M T��  � (�$� � ��	���������	,

��� �*�	 $
 � � �� 2� �.�* �*�� � M !$ �	� 4��5� M �� M T�� ;*�	��

!�" M �� M !$�, �*.� �" M $� �� �*�� $ �� ���� � !��7D �/ � �	� �*���/���

� 2����� �/ �, 
�	�� � �� � �3!���	���"� $ �� � �3!���	���"� ��� �� �*��

� M !$ M $T!, �*���/���

4��5� M !�" M !$T!" 

�*.� !$T! �� � �3!���	���"� 2�+�		�	+ ;��* �� �	� �������A �*����� �*�	 4��5� 

;*��* �� � ��	���������	,

3.1.3 Unbordered pseudopalindromes

'� ��	��� 2A �� �*� ��� �/ .	2������� �3!���	���"��, '� ��"��F �*�� ��

�� � 
����"� ���, �*�� "��	� �*�� ����A ;��� �/ �� �� 	���*�� � !��7D 	��

� �.ÆD �/ �	A ��*�� ���"�	� �/ ��, '� �2����� �*�� �� M �, �*� /����;�	+

���.�� ;�� !����� �	 G8:H$

Proposition 3.1.8 4�*����" 9,>,:5. (�$�� M ��
��

�*�� ��	 2� �0.�����	��A ������ �� /����;�$ ����A �3!���	���"� ��	 2�

.	�0.��A /��������� 2A �*� ���"�	�� �/ ��, ��� �	���	�� �*� �3!���	���"�

���%��%��� �/ �D�"!�� 9,8,> �� /��������2�� �� �� ��%��%� ��� ;��* �%��%�
 �� �
��,


�	�� �� �� � ���� �*� "�!

0 $ �� 	
 � 49,:5

� �	
 ��

��	 2� �D��	��� 4.	�0.��A5 �� � "��!*��" 0 $ ��
� 
 ��, ������� ��	�� ��

�� � !��7D ���� �	A ;��� �	 ��
� ��	 2� .	�0.��A /��������� 2A �*� ���"�	�� �/

�� �� �*�� 0 ��	 2� 	��.����A �D��	��� �� ��
� ,



�� ������� ��  ����	����� ����� ��� !�������"������

Proposition 3.1.9. $�� 5 $ 	� 
 �� 
� 	� ��'��� � �������� ��� ��	�

54	5 � ��� ����# ��� 	�� � � 	�)

*� 54 R�5 M 54�5#

+� � � (�$�� 54�5 � (�$�#

.� 54�	�
5 M 54�5��

(����� �*� 7��� �����"�	� �� ��������A ��.� /�� � M �, �/ � M �� � � ��� ;��*

�� � 	 /�� � M 8
    
 � �*�	 ��	�� 54	5 � �� � (�$� 

54 R�5 M 54��5 � � �54��5 M 54��5 � � �54��5 M 54�5 

�� 5 �� �	I������ �����"�	� + �����A /����;� /��" *,

��	���A ��� 54�5 M $7 ;*��� $ � �� �	� 7 �� �*� ��	+��� �3!���	���"��

�.ÆD �/ 54�5, 
�	�� 54�5
 7 � ��
� �	� �� �� � 2�!��7D ���� ;� *��� $ � ��

�,

�*�� �"!���� �� 5 �� �	I������ �*�� �*��� �D��� ��
 �� � 	� �.�* �*�� � M ���� 

54��5 M $ �	� 54��5 M 7, &A + �� �� �*� ��	+��� !���	���"�� �.ÆD �/ �,

��	�� 2A * $

54�	�
5 M 54���� R��5 M $7T$ M 54�5� 


�� �������,

��	���� 9,8,8@� ��� 	 M ��
 �
 %� � M ��
 �
 %
 �
 ;� �	� � 2� ��7	�� �	 � ��

T� M � T% M % �	� T� M ;, ��� 5 $ 	� 
 �� 2� �*� �	I������ "��!*��" ��7	��

2A 54�5 M �� 54�5 M �� 54%5 M �%;, �	� *�� 54	5 � �� �	�

5
�
4��%5	�


	
M 54��%��5 M �����%;���� M 454��%55� 

3.2 Pseudostandard words

'� ��	 	��.����A ��7	� � "�! 8� $ �� 
 �� 2A 8�4�5 M � �	�

8�4��5 M 48�4�5�5�

/�� � � �� � � �, ��� �	A �
 $ � �� �	� *�� 8�4�$5 � 8�4�5�� � ��8�4�5 

�� �*�� �� ��	� /�� �*� �������� !���	���"� ����.�� �*� ��"��	 �/ 8� ��	 2�

�D��	��� �� �	7	��� ;���� ���, ��� !�������A �/ � � �� �*�	

8�4�5 M ��"
���

8�4��5 




���� ���	���������� ����� ��

;*��� ���� M ���/4�5 � �� /�� ��� � � @, �*� ;��� � �� ������ �*� ������ �

!��� �/ 8�4�5 �	� �� ��	���� 2A S48�4�55, �*� �"�+�� �/ �	7	��� ;���� ���� �

2A 8� *��� 2��	 ������ ����	��	�� !���� �	 G:?H, �/ � M & �*�	 8� M 8 ;*���

8 �� �*� �������� !���	���"� ����.�� �!������ �	����.��� 2�/��� �� �*�� �	 &3

���	���� ;��� �� � ���	���� �!���.�"��	 ;���, � �3���	���� ;��� ;��*�.�

�!���/A�	+ �*� �	��"��!*��" � *�� 2��	 ������ ��������	��	�� !���,

��	���� 9,:,8� ��� � M ��
 �� �	� � M 4 Æ & �� �*�� T� M �, ��� � M 4��5� 

;� *��� 8�4�5 M �� 8�4��5 M ������ �	�

� M 8�4�5 M ���������������� � � � 

�*� ;��� � �� �*� �3���	���� ;��� *���	+ � �� ��� ��������� ;���,

�*� /����;�	+ �*����" !����	 �	 G:?H �*�;� �*�� �	A �3���	���� ;��� ��

� "��!*�� �"�+� �/ �*� ���	���� �!���.�"��	 ;��� *���	+ �*� ��"� ���������

;���,

Theorem 3.2.2. ,�� 	�� � � ��# ��� �	� 8�4�5 M #�484�55# !���� #� ��

��� ��'��� � �������� ��"��� 	� #�4�5 M �� ��� 	�� ������ � � ��

��� �	���	�� �	� �����A ����7�� �*�� �*� ;��� � �/ �D�"!�� 9,:,8 �� �0.�� ��

#405 ;*��� 0 �� �*� ��2�	���� ;��� �	� # M #� �� �*� �*.�3���� "��!*��"

��7	�� �� #4�5 M �� #4�5 M ��,

� 	�; !���/ �/ �*����" 9,:,: ;��� 2� +���	 �	 
�����	 9,9 �� � ��	��0.�	��

�/ � "��� +�	���� ���.��, 
�"� +�	���� !��!������ �/ �3���	���� ;���� *���

2��	 ��	������� �	 G:?H, �	 !�����.��� ;� ������ �*��

Proposition 3.2.3. $�� � M 8�4�5 
� 	 ����	��	�� !���� ��� �����!���

����)

*� � �� 	 ���"� �� � �� 	�� ���� �� �� �� 	 ���"� �� �#

+� ��� ��� �� 	�� ���	�������� ���"��� �� � �� �� �� 
� 8�4���/4�55#

.� � �� ����� ����� �# �� �� # �� � � ����4�5# ���� T� � ����4�5�

������� �*� /����;�	+ *����$

Proposition 3.2.4. �� � �� 	 ����	��	�� !��� � �� � 	�� �!� ������� �� �

��� ��"������ ����� �� S4�5# ���� 	�� ���"� �� � �� 	 ���� ����	� �	���

�� ��



�� ������� ��  ����	����� ����� ��� !�������"������

(����� � !��7D � �/ � �� ���� � !��7D �/ �	A �3!���	���"�� !��7D + �/ � �.�*

�*�� ���  �+�, 
�	�� + �� � �.ÆD �/ �	A �3!���	���"�� !��7D �/ � ;*��� ��	+�*

�� �� ����� �+� �	� �*��� �D��� �;� �����	�� ������� 4��A � �	� �5 ;*��* ���.�

�	7	����A �/��	 �	 S4�5 2A ���!������	 9,:,9 �	� ������� +�
+� � ����4�5,

�*���/��� �� T� � 
.J4+5 ;� *��� T��
 T�� � ����4�5 �, �,  T� �� ��+*� �!�����,


�	�� 2A ���!������	 9,:,9 � �� ������ .	��� � �	� *�� T��
T�� � ����4�5L ��

T� �M T� � �� ��/� �!�����,

��� �*� ��	����� �/ �*� !�����.� !��!������	 ;� �2����� �*�� � �3���	����

;��� � ��	 *��� ��/� �!����� /������ ;*��* ��� 	�� !��7D�� �/ �, ��� �	���	�� 

��	����� �*� �3���	���� ;��� � �	 �D�"!�� 9,:,8, �� �	� �����A ����7�� � �	�

�� ��� �;� ��/� �!����� /������ �/ � ;*��* ��� 	�� !��7D��,

��;���� ;� ;��� �*�; �*�� �/ � ��/� �!����� /����� � �/ � �3���	���� ;���

� �� 	�� � !��7D �/ � �*�	 ���  :, ��� � !���/ �/ �*�� ;� 	��� � ��.!�� �/

��""��, '� ��	��� 2A �� M � � (�$� �*� ��� �/ ������� �/ � �*�� ��� 	��

�3!���	���"��,

Lemma 3.2.5. ��� �����!��� �����)

��#�4��5 � #�4��5 M #�4��5�� � #�4��5 M � 

(����� �� �� �.Æ���	� �� �2����� �*�� �	A ;��� �	 #�4��5 *�� �	 ���	 	."2��

�/ ���.���	��� �/ ������� �	 ��,

Lemma 3.2.6. $�� �
 % � ��# 	�� ��� 0 M T�#�4�5 	�� * M #�4$5% 
� �	����

�� 	 ����	��	�� !��� ) M #�4�5# !��� � � �4�� ����)

*� �� ��
 $% � ����4�5 	�� �0 � � 8# ���� 0 �M *�

+� �� � � ����4�5 	�� �0 � � 9# ���� �� � ����4�5�

(����� 485, 
�	�� �0 � � 8 �	� *�� � �M �, &A ��	���������	 �/ 0 M * �	� *��

���� $ �M � �� �*�� /��" �*� ��7	����	 �/ #� T�� �� � !��7D �/ #�4$5, �*�	 �T� �� �

!��7D �/ #�4�5 �	� �� �	L �*���/��� 0 M T�4�T�5� M 4T��5�T� /�� � M ��� M �$� � 8,

��	�� % M T� � M �� �	� $ M T��, �� � � 8 2A ���!������	 :,:,> �� M ���� �	�

$% M T���� ��		�� 2� 2��* /������ �/ �*� �!���.�"��	 ;��� � � ��	���������	,

4:5, 
�	�� �0 � � 9 �	� ������� ��� � 8, &A ��	���������	 �.!!��� ��  �
����4�5, &A �*� !������	+ ��""� �	� 2A �*����" 9,:,: �	� ������� 0 M



���� ���	���������� ����� �	

#�4$�5%� /�� ��"� �.���2�� $� � �� �	� %� � �� �.�* �*�� $�%� � ����4�5, �� ��	�

2�/��� �	� �*�	 �2���	� 0 M 4T��5�T� �� �*�� ��
T�� � ����4�5 ;*��* �� �2�.�� 2A

���!������	 :,:,> �� � � :,

Theorem 3.2.7. $�� � 
� 	 ���� ����	� �	��� �� 	 ����	��	�� !��� ) M

#�4�5# !��� � � �4�� �� ��� � 9# ���� � �� 	 ���"� �� )�

(����� &A �*����" 9,:,: � ��	 2� ;�����	 �	 �	� �/ �*� /����;�	+ ;�A�$

8, � M #�4�5 ;��* � � ����4�5 

:, � M T�#�4�5 ;��* �� � ����4�5 �	� � � �� 

9, � M #�4�5% ;��* �% � ����4�5 �	� % � �� 

<, � M T�#�4�5% ;��* ��% � ����4�5 �	� �
 % � ��,

�	 ���� 8 ��� ��
 �� � ����4)5 ;��* � �M � ������� �/ �, �/ � �� �3!���	���"�� 

�*�	 ������A �	� ".�� *��� �� � ����4�5, �/ � � �� �*�	 2A �*� !������	+

��""� �	� *�� T�� � ����4�5 �� ���� � 9, 
�	�� �*� ��"� *���� /�� � � �� �

��/� �!����� /����� �/ �*� �!���.�"��	 ;��� � �	� �*���/��� � !��7D �/ ��, �*.�

� M #�4�5 �� � !��7D �/ ),

����� : �	� < ��� �2�.��L �	���� 2A �*� !������	+ ��""� �	� ������� �*��

����A ���.���	�� �/ � �� !������� 2A �,

��	���A �	 ���� 9 2A �*� !������	+ ��""� �	� ������� �*�� ����A ���.���	��

�/ � �� /����;�� 2A T%, ��	�� #�4�%5 �� � ��/� �!����� /����� �/ ) �	� �	� ��	

�!!�A �*� ��"� ��+."�	� �� �	 ���� 8 �� �*�; �*�� �� �� � !��7D �/ ),

�	 �	7	��� ;��� ) �� � ��!��� �/ �*��� �D���� � �3���	���� ;��� � �.�* �*��

����4)5 M ����4�5, �	 &3;��� �� �	 �!���.�"��	 ;���,

���!������	 :,:,8> �	� �*����" :,:,:@ ��	 2� �D��	��� �� �*� ����� �/ �3

;���� �*�;�	+ �*�� �/ � �� � /����� �/ � �3;��� �*�	 �� �	� �� ��� ���� /������

�/ �3;����, � !���/ ��	 2� �2���	�� �� � ��	��0.�	�� �/ �*����"� :,:,:@ �	�

9,:,: �	� �/ ��������A :,:,:8, ��;���� ;� 	��� �*� /����;�	+ ��""� 4�/, G:?H5$

Lemma 3.2.8. $�� � � �� 	�� � � � � ���� ����

4#�4�5�5� M #�
�
4��5	�


	




�� ������� ��  ����	����� ����� ��� !�������"������

Theorem 3.2.9. $�� � 
� 	 �	��� �� 	 ����	��	�� !���� ���� �	� �� ��

	�� �� �� 	 �	��� �� 	 ����	��	�� !����

(����� '� �*��� �.!!��� �  � (�$� ��*��;��� �*� ���.�� �� �������, 
�	��

�� M T�� �� �.Æ��� �� !���� �*� ���.�� /�� ��, ��� �� M � � (�$� �� �2���,

���" �*����" 9,:,: �	� ������� �*�� � ��	 2� ;�����	 �	 �	� �/ �*� /����;�	+

;�A�$

8, � M #�4�5� ;��* � � � � ��� �	� �� � ����44�5 

:, � M T�#�4�5� ;��* �
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�
#�4��	�
�5
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���" 9,9,< /�� ��� � � @ P8�4���5 M 5484��55 P8�4�5, 
�	�� 84����5 M 84��5-�

;��* -� � �� �	� *�� 5484����55 M 5484��5554-�5, ��	�� P8�4�����5 *��

�*� ��"� !��7D �/ P8�4���5 �/ ��	+�* �5484��55� ;*��* �����+�� ;��* �, 
�	��
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���

5484��55 M 5 484�55 
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�	 �*� ���� �/ �	 �"!�A ���� /��" �*����" 9,9,< �	� *��

8�4��5 M 5 484�558�4�5 M 5 484�55��  49,895

������� �	� �����A ������� �*��

5 4�5 M ��
 5 4�5 M ���� /�� � �M � 

'*�	 �� M � �	� � M & �*� "��!*��" 5 ���.��� �� # ��7	�� ��

# 4�5 M �� /�� � �M � �	� # 4�5 M �, 
�	�� �� M � /��" 49,895 �	� �2���	�

�*� /����;�	+ /��".�� �.� �� Q.���	 G<:H$

84��5 M # 484�55�  49,8<5

�� �� 	���;���*A �*�� �*����" 9,9,< !������� �	 �����	��� !���/ �/ �*�3

���" 9,:,:$

(���� �� ������� .�+�+� �� �� �.Æ���	� �� �2����� �*�� �	 �*� ���� �/ �	

�"!�A ���� �� M #�4�5 �	� 5 M #� Æ #  �� �*�� 2A 49,895 �	� 49,8<5 �	�

�������$

8�4��5 M 4#� Æ # 5484�55#�4�5 M #�4# 484�55�5 M #�484��55 


�� �������,

�.� 	�D� +��� �� �� !���� � ���.�� �	���+�.� �� �*����" 9,:,? /�� ;����

+�	������ 2A 	�	�"!�A �����, ��;���� 2���.�� �/ �*� !����	�� �/ �	 ��3

2�����A ���� �	� ��		�� *�!� �� !���� �D����A �*� ��"� ��������	L �*.� �	

�*����" 9,9,8@ ;� �*��� !���� �*�� �	A ��Æ������ ���� ��/� �!����� /����� �/

� �3���	���� ;��� ;��* ���� �� � !��7D �/ �� �	� +��� �	 .!!�� 2�.	� /�� �*�

"�	�"�� ��	+�* /��" ;*��* �*�� ���.�� �	 ���"� �/ �*� ��	+�* �/ 4���5�,

�	 �*� /����;�	+ ;� �*��� ���

�� M P8�4�5 M 4���5� 


�� �*�� 5 4�5 M 4���5����
� �	� �5 4�5�  ����K : /�� �	A � � �,

��� �	A ������ � �� ;��� ��	��� 4�/ �� �D����5 �*� ��	+��� �3!���	���"�� �.ÆD

4���!, !��7D5 �/ �� !������� 4���!, /����;��5 2A T� 4���!, 2A �5, �	� *�� �*�	

�� M 5 4�5�� /�� �	A � �.�* �*�� �� �� ��7	�� �	� 5 4�5 M ���
� ��*��;���,



�� ������� ��  ����	����� ����� ��� !�������"������

Lemma 3.3.7. $�� 	 M 5 4�5� �� � � 	�# ���� �� � ���/4���5�

(����� ������� �/ � M �, '� �*��� !���� 2A �	�.����	 �*�� /�� ��� � � 8 �/

� � 	� �*�	 �� � ���/4���5, ��� � � 	, �*�	 �*��� �D���� � � � �.�* �*��

� M 54�5 M 4���5����
� , �*.� ��� M 4���5� �� �*�� �*� �����"�	� *���� /��

� M 8,

��� .� �.!!��� �*� �����"�	� �� ��.� /�� � ;� ;��� !���� �� /�� � K 8, �/

� � 	��� �*��� �D��� � � � �	� $ � 	� �.�* �*�� � M 54�5$, &A �	�.����	 

$�� ��	 2� ;�����	 �� ��$
� /�� ��"� $� � ��, �*�	 �	� *�� ��� M 54�5��$

�

�	� �� �*�;	 �2��� �� �� � !��7D �/ 54�5�� ;*��* ��	��.��� �*� !���/,

������ 4�/, G?H5 �*�� � !��� 4�
 �5 � ����� �� ��������4��� /�� �*� ���� 	

���� �*� ��!*�2�� � �/ /�� ��� !
 " � �� 

!��" � 	� M� !�
 �" � 	� 

Proposition 3.3.8. ��� �	�� 4�
 ��5 �� ��������4��� ��� 	 M 5 4�5�

(����� 
�	�� 	 �� � �.ÆD ���� �� �.Æ��� �� �*�; �*�� /�� �	A !
 " � �� 

!��" � 	� M� ��" � 	� 

�*�� �� ������� �/ ! M �, ��� .� /�������� !��" 2A �*� ���"�	�� �/ 	, �*�	 ;�

��	 ;���� ! M !�� �	� ��" M �"� ;*��� !�
 "� � 	� �	� �� M 54�5 � 	 /��

��"� ������ � 4��� ��+.�� 9,85, �/ � M � �*�	 ��������A ��" � 	�, 
.!!��� �*�	

� �M � �� �*�� �  � 	,


�	�� �� � 	 �� /����;� ���  ���� K 8, ��� .� !���� �*�� ���  ����, &A

��	���������	 �.!!��� ��� M ���� K 8, �*�	 54�5 M �� M ���T� �	� � M ��T�,

�*���/��� �� M ���T� M ���T� �� �*�� ��� M ���, �*�� �"!���� � M � �	� �� M

�� /�� � �.���2�� � � @, 
�	�� � �� 	�� � �3!���	���"� �� /����;� ��  � (�$� �

��	���������	,

�*.� �	� *�� �� M �� /�� ��"� � � ���/4"�5, &A ��""� 9,9,? �� �� �

!��7D �/ "���L ������A � �� � !��7D �/ "��� ���, �*���/��� � �� � !��7D �/ �� 

�� ��� M ���� 	 ���, �*.� �� M �T� �	�

4���5� M 54�5�� M ���� M ���T� M ���T� 
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�	 �*� /����;�	+ �/ � �� � 7	��� �.2��� �/ �� ;� �*��� ��	��� 2A �� �*�

��� �/ ��� �	7	��� ;���� ;*��* ��	 2� /��������� 2A �*� ���"�	�� �/ �, �� ��

;��� F	�;	 4�/, G?H5 � ;��� ) � �� *�� � .	�0.� /�����������	 2A "��	� �/ �*�

���"�	�� �/ � �/ �	� �	�A �/ � �� � ���� *���	+ "���� ���������� ���	�, &A

��""� 9,9,? �*� ���� 	 M 5 4�5 *�� �*� !��!���A �*�� �*��� �D���� �	 �	��+��

� � @ �.�* �*�� �� � ���/4$5 /�� ��� $ � 	�L /��" ���!������	 9,9,C �� /����;�

�*�� ��� !���� �/ 	� � 	� ��� �A	�*��	���	+ /�� 	 �� �*�� 	 *�� � 
������

��������4	���� ���	� �	� �*���/��� � 7	��� ����!*���	+ ����A,

Lemma 3.3.9. $�� 	 M 5 4�5 	�� � M ������ � 	�# !��� �
 � � � 	��

�
 � � ��� �� !� ��� $� M 5 4�5������# ���� 4�
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(����� ��� � � 	� 2� �.�* �*�� � M ������ ;��* � � �, ���" ���!���3

���	 9,9,C ;� *��� �*�� � �	� ����� ��� �	 	�, ��� � � � 2� � ������ �.�*

�*�� $ M 54�5������� �� �	 	� �	� ��� $� M 54�5������, �� �� ����� /��"

�*� ��7	����	 �/ 5 �*�� ���*�� $� M � $� M � �� $� M �!�� ;*��� �! �� �*�

��	+��� �3!���	���"�� �.ÆD �/ �� !������� 2A T�, �	 �*� 7��� �;� ����� �� ".��

2� 54�5 M ���
� �� �*�� � M �L ��� �*�	 $� M �!�� 4��� ��+.�� 9,:5, 
�	��

$ M $�� � 	� /��" ��""� 9,9,? �� /����;� �*�� �� �� � !��7D �/ $���� �� �!� 

;*��� ��	+�* �� ���� �*�	 ���� �� � !��7D �/ ��, &A ��7	����	 �! �� � !��7D �/



�� ������� ��  ����	����� ����� ��� !�������"������

�� /����;�� 2A � *�	�� �!� M �!� �	� � M �, �*.� 4�
 $��5 � 	� � 	� �� �	

���.���	�� �/ 54�5 �	 �,

Theorem 3.3.10. $�� ) M P8�4�S5 
� 	 ����	��	�� !��� !��� ����� ����

����� ������ 	� ������� � � @ ��� ��	� 	�� ���� ����	� �	��� �� ) �� ������

���	��� ��	� �� ���	� �� � �� 	 ���"� �� )�

(����� 
�� � M 84S5 M ���� � � � �� � � �  ;*��� �� � � /�� ��� � � 8, ���"

�*����" 9,9,< ;� *��� �*�� ) M 54�5 �� �*�� ) ��	 2� /��������� .	�0.��A ��

) M 54��554��5 � � �54��5 � � � � 	� 


;*��� 	 M 5 4�5, '� �*��� !���� �*�� ���* ��/� �!����� /����� � �/ ) ��	+��

�*�	 :����K: �� ���� � !��7D �/ ), 
�	�� � �� ��/� �!����� �*��� �D��� �;� ��J���	�

���.���	��� �/ � �	 ) !������� 2A �����	�� ������� ��A � �	� �, ������� ��	��

��� � :����K : ;� ��	 ;����

� M �54���� � � �����5� M ��54�	�� � � � �	��5�� 
 49,8=5

;*��� 54��5 M ��� 54�	5 M ����� 54������5 M �! �	� 54�	����5 M ��!� ;��*

!
 !� � �� �	� �
 �
 .
 � !������� �	��+���, �*.� �	� ��	 ��;���� ) ��

) M 54�� � � � ����5���!54������ � � � 5 M 54�� � � � �	��5�
���!�54�	���� � � � 5,

'��*�.� ���� �/ +�	������A ;� ��	 �.!!��� ���  ����, ���" 49,8=5 �	� /��" �*�

!������	+ �0.����	 ;� *���

����54�	�� � � � �	��5��!54������ � � � 5 � 	�,


�	�� ��� � :���� K : �	� ��  ���� K 8 �	� *�� �54�	�� � � � �	��5��� � ���� K 8 

�� �*�� /��" ��""� 9,9,? �� �� � !��7D �/ 54�	�� � � � �	��5��!��� �	� �*�	 �/

54�	�� � � � �	��5��,
&A ���!������	 9,9,C 4��
 54�	�� � � � �	��5��5 �� � �A	�*��	���	+ !��� /�� 	 ��

�*�� ���� �� �	 	�, �/ �� �M � �*�	 ����� �� �*� �	�A ;��� �/ �*� ���� 	 *���	+

�� �� � �.ÆD 4������ �*�� �	A ����;��� �/ 	 �� �����"�	�� 2A ��� ���� ������5L

*�	�� �� �*�.�� 2� � �.ÆD �/ ���� ;*��* �� ������A � ��	���������	 �� � �M �,

�*�	 �� M � �*�� �"!���� ���� � M �, �*.� ;� ��	 ;����

) M 54�� � � � ��5�!54������ � � � 5 M 54�� � � � �	5�!�54�	���� � � � 5 



���� #���� !�������� �� �������� ����� ��

�	� �� �M �	  �� � �� ��/� �!�����, 
�	��

� M 54���� � � � ����5� M 54�	�� � � � �	��5��

�� ��	+�� �*�	 :����K : �	� ���
 ����  ����K 8 �*��� �D���� � ������ % � � �.�*

�*�� ��% �� � !��7D �/ 2��* 54���� � � � ����5 �	� 54�	�� � � � �	��5, &A ��""� 9,9,B

�	� *�� 54���� � � � ����5 M 54%5" �	� 54�	�� � � � �	��5 M 54%5"� ;��* "
 "� � 	� 

�� �*�� ���� M �	�� M % ��	�� 	 �� � ����,

��� < 2� �*� +������� �	��+�� �.�* �*�� ���� M �	�� /�� ��� �  <, �*�	

2��* ������ � � � ���" �	� �	�	�� � � � �	�" M �	���� � � � ���" ��� /������ �/ �, 
�	��

�� �M �	 ���� � � � ���" �� � ��/� �!����� /����� �/ �*� �!���.�"��	 ;��� � �*.� �

!��7D �/ � �, �,  ���� � � � ���" M �� � � � �", ��	�� 54���� � � � ���"5 �� � !��7D �/ ),

��; ��� .� �.!!��� �*�� �� M 54���"�� � � � ����5� M 54�	�"�� � � � �	��5�� ��

�������A ��	+�� �*�	 ��, &A ��""� 9,9,? �*��� �D���� � ������ � �.�* �*�� ���

�� � !��7D �/ �� �� 2A �!!�A�	+ ��""� 9,9,B �� ��! � 	� �	� �� ��!� � 	�

�	� ������� 54���"��5 M 54�	�"��5 M 54�5 ��	��������	+ �*� /��� �*�� � K <

;�� �*� ���+��� �/ �.�* �	��D��, �*�	 ����  ����, &A ��""� 9,9,? �� ��

� !��7D �/ ��!��, �*.� �� �� � !��7D �/ �� �	� � M 54���� � � � ���"5�� ��

� !��7D �/ 54���� � � � ���"5�� M 54�� � � � �"5��, ��� � 2� �	 �	��+�� �.�* �*��

����  �54�"�� � � � �"��5�, &A ��""� 9,9,? �� �� � !��7D �/ 54�"�� � � � �"��5 �	�

54�� � � � �"5�� �� � !��7D �/ 54�� � � � �"��5 ;*��* �� � !��7D �/ ), �	 ��	��.���	 

;� �2���	 �*�� � �� � !��7D �/ ),

'� �2����� �*�� �*� !���/ �/ �*� !������	+ �*����" �*�;� �*�� /�� � �3

���	���� ;��� � ;��* ���� �� ��� ��/� �!����� /������ �/ ��	+�* +������ �*�	 ��

�0.�� �� � M :����K 9 ��� !��7D�� �/ �, ��;���� �*�� 2�.	� �� 	�� ��+*�, �	

/��� /�� �	���	�� �/ �� M � �*�	 � M = ;*����� /��" �*����" 9,:,? �	� *��

�*�� ��� ��/� �!����� /������ �/ � �3���	���� ;��� � *���	+ ��	+�* �� ����� 9 ���

!��7D�� �/ �,

�*� /����;�	+ ��""� ;*��� !���/ �� �	 G:?H ;��� 2� .��/.� �	 �*� ��0.��,

Lemma 3.3.11. $�� � � �� 	�� � M 4��5�# !���� � � �� �� � �� 	�� ���"�

�� � �� ������ ��� � ���# ���� �� M ��

Proposition 3.3.12. $�� � M P8�4S5 
� 	 ����	��	�� !��� !��� 	 ���� �� ��

������ �� ��� �����!��� ����)
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 49,8>5
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� � � �	� )� � � � � @, ��� .� ��� �� M 4���5� M P8�4�5 �	� /�� � � 8 

���� M P8�4�)� � � � )�5 �� �*�� ���� M 4��)�5�, '� ��	����� �*� ����� � �.�*

�*�� ���� ( ���  ������, &A ��""� 9,9,88 �	� *�� �� M ���� � ���/4�5, �*��

!����� !��	� 8,

&A �*� ��7	����	 �/ �3���	���� ;���� ;��* ���� ��� �*� ;���� �	 �*� ���

49,8>5 ��� �3!���	���"�� !��7D�� �/ �, ��	������A ��� � 2� � �3!���	���"��

!��7D �/ �, �/ ���  � �*�	 ��������A � � (�$� � ���/4��5, �/ ��� � � �*�	

2A /����;�	+ �*� ��"� ��+."�	� .��� /�� !��	� 8 �	� *�� �*�� �*��� �D���� �	

�	��+�� � � @ �.�* �*�� � M �� M �� � P8�4���/4S55, �*�� !����� !��	� :,

��� � 2� � /����� �/ �, 
�	�� �*��� ��� �	7	����A "�	A �3!���	���"�� !��7D��

�/ � �*��� �D���� � �3!���	���"�� !��7D � *���	+ � �� � /�����, �*���/��� ����

T� �� � /����� �/ � �	� �/ �, �*�� ��	��.��� �*� !���/,

&A � +�	����������	 �/ �	 ��+."�	� .��� �	 G:BH /�� �!���.�"��	 ;���� �	�

��	 !���� �*� /����;�	+$

Proposition 3.3.13. ��� ����	��	�� !��� � !��� ���� �� ��������� �����

�����

(����� ��� S4�5 M �)� � � � )� � � � 2� �*� ��������� ;��� �/ � M ��"��� �� ;*���

�� M 4���5� �	� ���� M 4��)�5� /�� � � @, �*� ;��� � �� ��������A ���.���	�,

'� �*��� !���� �*�� �*� �*�/�� �/ �*� 7��� ���.�	� �� �	A /����� $ �/ � ���

2�.	��� 2A � ��	���	�, ��� � 2� �*� �"������ �	��+�� �.�* �*�� $ � ����4��5,

��� .� ��� � M �� �	� ��� "� 2� �*� "�D�"�� �*�/� �/ ��� 7��� ���.�	� �� � �	

�� /�� ��� � � �, 
�	�� ���� M 4��)�5� �	� *�� ������  :���� K : ;*���

�.�* .!!�� 2�.	� �� ����*�� �/ �	� �	�A �/ ���� M ��)�T)���, �*�� �"!���� �*��



���� #���� !�������� �� �������� ����� ��

"���  ��� K :, ������� /�� ��� � � � ;� *��� "���  "�D�"�
 ��� K :�,
�	���� ��� � 2� � 7��� ���.�	 �� � �	 ���� �/ "�D�"�� ��	+�* �� �*�� ��� �*�/�

�� "���, �/ � � ����4��5 �*�	 "��� M "�, ��� .� �.!!��� �*�� � �� 	�� �

/����� �/ ��, '� ��� �� M !� M �T! �	� ���� M /�1 ;��* /
 1
 ! � ��, �*�	

�/� � �!� �	� �1� � �!� ��*��;��� � ;�.�� 2� � /����� �/ ��, �*���/��� ��

������  :����K : ;� �2���	

���  ������ 	 :�!� M ������ 	 :����K :���  :���K : 


�� �*�� "���  ��� K :, �*.� �	 �	A ���� "���  "�D�"�
 ���K :�, �� "��� 
���K : �� /����;� �*�� "�  ���K : /�� ��� � � �,


�	�� $ �� � /����� �/ �� �*� �*�/�� �/ ��� 7��� ���.�	� �/ $ �	 � ��� .!!��

��"���� 2A ���K : M ����K :,

��� P8�4S5 2� � �3���	���� ;��� ;��* ���� �� �	� ��������� ;��� S M

�)�)� � � � )� � � � , ��7	� �*� �	��"��!*��" 5 �/ �� 2A �����	+

5 4�5 M P8�4��5 P8�4�5��

/�� �	A ������ � � �, ���" �*� ��7	����	 �	� *�� �*�� 5 ��!�	�� �	 � �	�

��L "������� 5 4�5 �	�� ;��* T� /�� ��� � � � �� �*�� �	A ;��� �/ �*� ���

	 M 5 4�5 �� .	�0.��A �����"�	�� 2A ��� ���� ������, �*.� 	 �� � �.ÆD ����

�	� 5 �� �	 �	I������ "��!*��",

��	���� 9,9,8<� ��� � � �	� �� 2� ��7	�� �� �	 �D�"!�� 9,9,: �	� ���

� M �, �*�	

5�4�5 M P8�4��5 P8�4�5�� M ���%� 


5�4�5 M P8�4��5 P8�4�5�� M ���% 


5�4%5 M P8�4�%5 P8�4�5�� M ���%�%� 

�*� /����;�	+ �"!����	� �*����" �	 �3���	���� ;���� ;��* ���� ;*���

!���/ �� �	 G89H �*�;� �*�� �.�* ;���� ��� "��!*�� �"�+�� �/ ���	���� �!��3

�.�"��	 ;����,

Theorem 3.3.15. $�� � � �� 	�� � � �� ����

P8�4��5 M 5 484�55 




�� ������� ��  ����	����� ����� ��� !�������"������

����# 	�� ����	��	�� !��� � !��� ���� �� ��� ��	��# 
� 	� ��'��� � ������

���# �� ��� ��	��	�� ���������	� !��� !���� ������ � !��� �� �
�	����


� �������� ��� "��� ������ �� ��� ������ � !��� �� ��

Proposition 3.3.16. �� � �� 	 ����	��	�� !��� !��� ���� 	�� �!� ������� ��

� ��� ��"������ ����� �� S4�5# ���� 	�� ���"� �� � �� 	 ���� ����	� �	���

�� ��

(����� � !��7D � �/ � �� ���� � !��7D �/ �	A �3!���	���"�� !��7D + �/ � �.�*

�*�� ���  �+�, 
�	�� �*��� �D��� �;� �����	�� ������� ��A � �	� � ;*��* ���.�

�	7	����A �/��	 �	 S4�5 �	� *�� +�
+� � ����4�5, �*���/��� T��
 T�� � ����4�5 

�,�, T� �� ��+*� �!�����, 
�	�� 2A ���!������	 9,:,9 � �� ������ .	��� � �	� *��

T��
T�� � ����4�5L �� T� �M T� � �� ��/� �!�����,

�	 +�	���� � �3���	���� ;��� ;��* ���� 4�"!�A �� 	��5 ��	 *��� ��/� �!�3

���� /������ ;*��* ��� 	�� !��7D��, ��;���� �*����" 9,9,8@ �*�;� �*�� ���

�.Æ���	��A ��	+ ��/� �!����� /������ �/ � �3���	���� ;��� ;��* ���� ��� !��7D��

�/ ��, �	� �/ �*� "��	 ���.��� �/ 
�����	 9,= �*�;� �*�� �*� !�����.� !��!���A

�	 ��/� �!����� /������ ���	+ ;��* ����.�� .	��� � �*����������� �3���	����

;���� ;��* ����,

�	 �	7	��� ;��� � � �� �� ������ � ��!��� !��� ���� �/ �*��� �D���� �

�3���	���� ;��� ) ;��* ���� �.�* �*�� ����4�5 M ����4)5,

3.4 �-Episturmian words

�	 G8:H ��	��	�� �����������	� ;���� ;��� 	��.����A ��7	�� 2A �.2����.��	+ 

�	 �*� ��7	����	 �/ ���	���� �!���.�"��	 ;���� �*� ����.�� .	��� �������� ;��*

�*� ������ ����� �, �*.� �	 �	7	��� ;��� � �� ���	���� �3�!���.�"��	 �/ ��

�����7�� �*� /����;�	+ �;� ��	�����	�$

8, /�� �	A � � ���� � �	� *�� T� � ���� � 

:, /�� �	A ��/� �!����� /����� � �/ � �	� *�� � � ���/ �,

'� ��	��� 2A ����� �*� ��� �/ ��� ���	���� �3�!���.�"��	 ;���� �	 �*� ��3

!*�2�� �,



��$� �� ����	����� ����� ��

��� +�	�����A �� ;��� 2� .��/.� �� �	����.�� /�� �	A � � @ �*� /�"��A

�=�4�5 �/ ��� �	7	��� ;���� � ;*��* ��� ������ .	��� � �	� �.�* �*�� ����A

��/� �!����� /����� �/ � ;*��� ��	+�* �� �� ����� � �� � !��7D �/ �, ������� 2A

=�4�5 ;� ��	��� �*� ����� �/ ��� �	7	��� ;���� *���	+ �*� ��"� ��� �/ /������

�� ��"� ;��� �	 �=�4�5, �*.� �=�4@5 M �4��� �	� =�4@5 M 4���, &A

�*����" 9,:,? �*� ����� �/ �3���	���� ;���� �� �	��.��� �	 �=�495,

Proposition 3.4.1. �� ��"���� !��� � �� �� =�4�5 �� 	�� ���� �� � �� �����

����� � 	�� �� �	� 	� ���� ��� ���� ����	� �	��� �� 	�� ������ ���	���

��	� �� ���	� �� � �

(����� �*� (�	�A �/) !��� /����;� �""�������A /��" �*� /��� �*�� ����4�5 M

����4)5 /�� ��"� ) � �=�4�5, ��� .� !���� �*� (�/) !���, ��� .� 7��� �.!!���

�*�� � *�� �	7	����A "�	A ��/� �!����� /������, ��	�� � *�� �D����A �	� ��/�

�!����� /����� /�� ���* ��	+�* � � �  ��A $�, �*�	 /�� �	A � � �  $� �� �

!��7D �/ $��� �� �*��

) M ��"
���

$�

�� � ;���3��7	�� �	7	��� ;���, ��������A ����4)5 � ����4�5L �*.� �� !���� �*��

����4)5 M ����4�5 �� �.Æ��� �� �*�; �*�� �	A +���	 /����� � �/ � ;��* ��� � �

�� � /����� �/ ��"� $� � � � , 
�	�� � �� ������ .	��� � T� �� � /����� �/ �, ���

� 2� � !��7D �/ � �	��	+ �	 T�, 
�	�� � �� ���.���	� ;� ��	 ��	����� � !��7D �/

� �/ �*� F�	� ��� /�� ��"� � � ��, �*�	 �*��� �D���� $ � �� �.�* �*�� �$ �� �

��+*� �!����� /����� �/ � /�� ��*��;��� �	� ;�.�� *��� � M 4��5� ��	��������	+

�*� /��� �*�� � *�� �	7	����A "�	A ��/� �!����� /������, ��	�� T�$ �� � ��+*�

�!����� /����� �/ � �� �*�� T$� �� � ��/� �!����� /����� �/ �, 
�	�� ��� � �  ;�

*��� �T$�� � � �	� �*���/��� T$� � ���/4)5L �*.� ����4)5 M ����4�5 �� �������,

�*�� �"!���� �*�� �	A ��/� �!����� /����� �/ ) �� ���� ��/� �!����� �	 �, �� /����;�

�*�� ) � �=�4�5,

��; �.!!��� �*�� � *�� �	�A 7	����A "�	A ��/� �!����� /������, �� �� ;���

F	�;	 �*�� �"!���� �*�� � �� ���	�.���A !������� �	� *�	�� !������� ��	�� �� ��

���.���	�, ��� �*�	 � 2� �*� ��	+��� ��/� �!����� /����� �/ � �	� ��� � M !���

/�� ��"� ! � �� �	� �� � ��, �*�	 ) M ��� *�� �*� ��"� ��� �/ /������ �� �,

�*�� �"!���� �*�� ) �� � ;��� �/ �=�4�5,

�� �	 �""������ ��	��0.�	�� �	� �2���	�$



�� ������� ��  ����	����� ����� ��� !�������"������

Corollary 3.4.2. �� ��"���� !��� �� �����������	� �� 	�� ���� �� �� ��

����� ����� � 	�� �� �	� 	� ���� ��� ���� ����	� �	��� �� �	� �������

Remark. �	 �*� ���� �/ � 2�	��A ��!*�2�� � M ��
 �� 2A ��7	����	 �	A ;���

� � 4��� *�� � �.2;��� ��"!��D��A !� �.�* �*�� !�4�5  � K 8 /�� ��� � � @,

�� /����;� �*�� �	A ;��� �	 4��� �� ���*�� 
�.�"��	 �� !�������, �	 !�����.��� 

�/ � M 4 Æ & �*�	 �*� ;��� � ��		�� 2� 
�.�"��	 ��	�� �	A 
�.�"��	 ;���

*�� ���*�� �� �� �� �� � /����� 2.� 	�� 2��* ;*����� � 2��	+ ������ .	��� � 

���� 	�� �����/A �*�� ��0.���"�	�, �*.� 4��� ��	���	� �	�A �*� �;� !�������

;���� 4��5� �	� 4��5� ;*����� 4��� ��	���	� ��� 
�.�"��	 ;����,

�*� /����;�	+ �;� !��!������	� !����� �	 G8:H +��� "��*��� /�� ��	���.��3

�	+ ���	���� �3�!���.�"��	 ;����,

Proposition 3.4.3. $�� � 
� 	 ����	��	�� !��� � �� �# 	�� + M ��!*4S4�55�

���� � �� ��	��	�� �����������	� �� 	�� ���� ��

� � +
 � �M T� M� T�  � + 

��	���� 9,<,<� ��� � M ��
 �
 %
 �
 ;� S M 4�%�5� �	� � 2� ��7	�� 2A T� M � 

T% M % �	� T� M ;, �*� �3���	���� ;��� 8�4S5 M ��%���;��%��� � � � �� ���	����

�3�!���.�"��	,

Proposition 3.4.5 4���!������	 9,>,?5. $�� 5 $ 	� 
 �� 
� 	 �����	����

�������� ��� ��	�

*� 54�5 � (�$� ��� 	�� � � 	#

+� ��!*54�5 � ��!*54�5 M � �� �
 � � 	 	�� � �M �#

.� . �54�5��  8 ��� 	�� � � 	 	�� � � ��

���� ��� 	�� ��	��	�� ���������	� !��� ) � 	�# � M 54)5 �� 	 ��	��	��

�����������	� !����

��	���� 9,<,>� ��� � M ��
 �
 %
 �
 ;� T� M � T% M % T� M ; 	 M ��
 �� 
�	� � M *4)5 ;*��� ) M �������������� � � � � ����4	5 S4)5 M 4���5� 

*4�5 M �%� �	� *4�5 M �; �� �*��

� M �%��%��;�%��%��%��; � � �  49,8?5

&A �*� !�����.� !��!������	 �*� ;��� � �� ���	���� �3�!���.�"��	 2.� �� ��

	�� �3���	���� �� �� M ��  � ���/ �,



��$� �� ����	����� ����� ��

�� �� ���A �� !���� 4��� G8:H5 �*�� ����A ���	���� �3�!���.�"��	 ;��� *��

�	7	����A "�	A �3!���	���"�� !��7D��, �*�� �"!���� 2A ���!������	 9,>,: �*�

/����;�	+$

Proposition 3.4.7. � ��� ��	��	�� �����������	� !��� � 	����� 	 %������&

�	����4	���� 
� ��� �������� �� ��# ��	� ��#

� M ���� � � ��� � � � 


!���� �� � �� ��� � � 8�

��� � +���	 ���	���� �3�!���.�"��	 ;��� � �.�* /�����������	 ;��� 2�

������ 	����	� �	 �*� ��0.��, ��� �	���	�� �	 �*� ���� �/ �*� ���	���� �3

�!���.�"��	 ;��� �/ �D�"!�� 9,<,> �*� ��	�	���� /�����������	 ��$

�%� � �%� � �; � �%� � �%� � �%� � �; � � � 

�*� /����;�	+ �"!����	� ��""� ;�� !����� �	 G8:H$

Lemma 3.4.8 4�*����" 9,>,<5. $�� � 
� 	 ��	��	�� �����������	� !���#

	�� � M �� � � ��� � � � 
� ��� 	����	� �	����4	����� ,�� 	�� � � 8# 	��

������ 	�� �������� ���"� �� �� �� ��� ����� ����	� �� ��

�	 �*� /����;�	+ /�� � +���	 ���	���� �3�!���.�"��	 ;��� � ;� �*��� ��	���

2A

V� M ��� � � � 8� 49,8C5

�*� ��� �/ ;���� �/ �� �!!����	+ �	 ��� ��	�	���� /�����������	 � M ���� � � � ,

Theorem 3.4.9. $�� � � ������ ���� V� �� 	 ����	� ����

(����� �	A 	�	�"!�A !��7D � �/ � ;��� �/ V� ���� 	�� 2���	+ �� V� ��	��

V� �� � 2�!��7D ����, ������� �  � &� V� �� ��*��;��� �� ;�.�� 2� � ��+*�

�!����� /����� �/ � �	� �*�� �� �D��.��� 2A ��""� 9,>,<, ��	�� V� �� � ��+*�

	��"�� ����, 
�	�� � �� ������ .	��� � �	� V� � (�$� �� /����;� �*�� V� ��

���� ��/� 	��"��,

�*� /����;�	+ ���.�� �*�;� �*�� 	� �;� ;���� �/ V� ������! !��!���A,

Theorem 3.4.10. $�� � � ������ ���� V� �� 	� � ���	������ ����



�� ������� ��  ����	����� ����� ��� !�������"������

(����� �/ ����V� M 8 �*� �����"�	� �� ������� ��	�� �	 ���"�	� �/ �� ��		��

������! !��!���A ;��* �����/ �� �� �� .	2�������, ��� �*�	 �
 �� � V� 2� �.�*

�*�� � �M ��, &A ��	���������	 ��� .� �.!!��� �*�� �*��� �D���� � 	�	�"!�A

� � 
.J � � ���/ �� 4;*��* ;� ��	 ���."� ;��*�.� ���� �/ +�	������A ��	�� ��

���.�� �/ �	� �	�A �/ T� � 
.J ������/ �5, '� *��� ��� � :��� �	� ���� � :��� /��

��*��;��� � ;�.�� ������! !��!���A ;��* T� �	� �� �� ;�.�� *��� � 	�	�"!�A �3

!���	���"�� !��7D 4�� �.ÆD5 ;*��* �� �2�.��, �*�	 �*��� �D��� $
 $� � (�$�

�.�* �*�� � M T�$� �	� �� M �$�T�,

'��*�.� ���� �/ +�	������A ;� ��	 ���."� �*�� � ���.�� 2�/��� �� �	 �*�

��	�	���� /�����������	 �/ � �� �*�� �*��� �D���� ! � 4V� � ����5� �.�* �*��

!� � ���/ �, 
�	�� 2A ��""� 9,>,< �	A !��!�� !��7D �/ � ��		�� 2� ��+*�

�!����� �	 � ���* ���.���	�� �/ T� ".�� 2� /����;�� 2A $�L �*� ��"� ��+."�	�

�!!���� �� �� �� ���* ���.���	�� �/ � �	 � ".�� 2� /����;�� 2A $�T�, �*���/���

;� *���

� M !4T�$�$�5� M !4�$�5� 

�� $� �� � �3!���	���"�� !��!�� /����� �/ �� �� ".�� 2� �	 4�� � ����5� �� ;���

�� �$� �	� 2A ��7	����	 !, �*.� ;� *��� �2���	�� �*�� � � 4V� � ����5� �	�

�� ��  � V� ;*��* �� ������A � ��	���������	, �*�	 � �	� �� ��		�� ������!

!��!���A,

�*� /����;�	+ �*����" !����� �	 G8: �*����" =,=H �*�;� �	 !�����.��� 

�*�� �	A ���	���� �3�!���.�"��	 ;��� �� � "��!*�� �"�+� 2A � �.���2�� �	3

I������ "��!*��" �/ � ���	���� �!���.�"��	 ;���, '� ��!��� *��� � ������

!���/ 2���� �	 �*� !�����.� ���.���,

Theorem 3.4.11. $�� � 
� 	 ��	��	�� �����������	� !���� ���� 04�5 ��

	 ��	��	�� ���������	� !���# 	�� ��� ���������� �� 0 �� V� �� ��'��� �#

����# �� �� 	�� �	 ��� �� ��� �	����4	���� �� � � �� ��# 	�� ��
� M ��

	 # ����

�� M �	�

(����� 
�	�� � � ����� 2A �*����"� 9,<,B �	� 9,<,8@ �*� ���� V� �� 2�!��7D 

������!3/��� �	� 	��"��, &A ���!������	 8,9,8 �*� ����������	 �� V� �/ �*� "�!

0 ��7	�� 2A 49,:5 �� �	I������, ��� + M 04V�5 � � �	� ��	��� 2A * $ +� 
 ��

�*� �	I������ "��!*��" ��7	�� 2A *4��5 M � /�� �	A �� � +, �	� *�� � M *4)5

/�� ��"� ) � +�, ��� .� 	�; �*�; �*�� ) � ����4+5, �	���� ��	�� � *��



��%� �����
���� ������� 
������ �� !�������"��  ����	����� ����� �	

�	7	����A "�	A �3!���	���"�� !��7D�� 2A ���!������	 9,8,B �� /����;� �*�� )

*�� �	7	����A "�	A !���	���"�� !��7D�� �� �*�� �� �� ������ .	��� ��������,

��� 	�; � 2� � ��/� �!����� /����� �/ ) �	� ��� �
 � � + � �M � 2� �.�* �*��

��
 �� � ���� ), �*.� *4�5*4�5
 *4�5*4�5 � ���� �, 
�	�� *4�5� �M *4�5�  ;�

*��� *4�5 �M *4�5 �� �*�� *4�5 �� � ��/� �!����� /����� �/ � �	� �*�	 � !��7D

�/ ��, ���" ��""� 8,9,: �� /����;� � � ���/ ),

3.5 Connection between classes of generalized

Episturmian words

��� .� ������ �*�� �=�4�5 �� �*� /�"��A �/ ��� �	7	��� ;���� � ;*��* ��� ������

.	��� � �	� �.�* �*�� ����A ��/� �!����� /����� �/ � ;*��� ��	+�* �� �� ����� �

�� � !��7D �/ �, ��������A ;� *��� �=�4�5 � �=�4� K 85, ��� .� ��	��� 2A

�=� �*� ����� �/ ;���� ;*��* ��� �	 �=�4�5 /�� ��"� � � @ �,�, 

�=� M
�
#��

�=�4�5 

�	� �/ �*� "��	 ���.��� �� �*� !���/ �*�� �=� ���	����� ;��* �*� ����� �/ �3

���	���� ;���� ;��* ���� 4�/, �*����" 9,=,<5, �� � ��������A ;� ;��� ������

�*�� �	A ���	���� �3�!���.�"��	 ;��� �� � �3���	���� ;��� ;��* ����,

��� �*� ��F� �/ ������A ;� ��!��� �	 ��2�� 9,8 �*� ��7	����	� �	� �*� 	���3

���	� �/ �*� ��J���	� ������� �/ ;���� �	����.��� �� /��, '� ��	����� �	�A �*�

���	���� ���� ��	�� �*� (	�	3���	����) ;���� �/ � +���	 ����� ��� ��7	�� 2A

�*� !��!���A �/ *���	+ �*� ��"� ��� �/ /������ �� � ���	���� �	�,

�	 ����� �� !���� �*� "��	 �*����" ;� 	��� ��"� !����"�	��A ���.���,

Lemma 3.5.1. $�� � � �=�4�5 	�� � 
� 	 ���	�������� �	��� �� � ���

��	� ��� � � � ���� ��� �������� ������� �� � �� � �� 	 ����	� �	���

�� 	 ���	�������� ���"� �� ��

(����� &A ��	���������	 �.!!��� �*�� � M !�$�T$T��� /�� ��"� ������� �
 � � �

;��* � �M � �	� ;���� !
 $ � �� �� � ��, 
�	�� � �� ������ .	��� � 2��*

�$�T$ �	� �$�T$ ��� /������ �/ � �� �*�� $�T$ �� � ��/� �!����� /����� �/ � �/

��	+�* �$�T$� � �  �	� *�	�� � !��7D �/ ��, �*�� ����� �� � ��	���������	 

2���.�� ;� *��� /�.	� �	 ���.���	�� �/ � �	 � 2�/��� �*� ��/�"��� �	�,



�� ������� ��  ����	����� ����� ��� !�������"������

��2�� 9,8$ 
.""��A �/ �*� +�	����������	� �/ ���	���� �!���.�"��	 ;����

Name Symbol Definition

��	
����� ��
� 	��� ���
� �����
�� �� �
��
�� ��������

���� ���	��� 	
�
��� ��� ���

	���

��	
����� �����
�� �� �
��
�� ��������

���� ���	��� 	
�
��� ��� �

�
����� �����	
����� ����� � ������ ���	�� ���� �� ��� ��� ���
 	���

���� ���
�	 �� �� !�	

������ ���	�� ���� �� ��� ��� ���
 	���

���� ���
�	 �� ����
� �
 ���	
 �

�� �� !�	

�

��� ����� 	����

Proposition 3.5.2. ��� !��� �� �=� �	� ��"������ �	�� ���	��������

���"����

(����� ��� � � �=�4�5 /�� � �.���2�� � � @ �	� � 2� � !��7D �/ � ;��*

��� � � , '� �*��� !���� �*�� � *�� � �3!���	���"�� !��7D ;*��� ��	+�* �� ��

����� ��� /��" ;*��* �*� ��������	 ;��� /����;,

��� /T� 4/ � ��5 2� �*� !��7D �/ � �	��	+ ;��* �*� 7��� ���.���	�� �/ T�,


�	�� � �� � !��7D �/ � �	� *�� /T� M �1 /�� � �.���2�� 1 � ��, �/ 1 M � �*�	

/ M � �	� � M T� �� �*�� /T� M � �� �*� ������� �3!���	���"�� !��7D,

�*�	 �.!!��� 1 M ���� � � ��� ;��* �� � � /�� � M 8
    
 �, �� �/� M �1� 
�	� *�� / M ��    �� /�� ��"� �� � � � M 8
    
 �, 
�	�� / �M � �	� *�� � �M T� 

�� �*�� T� �� 	�� ��/� �!����� �	 �, ��	�� ��T� �� �*� �	�A ��/� �D��	���	 �/ T� �	 �,

�� � �� ������ .	��� � �T�� �� �*� �	�A ��+*� �D��	���	 �/ � �	 �, �*�� �"!����

�� M T��,


�	�� /T� M �� � � ���T��T� �	�� ;��* �*� 7��� ���.���	�� �/ T� 4�	� *�	�� ;��*

�*� 7��� ���.���	�� �/ T��T�5 �	� ��	 �!!�A �*� ��"� ��+."�	� �� �2��� �� �*�

!��7D ��� �	 ����� �� �*�; �*�� �� M T��, ��	��	.�	+ �*�� ;�A �	� ���	�.���A

�2���	� �� M T�� /�� ��� � M 8
    
 � �� �*�� / M T1 �	� /T� �� �+��	 �*� �������



��%� �����
���� ������� 
������ �� !�������"��  ����	����� ����� ��

�3!���	���"�� !��7D �/ �,

��� � 47D�� 2.� ��2�����A5 ;��� � � �=� ;� ��	��� 2A 4+�5��� �*�

��0.�	�� �/ ��� �3!���	���"�� !��7D�� �/ � ������� 2A �	������	+ ��	+�*,

������� /�� �	A � � @ ��� �� 2� �*� .	�0.� ������ �.�* �*�� +��� �� � !��3

7D �/ �, �*� �	7	��� ;��� � M ���� � � ��� � � � ;��� 2� ������ �*� ��
������ �

!��� �/ �, �*� !���/ �/ ���!������	 9,=,: �*�;� �*�� /�� �	A � � @ +���

���	����� ;��* �*� !��7D �/ � �	��	+ ;��* �*� 7��� ���.���	�� �/ T��+�,

�*� 	�D� ��""� �*�;� �*�� .	��� �.���2�� ����."���	��� � ����	+�� ����3

���	 *����,

Lemma 3.5.3. $�� � � �=�4�5� 3��� ��� 	
� � ���	����# ��� � � 8 
�

��� ��	� �� M �� ��� ���� � ( � !��� �+�� � �	:� ���� +��� M 4+���5��

(����� ��� � 2� �*� +������� �	��+�� �����/A�	+ �*� *A!��*���� �/ �*� ��""�,

��� .� 7��� !���� �*�� 7 M T��+��� ���� 	�� ���.� �	 +�, &A ��	���������	 

��	����� �*� ��+*�"��� ���.���	�� �/ 7 �	 +� �,�, ��� 7" 2� � �.ÆD �/ +� �.�*

�*�� 7 ���� 	�� ���.� �	 �	A �*����� �.ÆD, �/ �"�  �+�� �*�	 �	� ��	 �����A

�*�; �*�� �*� �.ÆD 7"�� �/ +��� �� � �3!���	���"� ;*��* �� �2�.�� 2���.��

��� ��	+�* �� �7"��� � �7�,

.!!��� �*�	 7" M T��+���$T��+� /�� ��"� $ � ��, 
�	�� 7" �� � �.ÆD

�/ +� �	� *�� �*�� T"7 M +���T$7 �� � !��7D �/ +� 4��� ��+.�� 9,95, ��;

�*��� �� 	� !��!�� �.ÆD � �/ T$ �.�* �*�� �7 �� ��/� �!����� �	 �, �	���� 

�/ �.�* � �D����� �*�	 �7 ;�.�� 2� � !��7D �/ +� �	� �� 7T� ;�.�� 2�

� �.ÆD �/ +� ��	��������	+ 4�� ��� ( �"�5 �*� /��� �*�� 7" 2�+�	� ;��* �*�

��+*�"��� ���.���	�� �/ 7 �	 +�, ��	�� ����A ���.���	�� �/ 7 �	 � �� !�������

2A T$, 
�	�� "�� M $T��+��� �� � /����� �/ � �	� �2���	� $ M T$ �� �*��

7"�� M T��+���$T��+��� �� � �3!���	���"�� �.ÆD �/ +��� ��	+�� �*�	 7 �

��	���������	,

�*.� 7 ���� 	�� ���.� �	 +�, 
�	�� 7 �� �*� ��	+��� �3!���	���"�� �.ÆD

�/ +��� ;� ��	 ;����

� M +����
� M �7�� 


;*��� 4�
 ��5 �� �*� ��/�"��� ���.���	�� �/ 7 �	 �, &A ��""� 9,=,8 �7T� M

4+���5� �� � !��7D �/ �, ���" �*�� �	� ������� +��� M 4+���5�,

Theorem 3.5.4. $�� � � ��� ��� �����!��� ��������� 	�� ���� 	����)



�� ������� ��  ����	����� ����� ��� !�������"������

xnBk xn v̄ x̄n Bk xn x̄n Bk xn v x̄n Bk

Bn

ρ̄ Q Q ρ

��+.�� 9,9$ ��""� 9,=,9

*� � � �=�#

+� � �	� ��"������ �	�� ���	�������� ���"���# 	�� �� 4+�5��� �� ��� ���

����� �� 	�� ��� ���	�������� ���"��� ������� 
� ����	���� ������#

����� ������ 	� ������� . ��� ��	�

+��� M 4+���5� 


��� 	�� � � .# ��� 	 ����	
�� ������ ��#

.� � �� 	 ����	��	�� !��� !��� �����

(����� *��+� ��� � � �=�4�5 ���� � � ��� � � � 2� ��� �.2��������� ;��� �	�

4+�5��� �*� ��0.�	�� �/ ��� �3!���	���"�� !��7D�� �/ �, '� ��	����� �*� "�	�"��

�	��+�� � �.�* �*�� �+�� � � 	:, '� ��� ���� M ������ � � ��� � � � � �� �	� ��F�

�*� "�	�"�� � �.�* �*�� ��!*4�� � � �����5 M ��!*4����5, ��� . M � K � K 8,

�*�	 /�� ��� � � . �*��� �D���� � ;��* �  �  �K� �.�* �*�� �� M ��, 
�	��

� � � �	� *�� �+�� � � 	 : �� �*�� 2A ��""� 9,=,9 +��� M 4+���5�,

+��.� ��� P8�4S5 2� �*� �3���	���� ;��� ;��* ���� �� M +� �	� ���������

;��� S M ������ � � ��� � � � , �	� *�� �*�	 P8�4S5 M �,

.��*� �*�� /����;� /��" �*����" 9,9,8@,

��� .� ���

=� M
�
#��

=�4�5 

�*� /����;�	+ ��������A �� � �����+*�/��;��� ��	��0.�	�� �/ �*� !������	+ �*�3

���",

Corollary 3.5.5. =� ������� !��� ��� ��� �� 	�� ��!���� !��� �����



��%� �����
���� ������� 
������ �� !�������"��  ����	����� ����� ��

��� � � �=�4�5, '� ���� ����	� ������� . �/ � �*� "�	�"�� �	��+�� �

;��* �*� !��!���A �*�� /�� ��� � � � �*��� �D���� � ( � �.�* �*�� �+�� � � 	 :

�	� �� M ��, '� �2����� �*�� �*� !���/ �/ �*����" 9,=,< �*�;� �*�� /��

�	A +���	 � � �=�4�5 *���	+ �������� �	��+�� . �	� *�� �*�� /�� ��� � � . 

+��� M 4+���5�,

Corollary 3.5.6. ��� ��	��	�� �����������	� !��� �� 	 ����	��	�� !���

!��� ����� -���� ��# �� � � �4��� 	�� � M ���� � � ��� � � � �� ��� ��
������ �

!���# ���� ��� ����	� ������� . �� � �� ���	� �� ��� �����	� ������� � ���

��	� ��!*4�5 M ��!*4�� � � �����5�

(����� �� �� �.Æ���	� �� �2����� �*�� � ���	���� �3�!���.�"��	 ;��� � �� �	

�=�4@5 2���.�� ��� ��� ��/� �!����� /������ ��� !��7D�� �/ �, �*���/��� 2A �*�3

���" 9,=,< � �� � �3���	���� ;��� ;��* ���� +�, 
�	�� /�� ��� � � @ �	� *��

�+�� � � 	 : �� /����;� ��������A �*�� . M �,

Proposition 3.5.7. $�� � 
� 	 ����	��	�� !��� !��� ���� 	�� . 
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'� ��A �*�� � �.2��� + �/ �*� ��!*�2�� � �� ���7�! �/ + � �4+5 � (�$� 

�*�� �� �/

� � +
 � �M T� M� T�  � +  49,:@5

Proposition 3.6.9. $�� � 
� 	 ��	��	�� �����������	� !��� 	�� S 
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�� ������� ��  ����	����� ����� ��� !�������"������

��	����� �*� �3���	���� ;��� � ;��* � M 4 Æ & �	� S4�5 M 4��5�, �	� *��

� M ���������������� � � � , �� �	� �����A ����7�� � �	� �� ��� �;� ��/� �!�����
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	��� �*�� �/ % � > �*�	 T%  � >,
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3.7 The importance of involutory antimorph-
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�*�� =�� � =��A  ��	�� T�B� �� � �.ÆD �/ =��, ��	�� =��A �� � ��/� �!�����



��� ������� ��  ����	����� ����� ��� !�������"������

/����� �/ @ �� �*� =�� �� ��/� �!����� �	� �D��	�� .	�0.��A �� =��A ,

�� ��"��	� �� �*�; �*�� =��A �� ���� ��+*� �!�����, �	 �*� ��"� ;�A �*�� ;�

�*�;�� �*�� T�B� � T�B�A  � �A""����� ��+."�	� �*�;� �*�� ?4A 5T�B� � T�B�,

�*.� �� �*�; �*�� =��A �� ��+*� �!����� �� �.Æ��� �� �*�; �*�� T�B�A �� ��+*�

�!�����, ��; ��	�� =�� �� ��/� �!����� �	� T�B �� � /����� �/ @ �� /����;� /��"

��""� 9,?,= �*�� T�=�� M T�B�A � �� � /����� �/ @, 
� �/ T�B�A ;��� 	�� ��+*�

�!����� �� ;�.�� "��	 �*�� T�B� � T�B�A � T�B�A � M T�?4A 5T�B�, �*�� �"!����

�*�� @ �� !������� � ��	���������	, �*.� =��A �� ��+*� �!����� �	� *�	��

2��!�����, 
�	�� =�� � =��A  =��� ��		�� 2� � !��!�� !��7D �/ =��A  ��

�*�� =��� M =��A ,

�� ��"��	� �� �*�; �*�� =��� �� � ?3!���	���"�, &.� .��	+ �*� /���

�*�� B �� � ?3!���	���"� ?4=���5 M ?4=��A 5 M ?4A 5T�=� M ?4A 5T�B�A M

?4A 5T�?4B5�A M ?4B�A 5�A M ?4=�5�A M =��A M =���, �*.� =��� �� �

?3!���	���"�,

����	+ ����2���*�� �*�� ���* 2��!����� /����� �/ @ �� � ?3!���	���"� ;�

��	��.�� �*�� @ �� � ?3�!���.�"��	 ;���, �*�� ��	��.��� �*� !���/ �/ �*�3

���" 9,?,8,

Remark. �� /����;� �*�� /�� ���* � � 8 �*� ?3!���	���"�� !��7D�� �/ =� ���

!�������A �*� 2��!����� !��7D�� �/ =�,

��� ? 2� �	 �	���.���A �	��"��!*��" �/ �*� /��� "�	��� ��, �	 G8:H �*�

�.�*��� �	����.��� �����.� ���� �/ ;���� ;*��� /������ ��� ������ .	��� �*�

�����	 �/ ?, �	� �.�* ��� �� �=&4�5 ��	�����	+ �/ ��� �	7	��� ;���� @ ;*���

���� �/ /������ ��� ������ .	��� ? �	� �.�* �*�� ����A ��/� �!����� /����� �/ @

�/ ��	+�* +������ �� �0.�� �� � �� � !��7D �/ @, �*.� �=&4@5 �� !�������A �*�

��� �/ ��� ���	���� ?3�!���.�"��	 ;����, ��D � � @ �	� ��� @ � �=&4�5,

��� 4=�5��� ��	��� �*� ��0.�	�� �/ ��� ?3!���	���"�� !��7D�� �/ @ ������� 2A

�	������	+ ��	+�*, ��� ���* � � @ ��� �� � � 2� �.�* �*�� =��� �� � !��7D

�/ @, �*� ��0.�	�� 4��5��� �� ������ �*� ��
������ � !��� �/ @, �	 G8:H �*�

�.�*��� ����2���* �*� /����;�	+ ��""� 4��""� <,9 �	 G8:H5$

Lemma 3.7.8. $�� @ � �=&4�5� ������� �� M �� ��� ���� @  � ( �

	�� !��� �=�� � � 	 :� ���� =��� M 4=���5���

�	 ���� � M @ ;� ��	 ��A "���$
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Proposition 3.7.9. $�� @ 
� 	 ��	��	�� ?����������	� !���� ������� ��	�

=�� �� ���� ����	� ��� ���� � � @# 	�� ��	� ��� ������ � ���� �� =��

���� =��� M 4=��5�� �

(����� &A ��""� 9,?,C �� �.Æ��� �� �*�; �*�� /�� ��"� @  � ( � =�� ��

��/� �!�����, ��� =��� 2� �*� �*������ 2��!����� /����� ��	���	�	+ �*� ������ �,

�*.� � K 8  � ��	�� =� ��	���	� �, 
�	�� =� ���� 	�� ��	���	 � ;� ��	

;���� =��� M =�	��=�, ���� �	A �	� �/ 	
 �  �	� =� "�A 2� �*� �"!�A

;���, 
�	�� =��� �� �*� �*������ 2��!����� /����� ��	���	�	+ � �� /����;� �*��

����A ���.���	�� �/ � �	 @ �� !������� 2A =�	, 
�	�� =�� �� � /����� �	�

=��� �� � �.ÆD �/ =� �� /����;� �*�� =�	 �� 2��* � !��7D �	� � �.ÆD �/

=���, &.� �*�� �"!���� �*�� =�	 �� 2��!����� �	� ��	�� �=�	� ( �=���� 
;� ���.�� �*�� =�	 M =� �	 ��*�� ;���� 	 �� �"!�A, ��	�� =�� �� ��/�

�!����� �� ��0.����,

'� �2����� �*�� ���!������	 9,?,B *���� ���� /�� 4+�	����5 ?3�!���.�"��	

;���� ��	�� /�� �	A ?3�!���.�"��	 ;��� �*��� �D���� � ���	���� ?3�!���.�"��	

;��� *���	+ �*� ��"� ��� �/ /������,

�	 +�	���� ���!������	 9,?,B ���� 	�� �D��	� �� ;���� @ � �=&4�5 /��

� � @, ��� �	���	�� ��� t 2� �*� ���2�	���� ;��� �,�, �*� 7D�� !��	� �/ �*�

"��!*��" @ �
 @8 8 �
 @: �	� : �
 @, ��� @ 2� �*� �"�+� �/ t .	��� �*�

"��!*��" @ �
 � 8 �
 �% �	� : �
 %��, ��� ? 2� �*� �	���.���A �	��"��!*��"

+�	������ 2A ?4�5 M � �	� ?4�5 M %, �*�	 �� �� ������A ����7�� �*�� @ �
�=&4<5 2.� @  � �=&495 ��	�� 2��* ��% �	� %�� ��� ��/� �!����� /������, '�

*��� �*�� =� M � =� M ��%� �	� =� M ��%�%����%�, �*.� ���*�.+* =�% ��

��/� �!����� �	� % ���.�� �	 =� ;� *��� �*�� =� �M 4=�%5
�� M ��%�%���%�,

3.8 Special factors and images of Arnoux-Rauzy

words

�*� "��	 ���.�� �/ �*�� ������	 �*�;� �*�� /�� +�	�������� �!���.�"��	 ;����

�	 �*� ���	���� ���� ���	 ;*�	 �*� ���! �/ ���!!�	+ �*� (����.�� .	��� ��"�
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Theorem 3.8.1. $�� � � �� �	����� ��� �����!��� �!� ��������� ��� 	��

� � � # !���� � � @)

*� 	�� ���� ����	� �	��� �� � �	 ��� ������ � �� 	 ���"� �� �#

+� � �	� 	� ���� ��� ����� ����	� �	��� �� ������ ��

���� ����� ������ + � ��!* � 	�� 	 ��	��	�� ��������	�4� !��� ) � +�

��� ��	� � �� 	 ������ ��	�� %����� 	� ��'��� � ��������& �� )�

�*� /����;�	+ ��"!�� ��""� �� �*� 7��� 2���� �	+�����	� /�� �.� "��	 ���.��,

Lemma 3.8.2. $�� � 
� 	� ��"���� !��� ��� ��	� 	�� ��Æ������ ���� ����

����	� �	��� �� � �� 	 ���"� �� ��� ���� � �� ���������

(����� &A ��	���������	 �.!!��� �*�� !� �� � !��7D �/ � �	��	+ ;��* �*�

��+*�"��� ���.���	�� �/ � �	 �, �*�	 ��� !��7D�� �/ � /��" ��	+�* �!�� �	 ��

	�� �����.� �	 � �	� �� *��� �� ���� ���������� �	 �, &A � ��.	��	+ ��+."�	� 

�*�� �"!���� �*�� � *�� ���� �� ����� �	� /����� ;��* ���� ��	� ��� ��/� �D��	���	

4�,�, � ��/� �!����� /�����5 /�� ���* ��	+�* � � �!��, ��� �.Æ���	��A ���+� � 

�.�* � ��/� �!����� /����� �*�.�� 2� � !��7D �/ � 2A *A!��*����, '� *��� ����*��

� ��	���������	,

'� 	��� �	� �/ �*� "��� ;���3F	�;	 �	� .��/.� �������"�	�� �/ �*� �*����"

�/ ���� �	� ����.	� 4�/, G=@ �*����" ?,9H5$

Theorem 3.8.3. �� ��"���� !��� � �� �����	���� ������� �� 	�� ���� ��

%�4�5 M %�4� K 85 ��� ���� � � @�

�� � ��	��0.�	�� �/ ��""� 9,C,: ;� �2���	 �*� /����;�	+ �!�����������	,

Proposition 3.8.4. �� ��"���� !��� � �� %������& ������� �� 	�� ���� �� ��

�	� �� ���� ����	� �	��� �� ���� ������ ��

(����� �/ � M �� ;��* � � �� �*�	 � *�� 	� ��/� �!����� /������ �/ ��	+�* ���,
��	������A ���."� �*�� � *�� 	� ��/� �!����� /����� �/ ��	+�* �, �*�� �"!����

����4�� � ���� �5 M ����4���� � ���� �5 


�� �*�� 2A �*����" 9,C,9 � �� .���"����A !�������, ������A � *�� 	� ��/� �!�3

���� /����� �/ �	A ��	+�* � � � �*.� �� ��������A �����7�� �*� *A!��*���� �/

��""� 9,C,:, �*���/��� � �� ���.���	� �	� *�	�� !�������,
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�*� /����;�	+ !��!������	 ;�� !����� �	 G8< ��""� ?H .	��� ��J���	�

*A!��*����, '� ��!��� �	 ���!��� !���/ /�� �*� ��F� �/ ��"!����	���,

Proposition 3.8.5. $�� � 
� 	 �������� 	������� ��"���� !���� ����

� ��� �	��� � �� � �� ���	���� �� ���� 
�����	� �	��� �� ��

(����� 
�	�� � �� ���.���	� ;� ��	 ��	����� � ��"!���� ���.�	 � �� � �	 �,

'����	+ � M $� �� ��		�� *�!!�	 �*�� �*� /����� � �� ��;�A� !������� 2A $ �	

� ��*��;��� � ;�.�� 2� !�������, �*.� ��"� �.ÆD �/ � �/ ��	+�* �� ����� ���
".�� 2� � ��/� �!����� /����� �/ �, ��� � � �� 2� �/ "�	�"�� ��	+�* �.�* �*��

�� �� � ��/� �!����� /����� �/ �, 
.�* � ;��� �� ��������A .	�0.� �	� � �� ��;�A�

!������� �	 � 2A �, �	 � ��"���� ;�A �*��� �D���� � .	�0.� � � �� �/ "�	�"��

��	+�* �.�* �*�� �� �� ��+*� �!����� �	 � �	� � �� ��;�A� /����;�� 2A �,


�	�� �� �� ��/� �!����� �	 � �	� �� �� ��;�A� /����;�� 2A � �	� *�� �*�� ���

�� ���� ��/� �!�����, 
�"�����A ��	�� �� �� ��+*� �!����� �	� ��;�A� !������� 2A

� ��� �� ��+*� �!�����, ��	�� ����A /����� � �/ � �� ��	���	�� �	 ��"� 2��!�����

/����� = M ��� �/ �,

� ���.���	� ;��� � � �� ;��* � M ��!* � �� �	 ��������	�4� ;��� �/ ��

*�� �D����A �	� ��/� �!����� /����� �	� �	� ��+*� �!����� /����� �/ ���* ��	+�* �/

��+��� �����, ��	�.D3��.�A ;���� ��� .	�/��"�A ���.���	� 4�/, G:BH5L �*�� ;��

!��� �/ �*� ��7	����	 �	 G<H, �	 ��	�.D3��.�A ;��� � �� ��	��	�� �/ ��� ��/�

�!����� /������ ��� !��7D�� �/ �, �*�	F� �� ��""� 9,C,: �	� ���� 	�� *��� ��

��	����� ���.���	�� ;*�	 �*��F�	+ �/ � +���	 ;��� �� � ���	���� ��	�.D3��.�A

;���,

Proof of Theorem 3.8.1


.!!��� 7��� �*�� � *�� 	� ��/� �!����� /����� �/ ��"� ��	+�* �, �*�	 � ��

!������� 2A ���!������	 9,C,< �� �*�� �� �� ��������A � "��!*�� �"�+� �/ �� /��

�	A � � ��!* �,

��; ��� .� ���."� �*�� � *�� �� ����� �	� ��/� �!����� /����� �/ ���* ��	+�*

X �D����A �	� /��" ��	+�* � �	, &A ��""� 9,C,: � �� ���.���	� �� �*��

2A ���!������	 9,C,= �� *�� �	7	����A "�	A 2��!����� /������ ;*��* ;� ��	���
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=�
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����� �	��D �.�* �*�� �=	� � � , &A ��	�����	� 8 �	� : =� �� � 2����� �/ =���
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/�� ��� � � �, �*� ��0.�	�� ;*��� �3�* ���" �� �*� 4��+*�5 ��+��� �/ =� /��

��� � � � �� �*�	 	�	3�	������	+, ��	�� �*��� �D���� � � � �.�* �*�� =� *��

�*� ��"� ��+��� �/ =� /�� ��� � � � �*�� �� �*� �2��� ��	������� ��0.�	�� ��

��	���	� /��" ��� �3�* ���" �	, '� ���

+ M �� � � �=�� � ���� �� � ��!* � 


�� �*�� ����+ �� 2A ��7	����	 �*� ��+��� �/ =�,

'� 	�; ��	����� �*� ���.�	 ;���� �� � M =� �	 �, ��� ��� M �$� �	�

��� M �$� 2� �	A �;� �����	�� ��"!���� ���.�	� �� � �	 � �	� ��� .� �*�; �*��

$�� �M $�� , �	���� ��� � 2� �*� ��	+��� ��""�	 !��7D �/ $� �	� $�, �/ � M $� 

�*�	 �$�� � �$�� �� $� �M $�L ��	�� �$� M ��� �*��� �� �	 �	���	�� ���.���	�� �/

� �	 �$� ��	��������	+ �*� ��7	����	 �/ ��"!���� ���.�	, �*� ��"� ��+."�	�

�!!���� �/ � M $�, �*.� � �� � !��!�� !��7D �/ 2��* $� �	� $� �� �*�� �� �� �

��+*� �!����� /����� �/ �, 
�	�� � *�� �	�A �	� ��+*� �!����� /����� !�� ��	+�* 

�	� � �� � ��+*� �!����� /����� �/ � �� /����;� �*�� � �� � �.ÆD �/ ��, �*��

�"!���� � M � ��	�� ��*��;��� �*��� ;�.�� 2� �	 �	���	�� ���.���	�� �/ � �	

�$� �	� �$�, ��	�� $�� �M $�� �� �������, 
�	�� � �� ���� ��/� �!����� �	 � .��	+

� �A""����� ��+."�	� �	� ��	 !���� �*�� �� �M ��,

���" �*�� �� /����;� �*�� /�� ���* � � + �*��� �D���� � .	�0.� ��"!����

���.�	 � � M �$ �� � �	 � �.�* �*�� $� M �, '� ��7	� � "��!*��"

5 $ +� 
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���!��� �� ��� !��7D �, '� ��"��F �*�� �� � ��	��0.�	�� �/ �*� ��7	����	 �/

���.�	 ;���� �	� *��

� � ���� )� 54�5� � ���� � �	� � � ���/ )� 54�5� � ���/ �  49,::5

'� ;��� !���� �*�� ) �� � ���	���� ��	�.D3��.�A ;��� 2A �*�;�	+ �*�� ) *��

�D����A �	� ��+*� �!����� /����� 4�/ ��+��� ����+5 �/ ���* ��	+�* �	� �*�� ���

��/� �!����� /������ �/ ) ��� !��7D�� �/ ��,

��� �� �	� �� 2� �	A �;� ��+*� �!����� /������ �/ ) *���	+ �*� ��"� ��	+�*,

�*.� �*��� �D��� �����	�� ������� ��
 ��
 ��
 �� � + �.�* �*�� �� �M �� �	�

����
 ���� � ���� ) /�� � M 8
 :, &A 49,::5 �*�� �"!���� 54����5�
 54����5� �
���� �, 
�	�� /�� / � ���
 ��� �	� � M 8
 : ;� *���

54��/5� M 54��5��� M 54��5�$� � ���� �



��)� ���
��� ��
���� ��� ���!�� �� *���	+�,�	"� ����� ���

;��* $� � �M $�!�  �� /����;� �*�� 54��5� �	� 54��5� ��� ��+*� �!����� /������ �/ �,

&A ��	�����	 : ���*�� 54��5� � 
.J454��5�5 �� ���� �����, �*� ;��� � *��

����K 8 M ����K 8 ���.���	��� �	 2��* 54��5� �	� 54��5� �	� �� �� � !��7D �/

2��* 2A �*� ��7	����	 �/ ���.�	 ;���, ��	�� ;� ������ 54��5� M 54��5� ��

�*�� �� M �� 2A �*� �	I�������A �/ 5,

�/ � �� � ��+*� �!����� /����� �/ ) 2A �*� �2��� ��+."�	� 54�5� �� ��+*�

�!����� �	 �, 
�	�� �54�5�� � ��� ;� �2���	 �*�� 54�5�� � ���� � /�� ���

� � +, 
�	�� �*� �	�A ��"!���� ���.�	 �� � �	 � ������	+ ;��* � �� $  �� /����;�

54�5�$ M 54�5� � M 54��5� � ���� � �� �*�� �� � ���� ) /�� ��� � � + 

!����	+ �*�� � *�� ��+��� ����+,

��� 	�; �� 2� � ��/� �!����� /����� �/ ) �	� ��� ���
 ��� � ���� ) /�� ��"�

�����	�� ������� �
 � � +, �*�	 54���5�
 54���5� � ���� �, �� 54�5 M � �M
�! M 54�5 54��5� �� � ��/� �!����� /����� �/ �, &A ��	�����	 8 �� /����;�

54��5� � ���/ � �	� �*�	 �� � ���/ ) 2A 49,::5,
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Chapter 4

Characteristic morphisms

4.1 Basic definitions and properties

��� 	 2� � 7	��� ��!*�2��, � "��!*��" 5 $ 	� 
 �� ;��� 2� ������ ��

�	�	������� �/

54����4	55 � ����� 


�,�, 5 "�!� �	A ���	���� �!���.�"��	 ;��� ���� �*� ��!*�2�� 	 �	 � ���	�3

��� �3�!���.�"��	 ;��� �	 �*� ��!*�2�� �, �����;�	+ �*�� ���"�	���+A �*�3

���" :,9,8 ��	 2� ��/��".����� 2A ��A�	+ �*�� 	� ��'��� � �������� 5 $

�� 
 �� �� ��	��	�� ���������	� �� 	�� ���� �� �� �� &��	�	�������,

��� �	���	�� ����A "��!*��" 5 $ 	� 
 �� �����/A�	+ �*� ��	�����	� �/

���!������	 9,>,? �� �3�*������������ 4�	� �	I������5, � ������� �D�"!�� �/ �

	�	3�	I������ �3�*������������ "��!*��" �� �*� ��	���	� "��!*��" 5 $ � �
	 �
 � � � ;*��� � �� � 7D�� �3!���	���"�� ������,

��� 	 M ��
 �� � M ��
 �
 %� � ��7	�� 2A T� M � T� M % �	� 5 $ 	� 
 ��

2� �*� �	I������ "��!*��" �.�* �*�� 54�5 M � 54�5 M ��%, �/ ) �� �	A ���	����

�!���.�"��	 ;��� 2�+�		�	+ �	 ��� �*�	 � M 54)5 2�+�	� ;��* ��%��%� ��

�*�� � �� � ��/� �!����� /����� �/ � ;*��* �� 	�� � !��7D �/ �, �*.� � �� 	��

�3�!���.�"��	 �	� �*���/��� 5 �� 	�� �3�*������������,

�	 �*�� ������	 ;� �*��� !���� ��"� ���.��� ��	���	�	+ �*� ���.��.�� �/ �3

�*������������ "��!*��"�,

Proposition 4.1.1. $�� 5 $ 	� 
 �� 
� 	 ���	�	������� ��������� ,��

�	� � �� 	# 54�5 � (�$�
��



��� ������� $� �����
�������
 ���������

(����� �� �� ����� �*�� �54�5� �� � !����� �/ ���* !��7D �/ 54��5, 
�	�� 54��5 ��

�	 ����� �� *�� �	7	����A "�	A �3!���	���"�� !��7D�� 4��� G8:H5, �*�	 /��"

��""� 9,8,= �*� �����"�	� /����;�,

��� 5 $ 	� 
 �� 2� � "��!*��" �.�* �*�� 54	5 � ��
�, ��� �	A � � 	 ���

54�5 M �
	 

� � � ��	 


�� 2� �*� .	�0.� /�����������	 �/ 54�5 2A �*� ���"�	�� �/ ��,

'� ���

V455 M �� � �� � �� � 	
 �� $ 8  �  � �	� � M �
	 

� �  4<,85

�/ 5 �� � �3�*������������ "��!*��" �*�	 2A ���!������	� <,8,8 �	� 9,>,: 

;� *��� 54	5 � (�$�
� � ��

� �� �*�� V455 �� ;��� ��7	��,

Proposition 4.1.2. $�� 5 $ 	� 
 �� 
� 	 ���	�	������� ��������� ����

V455 �� 	� � ���	������ 	�� ����	� ����

(����� ��� ) � ����4	5 2� �.�* �*�� ��!* ) M 	 �	� ��	����� � M 54)5 �
�����, �*�	 �*� ��� V455 �0.��� V� �� ��7	�� �	 49,8C5, �*� ���.�� /����;�

/��" �*����"� 9,<,B �	� 9,<,8@,

Proposition 4.1.3. $�� 5 $ 	� 
 �� 
� 	 ���	�	������� ��������� ��

����� ����� �!� ������� �
 � � 	 ��� ��	� 54�5� �M 54�5� # ���� 54	5 � (�$��

(����� 
�� � M 544���5�5, ������A 54�5 �� � ��+*� �!����� /����� �/ � ��	��

�� �!!���� /����;�� 2��* 2A 54�5 �	� 54�5, �� � �� �	 ����� 2��	+ �*�

�"�+� �/ �*� ���	���� �!���.�"��	 ;��� 4���5� ;� *��� �*�� 54�5 �� � ��/�

�!����� /����� �	� �*.� � !��7D �/ �, &.� ���� 54�5 �� � !��7D �/ � �*�	

�� ".�� 2� 54�5 M 54�5, �*� ��"� ��+."�	� ��	 2� �!!���� �� 54�5 �����	+

�� M 544���5�5,

��; ��� � � 	, �*�	 54�5� ��		�� 2� �0.�� �� 2��* 54�5� �	� 54�5� ,

�*���/��� �� �*�;	 �2��� 54�5 � (�$�, ���" �*�� �*� ��������	 /����;�,

Proposition 4.1.4. $�� 5 $ 	� 
 �� 
� 	 ���	�	������� ��������� ��

��� �
 � � 	# 
.J 54�5 � 
.J 54�5 �M ���# ���� 54��5 M 54��5# ��	� ��# 
���

54�5 	�� 54�5 	�� ��!��� �� 	 !��� �� ���

(����� �/ 54��5 �M 54��5 ��	�� 
.J 54�5 � 
.J 54�5 �M ��� �*��� �D���� �

��""�	 !��!�� �.ÆD . �/ 54��5 �	� 54��5 ;��* . �M �, ��� . 2� �*� ��	+���



$��� ����
 ���������� ��� ���������� ���

�/ �.�* �.ÆD��, �*�	 �*��� �D��� $
 � � �� �.�* �*��

54��5 M $. �	� 54��5 M �. 
 4<,:5

;��* $ �M �, ��� � 2� � ���	���� �!���.�"��	 ;��� ;*��� ��������� ;���

��	 2� ;�����	 �� S M ����! ;��* ! � 	� �� �*�� � M ����������) ;��*

) � 	�, �*.�

54�5 M 54��554��5/ M 54�554��554��554��51

/�� ��"� /
 1 � ��, &A 4<,:5 �� /����;�

54�5 M $.$./ M 54�5�.�.$.1 

�*� .	�����	�� ���.���	��� �/ .$ ��� !������� 2A ��J���	� ������� 	�"��A $

�	� �, 
�	�� 54�5 � ����� �*�� �"!���� .$ � ���/ 54�5 �	� �*�	

.$ M $.  4<,95

�	 � !��/����A �A""����� ;�A 2A ��	������	+ �	 �!���.�"��	 ;��� �� ;*���

��������� ;��� S� *�� ���� �� � !��7D ;� �2���	 �*�� �. M .�, ��	�� �

�	� . ��� !�;��� �/ � ��""�	 !��"����� ;��� �L 2A 4<,95 �*� ��"� ��	 2�

���� �2�.� $ �	� ., 
�	�� �*� !��"����� ���� �/ � 	�	�"!�A ;��� �� .	�0.� 

�� /����;� �*�� � �	� $ ��� 2��* !�;��� �/ �, �� ��� M �$� 2A ��7	����	 ;�

�2���	 � M $ �	� �*�	 54��5 M 54��5 ;*��* �� � ��	���������	,

Corollary 4.1.5. �� 5 $ 	� 
 �� �� 	� ��'��� � ���	�	������� ��������#

���� 54	5 �� 	 ��Æ� ����

(����� �� �� ����� �*�� �/ 5 �� �	I������ �*�	 /�� ��� �
 � � 	
 � �M � �	� *��

54��5 �M 54��5L /��" ���!������	 <,8,< �� /����;� 
.J 54�5 � 
.J 54�5 M ���,
�*.� /�� ��� �
 � � 	 �/ � �M � �*�	 54�5  � 
.J 54�5 �	� �*� �����"�	�

/����;�,

Proposition 4.1.6. $�� 5 $ 	� 
 �� 
� 	 ���	�	������� ��������� ����

��� �	� �
 � � 	# ������

��!*54�5 � ��!*54�5 M �

��

54�5� M 54�5� 



��� ������� $� �����
�������
 ���������

(����� ��� ��!*54�5 � ��!*54�5 �M � �	� 54�5� �M 54�5� , '� ��� � �� �*�

��	+��� !��7D �/ 54�5 �.�* �*�� ��!*� � ��!*54�5 M � �	� % � � �.�* �*��

�% � ���/ 54�5, ��� �*�	 �� 2� �*� ��	+��� !��7D �/ 54�5 �	 ;*��* % ���� 	��

�!!��� �,�, �.�* �*�� %  � ��!*��, 
�	�� ;� *��� ���."�� �*�� 54�5� �M 54�5�  

�� ��		�� 2� � M �� M �, ��� .� �.!!��� �*�� 2��* � �M � �	� �� �M �, �	 �*��

���� ;� *��� �*�� % �� ��/� �!����� �	 454��55� ��	�� �� �!!���� !������� 2��*

2A � �	� �� �	� /��" �*� ��7	����	 �/ � ��!*� � ��!*�� M �, '� ����* �

��	���������	 ��	�� % �*�.�� 2� � !��7D �/ 54��5� ;*��* �� �	 ����� �	� �*.�

� !��7D �/ 54�5,

'� �*�	 *��� �*�� ���*�� � �M � �	� �� M � �� � M � �	� �� �M �, �	 �*� 7���

���� ;� ��� � M � �	� �� M � ��*��;��� ;� ��� �� M � �	� � M �, �*.� ;� ��	

;����

54�5 M !%2
 54��5 M %2 � 
 4<,<5

;��* ! � �� %  � ��!*! �	� 2
 2 � � ��, ��� ���* 	�		�+����� �	��+�� � 

4����5� �	� 4����5� ��� ���	���� �!���.�"��	 ;���� �� �*�� 454����55� �	�

454����55� ��� �	 �����, ������� ��	��

454���55� M 54��5��454���55� �	� 454���55� M 54�5��454���55� 


�� �� ����� �*�� 54���5� �	� 54���5� *��� �*� ��"� ��� �/ /������ �� �*�� ���* ��/�

�!����� /����� �/ 454���55� �� � ��/� �!����� /����� �/ 454���55� �	�  ��  ���	,

��� � 2� � 	�	�"!�A ��/� �!����� /����� �/ 454���55�L �*�	 � �� ���� � !��7D,

�� 	���� �2��� � *�� �� 2� � ��/� �!����� /����� 4�	� �*.� � !��7D5 �/ 454���55�,

�*.� � �� � ��""�	 !��7D �/ 454���55� �	� 454���55� ;*��* �� � ��	���������	

��	�� �*� 7��� ;��� 2�+�	� ;��* % ;*����� �*� ����	� 2�+�	� ;��* ! ;*��*

���� 	�� ��	���	 %, �*���/��� 54���5� *�� 	� ��/� �!����� /����� ��J���	� /��"

�L ��	�� ���* ��+*� �!����� /����� �/ � ;��� �	 ����� �� �*� �3�"�+� �/ � ��/�

�!����� /����� �� �� ����� �*�� 454���55� *�� 	� �!����� /����� ��J���	� /��" �,

��	�� ���* /����� �/ 454���55� ��	 2� �D��	��� �	 � .	�0.� ;�A 2��* �� �*�

��/� �	� �� �*� ��+*� �� �*�� 2A 4<,<5 ;� ��	 ;����

454���55� M %2 �!% � � �

�	� �� ������ �2��� ���* ���.���	�� �/ % ".�� 2� /����;�� 2A 2 �!% ;*��*

A����� �*��

454���55� M 4%2 �!5� M 454��5!5� 




$��� ����
 ���������� ��� ���������� ��	

�� �*�� �*�� �	7	��� ;��� *�� �*� �;� !������ �54���5� �	� �54��5!�, ���" �*�

�*����" �/ ��	� �	� '��/ �	� ������� 54���5454��5!5 M 454��5!554���5 �� �*��

54���5! M !54���5  4<,=5

�*� !������	+ �0.����	 ����� .� �*�� ! �� � �.ÆD �/ !54���5 �	� �� ��

�54�5� � �!� �� ".�� 2� � �.ÆD �/ 54�5L ��	�� ! ���� 	�� ��	���	 �	A % �� *��

�� 2� � �.ÆD �/ 2 �� �*�� ;� ��	 ;����

54�5 M !%*! 4<,>5

/�� ��"� ;��� *, 
.2����.��	+ �	 4<,=5 �� /����;�

54���5 M !54��5!%* 

���" �*� !������	+ �0.����	 ;� *���

454����55� M 54��554��5!54��5!%* � � � 4<,?5

���" 4<,>5 54�5 M !, ���!������	 <,8,< �	�.��� �*�� ! M 54�5 ".�� 2�

��J���	� /��" 54��5 ��*��;��� ;� ;�.�� �2���	 54���5 M 54���5 ;*��* ;�.��

�"!�A % �� � !��7D �/ 54�5 ;*��* �� � ��	���������	, �*.� /��" 4<,?5 ;� *���

�*�� 54��5! �� � ��/� �!����� /����� �/ 54����5� �	� �*�� �"!���� �*�� 54��5! �� �

!��7D �/ 54��5�54�5 /��" ;*��* ;� �2���	 �*�� ! �� � !��7D �/ 54���5 M %2 �54�5 

�*�� �� � ��	���������	 ��	�� ! ���� 	�� ��	���	 �	A ���.���	�� �/ %, �*.� �*�

�	����� ���."!���	 �*�� ��!*54�5 � ��!*54�5 �M � �	� 54�5� �M 54�5�  ����� �	

�	A ���� �� � ��	���������	,

Proposition 4.1.7. $�� 5 $ 	� 
 �� 
� 	 ���	�	������� ��������� ��

�
 � � 	 	�� 54�5
 54�5 � (�$�# ���� ������ ��!*54�5 � ��!*54�5 M � ��

54��5 M 54��5� �� �	�����	�# �� 5 �� ��'��� � 	�� 54	5 � (�$�# ���� ���

	�� �
 � � 	 !��� � �M � !� �	 � ��!*54�5 � ��!*54�5 M ��

(����� �/ ��!*54�5 � ��!*54�5 �M � /��" ���!������	 <,8,> ;� �2���	 ��

54�5
 54�5 � (�$� �*�� 54�5 M 54�5� M 54�5� M 54�5, �*�	 54�5 M 54�5

�	� /��" ���!������	 <,8,< ;� *��� �*�� 54��5 M 54��5,

�/ 5 �� �	I������ �*�	 /�� ��� �
 � � 	 ;��* � �M � ;� *��� 54��5 �M 54��5 ��

�*�� �*� ��������	 /����;�,



��� ������� $� �����
�������
 ���������

Corollary 4.1.8. $�� 5 $ 	� 
 �� 
� 	� ��'��� � ���	�	������� ������

��� ��� ��	� 54	5 � (�$� 	�� 	��	 � :� ���� 54	5 � ���

(����� ��� �
 � � 	 ;��* � �M �, 
�	�� 5 �� �	I������ ;� *��� /��" ���!������	

<,8,? �*�� ��!*54�5 � ��!*54�5 M �, ��� � 2� � !��!�� 2����� �/ 54�5, �*�	

�*��� �D��� �;� 	�	�"!�A ;���� $ �	� � �.�* �*��

54�5 M �$ M ��


�	�� ��!*54�5 � ��!*54�5 M � ;� *��� 54�5 �M �L �*.�

54��5� M 54�5�$54�5��54�5 � � �

�*�;� �*�� � �� � ��/� �!����� /����� �	 54��5� 2.� �*�� ;�.�� �"!�A �*�� � ��

� !��7D �/ 54��5, �� ��!*� � ��!*54�5 M � �� /����;� � M � �,�, 54�5 � ��,

�*� ��"� ��+."�	� �!!���� �� 54�5,

�*� /����;�	+ ��""� ;��� 2� .��/.� �	 �*� 	�D� ������	,

Lemma 4.1.9. $�� 5 $ 	� 
 �� 
� 	 ���	�	������� ��������� ���� ���

�	� � � 	 	�� ��� 	�� � � �#

�54�5�� � 8 M� �54�5�'	 
	 � 8

(����� ��� � 2� �*� 7��� ������ �/ 54�5 �.�* �*�� �54�5�� � 8, �*�	 ;� ��	

;����

54�5 M $�����

;��* �
�� � �� �  � ��!*� �	� �54�5�( M 8 /�� ���* % �	 ��!*$, �/ $ �M � �*�	

;� *��� �*�� $ �M 4��5 2.� �*�� "��	� �*�� � �� ��/� �!����� �	 54��5 ;*��*

�� � ��	���������	 ��	�� ���* ��/� �!����� /����� �/ 54��5 �� � !��7D �	� � �� 	��

�	 ��!*$, �*�	 �� ".�� 2� $ M � �	� � M 54�5� ,

4.2 First results

�*� 7��� ���.�� �/ �*�� ������	 �� � �*�������������	 �/ �	I������ �3�*������������

"��!*��"� �.�* �*�� �*� �"�+� �/ �	A ������ �� �	 .	2������� �3!���	���"�,

� ;���� �*�������������	 ;��� 2� +���	 �	 
�����	 <,9,
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Theorem 4.2.1. $�� 5 $ 	� 
 �� 
� 	� ��'��� � �������� ��� ��	� ���

	�� � � 	# 54�5 � ��� ���� 5 �� ���	�	������� �� 	�� ���� �� ���

�����!��� �!� ��������� ����)

*� ��!*54�5 � ��!*54�5 M �# ��� 	�� �
 � �� 	 ��� ��	� � �M ��

+� ��� 	�� � � 	 	�� � � �# �54�5��  8�

(����� ��� 5 2� �3�*������������, 
�	�� 5 �� �	I������ /��" ���!������	 <,8,? ;�

*��� �*�� �/ � �M � �*�	 ��!*54�5���!*54�5 M �, �*.� ��	�����	 8 *����, ���

.� 	�; !���� �*�� ��	�����	 : �� �����7��, �*�� �� ������	�A ��.� �/ �54�5�  : 

�� 54�5 � ��, ��� .� �*�	 �.!!��� �54�5� � :, '� ��	 ;����

54�5 M ��� � � ���� 


;��* �� � � � M 8
    
 � T� M � �	� � �M �,

��� .� !���� �*�� /�� �	A � M 8
    
 � ��  � ��
 ��, &A ��	���������	 �.!!���

�*�� � *�� �	 �	���	�� ���.���	�� �	 54�5 �	� ��	����� ��� 7��� ���.���	��,


�	�� 54�5 �� � �3!���	���"� ;� ��	 ;����

54�5 M ��� � � ����! M T!�T�� � � � T��� 


;��* ! � �� 8  � ( � �	� �	 �M � /�� � M 8
    
 �,

'� 	�; ��	����� �*� ���	���� �3�!���.�"��	 ;��� � M 54��5 ;*��� 7���

������ �� �, '� *��� �*�� 	� ������ T�	 � M 8
    
 � �� ��/� �!����� �	 � ��

��*��;��� T�	 M � �*�� �"!���� �	 M � ;*��* �� �2�.��, ���� � ��		�� 2� ��/�

�!����� ��	�� ��*��;��� � M �, �*.� �� /����;� �*�� �� M T�� ���� M T�� , , ,  

�� M T��, ��	�� ��� � � ���� �� � !��!�� 2����� �/ 54�5 ;*��* �� � ��	���������	,

���" �*�� ��	�� 54�5 �� � �3!���	���"� �	� ������� �*�� �*��� �� 	� �	���	��

���.���	�� �/ � �	 54�5 �� ;���,

��	���A �	A ������ �/ 54�5 ��		�� ���.� "��� �*�	 �	��, �*�� �� � ��	3

��0.�	�� �/ ��""� <,8,B ��	�� ��*��;��� �*� 7��� ������ �/ 54�5 	�"��A � 

;�.�� �����.� �	 54�5, �*.� ��	�����	 : *����,

��	������A ��� .� 	�; �.!!��� �*�� ��	�����	� 8 �	� : *���L ���!���3

���	 9,>,? �	�.��� �*�	 �*�� 5 �� �3�*������������,

� ��J���	� !���/ �/ �*����" <,:,8 ;��� 2� +���	 �� �*� �	� �/ �*�� ������	 ��

� ��	��0.�	�� �/ � /.�� �*�������������	 �/ �	I������ �3�*������������ "��!*��"� 

+���	 �	 �*����" <,9,8,



��� ������� $� �����
�������
 ���������

Remark. �	 �*� (�/) !��� �/ �*����" <,:,8 �*� ��0.���"�	� 54	5 � �� ��	

2� ��!����� 2A 54	5 � (�$� �� ��	�����	 : �"!���� �*�� 54�5 �� .	2�������

/�� �	A � � 	 �� �*�� 54	5 � ��, �	 �*� (�	�A �/) !��� �	 ���; �/ �����3

���A <,8,C �	� ��	 ��!���� 54	5 � �� 2A 54	5 � (�$� .	��� �*� *A!��*����

�*�� ����	 � :,

��	���� <,:,:� ��� 	 � � �	� * 2� ��7	�� �� �	 �D�"!�� 9,<,>, �*�	 �*�

"��!*��" * �� �3�*������������,

�� �	 �""������ ��	��0.�	�� �/ �*����" <,:,8 ;� �2���	$

Corollary 4.2.3. $�� , $ 	� 
 +� 
� 	� &��	�	������� ��������# * $

+� 
 �� 
� 	� ��'��� � �������� �	�������� *4+5 � �� 	�� ��� �!� �����

����� �� ��� ��	������ �� ������� /�+�*� ���� 5 M *Æ, �� ���	�	��������

��	���� <,:,<� ��� 	 � � �	� * 2� ��7	�� �� �	 �D�"!�� 9,<,> �	� ���

, 2� �*� �	��"��!*��" �/ 	� �.�* �*�� ,4�5 M �� �	� ,4�5 M ���, 
�	��

, M # ! Æ : ;*��� :4�5 M � �	� :4�5 M � , �� � ���	���� �!���.�"��	

"��!*��", ��	�� �*� "��!*��" 5 $ 	� 
 �� +���	 2A

54�5 M �%��;
 54�5 M �%��;�%�

�� �3�*������������ �� 5 M * Æ ,,

Theorem 4.2.5. $�� 5 $ 	� 
 �� 
� 	 ���	�	������� ��������� ����

����� ����� + � �# 	 �������� , $ 	� 
 +�# 	�� 	 �������� * $ +� 
 ��

��� ��	�)

*� , �� &��	�	�������#

+� *4+5 M V455# !��� *4�5 � ��� ��� 	�� � � +#

.� 5 M * Æ ,�

(���� %��� ,��� /�*&� 
�� V M V455 �� ��7	�� �	 4<,85 �	� ��� + M 04V5 �
� ;*��� 0 �� �*� "��!*��" ��	������� �	 49,:5, ��� 5� $ 	� 
 V� �	� 0� $ V� 

+� 2� �*� ����������	� �/ 5 �	� 0  ���!�������A, 
����	+ , M 0�Æ5� $ 	� 
 +� 2A

�*����" 9,<,88 �	� ������� ,4����4	55 � ����4+5 �,�, , �� &3�*������������,

��� ) � ����4	5 2� �.�* �*�� ��!* ) M 	 �	� ��	����� � M 54)5 � �����,


�	�� V �0.��� V� �� ��7	�� �	 49,8C5 2A �*����" 9,<,88 �*� "��!*��" 0 ��
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���
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�

��+.�� <,8$ � ��"".������ ���+��" ������2�	+ �*����" <,:,=

�	I������ ���� V �� �*�� 0� �� 2�I������, 
�� * M C Æ 0��
�  ;*��� C $ V� 
 �� ��

�*� �	��.���	 "�!, �*�	 *4+5 M V �	� *4�5 � ��� /�� ��� � � +, �.��*��"��� 

;� *���

5 M C Æ 5� M C Æ 40��
� Æ 0�5 Æ 5� M 4C Æ 0��

� 5 Æ 40� Æ 5�5 M * Æ ,

�� �������,

��	���� <,:,>� ��� 	 M ��
 �� � M ��
 �
 %� �	� � 2� �*� �	��"��!*��"

�/ �� �.�* �*�� T� M � �	� T� M %, �*� "��!*��" 5 $ 	� 
 �� ��7	��

2A 54�5 M � �	� 54�5 M ���% �� �3�*������������ 4�*�� ;��� 2� ����� �/���

�*����" <,9,8 ��� �D�"!�� <,9,:5 �	� �� ��	 2� ����"!���� �� 5 M * Æ , 

;*��� , $ 	� 
 +� 4;��* + M ��
 ��5 �� �*� "��!*��" �.�* �*�� ,4�5 M �

�	� ,4�5 M �� ;*��� * $ +� 
 �� �� ��7	�� 2A *4�5 M � �	� *4�5 M ��%, '�

��"��F �*�� ,4����4	55 � ����4+5 2.� *4����4+55 �� ����� �� �� ��	 2�

����7�� .��	+ �*����" <,:,8, �2����� �*�� �*�� �D�"!�� �*�;� �*�� 	�� ���

�3�*������������ "��!*��"� ��	 2� ��	���.���� �� �	 ��������A <,:,9,

Proposition 4.2.7. $�� , $ 	� 
 �� 
� 	� ��'��� � ��������� ���� , ��

&��	�	������� �� 	�� ���� �� �� 	� 
� ��������� 	� , M #� Æ D# !����

� � �� 	�� D $ 	� 
 �� �� 	� ��'��� � �����	� ���������

(����� ��� , M #� Æ D ;��* � � �� �	� D �	 �	I������ ������� "��!*��", �*�	

D �� ��������A &3�*������������ �	� #� �� &3�*������������ ��� 2A �*����" :,9,8,

�*���/��� ���� �*��� ��"!������	 , �� &3�*������������,

��	������A ��� .� 7��� �.!!��� �*�� ,4	5 � ���
� /�� ��"� �� � �, �*�	

/�� �	A ) � ����4	5 ,4)5 �� � ���	���� �!���.�"��	 ;��� 2�+�		�	+ ;��* �� 

�� �*�� 2A ���!������	 :,:,B �*� ������ �� �� ��!�����	+ /�� ,4)5, �	 !�����.���

�� �� ��!�����	+ /�� ���* ,4�5 4� � 	5L 2A ���!������	 :,:,8= �*��� �D���� �
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�������
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"��!*��" /� $ 	� 
 �� �.�* �*�� , M #�� Æ/�, 
�	�� ) � ����4	5 #��4/�4)55

�� � ���	���� �!���.�"��	 ;��� ���� � �� �*�� 2A ���!������	 :,9,: �*� ;���

/�4)5 �� ���� � ���	���� �!���.�"��	 ;��� ���� �, �*.� /� �� �	I������ �	�

&3�*������������ �	� ;� ��	 ������� �*� �2��� ��+."�	� �� 7	� 	�; �������

�� � � �	� &3�*������������ "��!*��"� /� �.�* �*�� , M #�� Æ � � � Æ #�� Æ /� ��

��	+ �� ��� �"�+�� �/ ������� .	��� /� *��� �*� ��"� 7��� ������,

�/ ����	 � 8 ��	�� , �� �	I������ ;� ���	�.���A �2���	 �*� /����;�	+ ��3

��"!������	$

, M #�� Æ #�� Æ � � � Æ #�� Æ D M #� Æ D 
 4<,C5

;*��� ��
    
 �� � � � M �� � � ��� �	� D M /� �� �.�* �*�� D4�5� �M D4�5� /��

��"� �
 � � 	, �/ �*� ���+�	�� ��0.���"�	� ,4	5 � ���
� �� 	�� "�� 2A �	A �� 

�*�� �� �/ ,4�5� �M ,4�5� /�� ��"� �
 � � 	 ;� ��	 ����� 7� �	 4<,C5 �*����	+

� M @ �	� � M �,

��� �*�	 �
 � � 	 2� �.�* �*�� D4�5� �M D4�5� , 
�	�� D �� &3�*������������ 

2A ���!������	 <,8,9 ;� �2���	 D4	5 � (�$, ������� ��	�� D �� �	I������ 

2A ��������A <,8,C ;� *��� D4	5 � �� M � �� �*�� D �� �	 �	I������ �������

"��!*��",

�	 �*� ���� 	 M ��� �*� ��	+�*� �/ �*� ;���� /�4�5 /�� � � 8 ��� ��������	+,

��	�� ���	�.���A ;� 7	� �	 � � 8 �.�* �*�� /�4�5 � � �	� �*� ��������	 ��

!����� /��

, M #�� Æ � � � Æ #�� Æ /� M #� Æ /� 


;��* � M �� � � ��� � �� �	� /� $ 	� 
 �� �	 �	I������ ������� "��!*��",

��	���� <,:,C� ��� 	 M ��
 �� � M ��
 �
 %� �	� , $ 	� 
 �� 2� ��7	�� 2A$

,4�5 M ���%������%�� M #�4�%���%�5 �	� ,4�5 M ���%��� M #�4�%��5 


�� �*�� /�4�5 M �%���%� �	� /�4�5 M �%��, �*�	 ,4�5 ��	 2� ��;�����	 ���� ��

,4�5 M #�4/�4�55 M 4#� Æ #�54%�%�5 M 4#� Æ #� Æ #(54��5 M #��(�4�5 

�	 � ��"���� ;�A �	� �2���	� ,4�5 M #��(�4�5, ��	�� �����	+ D4�5 M � �	�

D4�5 M � �*� "��!*��" , M #��(�ÆD �� &3�*������������ �	 ���; �/ �*� !������	+

!��!������	,

���" �*����" <,:,= �	� ���!������	 <,:,? �	� ������� �*� /����;�	+$
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Corollary 4.2.9. � ��� ��'��� � ���	�	������� �������� 5 $ 	� 
 ��

	� 
� ��������� 	�

5 M * Æ #� Æ D 
 4<,B5

!���� D $ 	� 
 +� �� 	� ��'��� � �����	� ��������# #� $ +� 
 +� �� 	

���� ��	��	�� ���������	� �������� %!��� � � +�&# 	�� * $ +� 
 �� ��

	� ��'��� � �������� ��� ��	� *4+5 M V455�

Remarks.

8, ���" �*� !������	+ ���.�� ;� *��� �	 !�����.��� �*�� �/ 5 $ 	� 
 �� ��

�	 �	I������ �3�*������������ "��!*��" �*�	 ����	  �����,

:, �*����" <,:,= �	� ���!������	 <,:,? �*�; �*�� � ����"!������	 4<,B5 ��	

��;�A� 2� �*���	 �� �*�� + M ��!*� � D4	5 � � �	� *4�5 � ��� � ��

/�� ���* � � +,

9, ��������A <,:,B �*�;� �*�� �*� ���� 54	5 ;*��* �� � �.ÆD ���� 2A

��������A <,8,= �� �	 /��� �*� ���������� 42A "��	� �/ *5 G?H �/ �*�

���� #�4D4	55 � +� �	� �*� 2�!��7D ������!3/��� �	� 	��"�� ����

*4+5 � ��,

<, ���" �*� !���/ �/ ���!������	 <,:,? �	� �����A �2���	� �*�� �/ ����	 � 8 

�*� ����"!������	 4<,B5 �� .	�0.�,

Proposition 4.2.10. $�� 5 $ 	� 
 �� 
� 	� ��'��� � ���	�	�������

��������# ��������� 	� �� 4<,B5� ��� !��� � M *484�55 �� 	 ���	��������

��� ��	� ��� �	� � � 	#

54�5� M 4� *4D4�555� 
 4<,8@5

	�� 54�5 �� ������ 	 ���"� �� � �� ���	� �� �*4D4�55�

(����� 
�	�� 84�5 �� � !���	���"� �	� �*� �	I������ "��!*��" * �� �.�* �*��

*4+5 � �� ;� *��� � � (�$� �	 ���; �/ ���!������	 9,8,B, ��� � � 	 �	�

��� � M D4�5, '� *���

54�5� M *4#�4D4�5584�55 M *4#�4�584�55
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*4#�4�584�55 M *484��55 M *4484�5�5	�
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�	� 4<,8@5 /����;�, �*.� ��	�� *4�5 �� � �3!���	���"�� �.ÆD �/ �*4�5 ;� ������

�54�5�  ��*4�5�, &A ���!������	 <,8,8 54�5 � ��
�, �*���/��� �� ��	 2� ���*��

�0.�� �� �*4�5 �� � !��7D �/ �, �	���� �/ 54�5 M �� ;��* � � 	�	�"!�A !��!��

!��7D �/ *4�5 � �� �*�	 � � ��
� �� ��

� �� ��/� .	����A, �*�� +���� ���� �� �

��	���������	 2���.�� �� �� � 2�!��7D ����,

Corollary 4.2.11. 9���� ��� �	�� ���������� 	�� !��� ��� �	�� ���	����

	� �� (���������� /�+�*2# �� ��
 �� � 	 	�� ��� ��	� �54��5�  �54��5�# ����
������ 54��5 � ���/ 54��5# �� 54��5 	�� 54��5 �� ��� � ���	�# ����#


.J 54��5 � ���/ 54��5 M 
.J 54��5 � ���/ 54��5 M ��� 

(����� ��� � M 8
 : ��� .� ��� �� M D4��5, &A ���!������	 <,:,8@ 54��5 �� ���*��

� !��7D �/ � �� �0.�� �� �*4��5,

�/ 54��5 �� � !��7D �/ � �*�	 �� �� � !��7D �/ 54��5 ��� �� �54��5�  �54��5�,
��� .� �*�	 �.!!��� �*��

54��5 M �*4��5 /�� � M 8
 :  4<,885

��; ��� $ 2� �	 ���"�	� �/ 
.J 54��5����/ 54��5, 
�	�� 54��5 � ��
� ;� ��	

;���� $ M $�! ;*��� $� �� �*� ��	+��� ;��� �/ ��
� � ���/ $, �*�	 ! �� � !��!��

!��7D �/ � ;��� � ���.���	+ �	 �*� .	�0.� /�����������	 �/ 54��5 ���� ��, �/ !

;��� 	�	�"!�A � ;�.�� ������! ;��* ��"� ;��� �� �/ �*� /�����������	 �/ 54��5

���� ��, �*�� �� �2�.�� ��	�� /�� �	A ) � ����4	5 �.�* �*�� ��
 �� � ��!* ) 

2��* � �	� �� ;�.�� 2� �	 V'	�
 ;*��* �� ������!3/��� 2A �*����" 9,<,8@,

��	�� ! M � �	� $ � ��
�, �*���/��� 2A 4<,885 ;� *��� $ M *4-5 ;*��� - �� �	

���"�	� �/ 
.J484�5��5 � ���/484�5��5,

&A ���!������	 <,:,8@ 4<,885 �� �0.�����	� �� 4� *4��55
� M �*4��5� � M

8
 :, 
�	�� /�� � M 8
 : �*� ;��� *4��5 �� �	 .	2������� �3!���	���"� �	A

�3!���	���"�� �.ÆD �/ �*4��5 ��	+�� �*�	 *4��5 ��	 2� ;�����	 �� *4��5-�*4��5 

;��* -� � �3!���	���"�� �.ÆD �/ �, ��	�� 4<,885 *���� /�� � M 8
 : �/ �	� �	�A

�/ � *�� 	� �3!���	���"�� �.ÆD�� !������� ���!�������A 2A *4��5 �� *4��5, &A

���!������	 9,8,B �*�� �"!���� �*�� /�� � M 8
 : 84�5 *�� 	� !���	���"�� �.ÆD
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!������� 2A �� �� �*�� ��  � ��!*� M ��!*84�5, �*���/��� ��	�� �� �M �� �*�

�	�A ;��� �	 
.J484�5��5 � ���/484�5��5 �� �, ��	�� $ M *4�5 M �,

�*� ��"� ��+."�	� ��	 2� .��� �� !���� �*�� 
.J 54��5 � ���/ 54��5 M

���,

��	���� <,:,8:� ��� 	 M ��
 �� � M ��
 �
 %
 �
 ;� + M ��
 �� �	� � 2�

��7	�� 2A T� M � T% M % �	� T� M ;, �� ;� *��� ���	 �	 �D�"!�� <,:,< �*�

"��!*��" 5 $ 	� 
 �� ��7	�� 2A 54�5 M �%��; �	� 54�5 M �%��;�%� �� �3

�*������������, '� ��	 ����"!��� 5 �� 5 M * Æ #�� Æ D ;*��� * $ +� 
 �� ��

��7	�� 2A *4�5 M �%� � �� *4�5 M �; � �� �	� D �� �.�* �*�� D4�5 M � �	�

D4�5 M �, '� *��� � M *484��55 M *4���5 M �%��;�%� �	�

54�5� M �%��;�%��;�%� M 4�%��;�%��;5� M 4� *4D4�555� 


�"�����A 54�5� M 4� *4D4�555�, �	 �*�� ���� 54�5 �� � !��7D �/ 54�5,

4.3 A characterization of characteristic morph-

isms

�*� /����;�	+ 2���� �*����" +���� � �*�������������	 �/ ��� �	I������ �3�*����3

�������� "��!*��"�,

Theorem 4.3.1. $�� 5 $ 	� 
 �� 
� 	� ��'��� � ��������� ���� 5 ��

���	�	������� �� 	�� ���� �� �� �� �������	
�� 	�

5 M * Æ #� Æ D

	� �� 4<,B5# !��� + M ��!*� � D4	5 	�� *4+5 M V � �� �	�������� ���

�����!��� ���������)

*� V �� 	� � ���	������ 	�� ����	� ���#

+� '� 4�*484�55� � V5 � ���/ *484�55#

.� �� �
 % � � � 
.J V 	�� $ � V� 	�� ��� ��	� �$T% � ���� V# ���� $ M

*484���55# !��� �� � ���/ � 	�� � � ��� � 4+ � D4	55�
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�*� !���/ �/ �*�� �*����" ;*��* �� ���*�� �."2����"� ;��� 2� +���	 ��

�*� �	� �/ �*�� ������	 .��	+ ��"� ���.��� �	 2�!��7D ������!3/��� �	� 	��3

"�� ����� !����� �	 
�����	 8,9, &�/��� !����	��	+ �*� !���/ ;� +��� ��"�

�D�"!��� �	� � ��"��F ������� �� �*����" <,9,8L /.��*��"��� ;� ������ /��"

�*�� �*����" � ��J���	� !���/ �/ �*����" <,:,8,

��	���� <,9,:� ��� � M ��
 �
 %� 	 M ��
 �� + M ��
 �� �	� ��� � �	�

5 $ 	� 
 �� 2� ��7	�� �� �	 �D�"!�� <,:,> 	�"��A T� M � T� M % �	�

5 M * Æ #� Æ D ;*��� D4�5 M � D4�5 M � �	� * $ +� 
 �� �� ��7	�� 2A

*4�5 M � �	� *4�5 M ��%, �*�	 V M *4+5 M ��
 ��%� �� �	 ������!3/��� ����

�	� �����7��$

� 4
.J V �V5 � '� V M ��� �� �*�� V �� 	��"�� 

� '�4�*484�55� �V5 M '�4��� � V5 M ��� � ���/ �,

�*� �	�A ;��� ����/A�	+ �*� *A!��*���� �/ ��	�����	 9 �� ��% M ��T� M *4�5 � V 

;��* � � V� �	� �  � 
.J V, 
�	�� � M *484�55 �	� +�D4	5 M � ���� ��	�����	

9 �/ �*����" <,9,8 �� �����7��, ��	�� 5 �� �3�*������������,

��	���� <,9,9� ��� 	 M ��
 �� � M ��
 �
 %� � 2� �.�* �*�� T� M � T� M % 

�	� �*� "��!*��" 5 $ 	� 
 �� 2� ��7	�� 2A 54�5 M � �	� 54�5 M ����%,

�	 �*�� ���� ;� *��� 5 M * Æ #� Æ D ;*��� + M ��
 �� *4�5 M � *4�5 M ���% 

D4�5 M � �	� D4�5 M �, �*�	 �*� "��!*��" 5 �� 	�� �3�*������������, �	���� 

�/ ) �� �	A ���	���� �!���.�"��	 ;��� ������	+ ;��* ��� �*�	 54)5 *�� �*�

!��7D ����%�����% �� �*�� �� �� � ��/� �!����� /����� �/ 54)5 2.� 	�� � !��7D

�/ ��,

�	 /��� ��	�����	 9 �/ �*����" <,9,8 �� 	�� �����7�� �	 �*�� ���� ��	��

���% M ���T� M *4�5 �  � 
.J V �� � V� + � D4	5 M � �	�

��  � �*484��55 � �� � ���/ �� M ��
 �� 

�/ ;� �*���� 	 � M ��� ;��* D�4�5 M � �*�	

*4#�4D
�4��555 M 4����%5� � ����� 


�� �*�� 5� M * Æ #� Æ D� �� �3�*������������, �	 �*�� ���� + M ��!*� � D�4	 �5 

+ � D�4	 �5 M ��� �	� �� M *484��55 M *4��5 �� �*�� ��	�����	 9 �� �����7��,
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��	���� <,9,<� ��� 	 M ��
 �� � M ��
 �
 %
 �
 ;
 .� �	� � 2� �*� �	��"��!*3

��" ���� � ��7	�� 2A T� M � T� M % T� M ; T. M ., ��� ���� � M ��� � �� 

+ M ��
 �
 �� M ��!*� �	� D $ 	� 
 +� 2� ��7	�� 2A D4�5 M � �	� D4�5 M �,

��	���A ��� *4�5 M � *4�5 M ��.�; �	� *4�5 M ����.�;���.�;�%, �*�	 �*�

"��!*��" 5 M * Æ #� Æ D �� �.�* �*��

54�5 M ���.�;�����.�;���.�;�% �	� 54�5 M 54�5 ���.�;� 


�	� �� �� �3�*������������ �� �*� ���� V M *4+5 �	� �*� ;��� � M *484�55 M

*4�������5 M 54�5 �����/A ��� �*��� ��	�����	� �/ �*����" <,9,8,

Remark. ��� .� �2����� �*�� �*����" <,9,8 +���� �	 �J������ !�����.�� ��

������ ;*��*�� /�� � +���	 � �	 �	I������ "��!*��" � $ 	� 
 �� �� �3

�*������������, �*� !�����.�� �.	� �	 �*� /����;�	+ ���!�$

8, �*��F ;*��*�� �4	5 � ��
�,

:, �/ �*� !�����.� ��	�����	 �� �����7�� �*�	 ��"!.�� V M V4�5,

9, #���/A �*�� V �� ������!3/��� �	� 	��"��,

<, ��"!.�� + M 04V5 �	� �*�	 �*� "��!*��" * $ +� 
 �� +���	 2A

*4+5 M V,

=, 
�	�� � M * Æ , ����/A �*�� , �� &3�*������������ �,�, �*��� �D���� � � +�

�.�* �*�� , M #� Æ D ;*��� D �� � ������� "��!*��" /��" 	� �� +�, �*��

��	 2� ��;�A� ��"!�A ��	� /����;�	+ �*� ��+."�	� .��� �	 �*� !���/ �/

���!������	 <,:,?,

>, ��"!.�� *484�55 �	� ����/A �*�� ��	�����	� : �	� 9 �/ �*����" <,9,8

��� �����7��, �*�� ��	 ���� 2� �J�������A ��	�,

&�/��� +��	+ �	 ;� 	�; +��� � 	�; !���/ �/ �*����" <,:,8 2���� �	 �*�3

���" <,9,8,

(���� �� ������� /�+�*� ��� 5 $ 	� 
 �� 2� �	 �	I������ "��!*��" �.�*

�*�� 54	5 M V � �� �	� �����/A�	+ ��	�����	� 8 �	� : �/ �*����" <,:,8, �	

�*�� ���� ;� ��	 ���."� � M � �� �*�� + M D4	5 � M *484�55 M � �	�

5 M * ÆD, ��	�� V M *4+5 M 54	5, �*� ���� V �� ������!3/��� 2A ��	�����	� 8
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4
.J V �V5 � '� V � ��� 


�,�, V �� � ��/� 	��"�� �	� �*���/��� 	��"�� ����, ��� �
 % � � � 
.J V �	�

$ � V� 2� �.�* �*�� �$T% � ����� /�� ��"� � � V, �*�� �"!���� $ M � M

*484�55 2���.�� �*� �0.����	 $ M �� � � ��� ;��* ��
    
 �� � V ;�.�� �������

��	�����	 8 �/ �*����" <,:,8, �*.� ��� �*� *A!��*���� �/ �*����" <,9,8 ���

�����7�� /�� � M � �� �*�� 5 M * Æ #
 Æ D �� �3�*������������,

��	������A ��� 5 $ 	� 
 �� 2� �	 �	I������ �3�*������������ "��!*��" �.�*

�*�� 54	5 M V � ��, '� ��	 ��F� � M � + M D4	5 � � �	� ;���� 5 M * Æ D 

�� �*�� *4+5 M 54	5 M V, 
�	�� � M � 2A �*����" <,9,8 ;� *���

'�4��� �V5 � ��� 
 4<,8:5

�	� �� + � D4	5 M � /�� ��� �
 % � � � 
.J V �	� $ � V� 

�$T% � ���� V M� $ M *484�55 M �  4<,895

������� ��	�� V M V455 ;� *��� �*�� V �� 	��"�� �	� ������!3/��� 2A

���!������	 <,8,:,

��; ��� � � � �	� �.!!��� � � ��!*� /�� ��"� � � V, '� ;��� �*�; �*��

	�� �;� ���.���	��� �/ � �	 �*� ;���� �/ V ���	���� �� �*�� � *�� �D����A �	�

���.���	�� �	 V, ��� �*�	 ��
 �� � V 2� �.�* �*��

�� M !��"� �	� �� M !��"�

/�� ��"� !�
 !�
 "�
 "� � �� �	� ��� .� 7��� !���� �*�� !� M !�,

��� � 2� �*� ��	+��� ��""�	 �.ÆD �/ !� �	� !� �	� ��� !� M !��� /��

� M 8
 :, �/ 2��* !�� �	� !�� ;��� 	�	�"!�A �*��� ���� ������� ;�.�� ��J�� 2A

�*� ��7	����	 �/ � �	� �*���/��� �� ;�.�� 2� �	 '� V ��	��������	+ 4<,8:5,

��D� ;� "�A ���."� !�� M � �	� !�� �M � ;��*�.� ���� �/ +�	������A, �*�	

�� � ���/ �� �� �*�� 2A ���!������	 8,9,8 ;� �2���	 !���� � ���/ ��L �	 !�����3

.��� ;� *��� �� �M ��, ��� �*�	 � 2� �*� ��	+��� ;��� �/ V� � 
.J !�� �	� ���

!�� M -�, 
�	�� !�� �M � �	� V �� � 2�!��7D ���� ;� *��� - �M �, �.��*��"��� -

�� 	�� � �.ÆD �/ �	A ;��� �/ V /�� �/ �� ;��� �.�* � ;��� 2A ���!������	 8,9,8

;� ;�.�� ������ �*�� �� � 
.J - ��	��������	+ �*� ��7	����	 �/ �,
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��� .� 	�; ;���� �� M -���Æ, �*� ;��� Æ �� 	�	�"!�A ��	�� V �� � 2�!��7D

����, ��� �� 2� �*� ��	+��� ;��� �	 V� � ���/ Æ �	� ��� Æ M ��,, 
�	�� V

�� � 2�!��7D ���� , �M �, &A ���!������	 8,9,8 ;� ������ �*�� ,�  � ���/ V,

&A 4<,895 ;� �2���	 �*�� ����
� M � ;*��* �� �2�.��,

�*.� !�� M !�� M � ;*�	�� !� M !� �� �������, ���" !�� M !�� �� /����;�

��
� M ��

�  �� �*�� 2A ���!������	 8,9,8 ;� *��� �� M �� �	� *�	�� "� M "�,

�*���/��� �*� �;� 4+�	����5 ���.���	��� �/ � ;� *��� ��	������� ��� �*� ��"�,

'� *��� �*.� !����� �*�� ����A ������ �/ � ���.�� �� "��� �	�� �"�	+

��� �*� ;���� �/ V M 54	5 �� �*�� ��	�����	� 8 �	� : �/ �*����" <,:,8 ���

�����7��,

�	 ����� �� !���� �*����" <,9,8 ;� 	��� �*� /����;�	+ ��""�,

Lemma 4.3.5. $�� ) � ����4+5 !��� ��!* ) M +# 	�� ��� � M *4)5 
� 	 ��	���

	�� �����������	� !��� � �� �# !��� * $ +� 
 �� 	� ��'��� � ��������

��� ��	� *4+5 � ��� ������� ��	� �
 % � � � 
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��	� �$T% � ���� V�� ���� ����� ������ Æ � +� ��� ��	� $ M *484Æ55�

(����� ��� � � V� 2� �.�* �*�� �$T% � �����, &A ��7	����	 ;� *��� V� M *4+5 

�� �*�� ��	�� $ � V�
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�	� � ����� �/ ;���� ����	+ �3�	������ �D�*�	+� ���	�/��"����	�,

�	 �*�� ������	 ;� +��� � �*�������������	 �/ ��� �	7	��� ;���� ;��* /������

������ .	��� �������� /�� ;*��* �*� �0.����A �4�5K�4�K85 M �4�K85	�4�5K:

*���� /�� ��� �$ �*��� ��� �D����A �*� �	7	��� ;���� ;��* �*� !��!���A �*�� ���

O��"!���� ���.�	�1 �� !���	���"�� ��� !���	���"��, %���	 � 7	��� �� �	7	���

;��� � �	� � /����� � �/ � ;� ��A �*�� � /����� � �/ � �� � ������� ������ ��

� �	 � �/ � ��	���	� �D����A �;� ���.���	��� �/ � �	� �� � !��7D �	� �	� �� �

�.ÆD, ���.�	 ;���� !��A �	 �"!����	� ���� �	 �*� ��.�A �/ "�	�"�� �.2�*�/��L

��� G98 9: 99 9< <@ =<H,

�.� "��	 �*����" �� �*� /����;�	+$

Theorem 5.1.1. ,�� 	�� ��"���� !��� w !���� ��� �� �	���� �� �����

����� �� ���	�# ��� �����!��� ��������� 	�� ���� 	����)

4�5 	�� ������� ������� �� 	�� �	�������� �	��� �� w 	�� �	���������5

4��5 �4�5 K �4� K 85 M �4� K 85	 �4�5 K : ��� 	�� � � N�

����	��A �	 G9CH �� ;�� �*�;	 �*�� !��!���A 4�5 �� �0.�����	� �� ����A /�����

� �/ w *���	+ �D����A ���K8 �����	�� !���	���"�� /������ 4�	��.��	+ �*� �"!�A

;���5, 
.�* ;���� ��� O���*1 �	 !���	���"�� �	 �*� ��	�� �*�� �*�A ��	���	

�*� "�D�"." 	."2�� �/ ��J���	� !���	���"�� /������, �	���� �, ���.2�A 

Q, Q.���	 �	� %, ������� G:BH �2������ �*�� �	A 7	��� ;��� � �/ ������ ���
��	���	� �� "��� ���K 8 �����	�� !���	���"��,

�� ������A ���� �*� /�"��A �/ 7	��� �	� �	7	��� ;���� *���	+ !��!���A 4�5

��� ������ ��� !���� �	 G9CH, �	 �	��!�	��	� ;��F �, �"2��Y� �, ���.+	A 

�, ��6�F��6� �	� �, ����	���6� G:H *��� ��	������� �*� ��"� ����� �/ ;����

;*��* �*�A ���� ���� !���� /����;�	+ ������� ;��F �/ 
, &���F 
, ��"�� , ����� 

�	� �, ��.��	�.�� �	 G8@H,

���* ;���� �	��"!��� �*� ;���3F	�;	 /�"��A �/ ���������	� !���� ���+�	3

���A �	����.��� 2A �, ���.2�A Q, Q.���	 �	� %, ������� �	 G:BH 4��� 
�����	 =,9

/�� "��� �������5, �	��*�� �!����� ����� �/ ���* ;���� ��	����� �/ 
, ����*���1�

��0.�	��� ;��* (�2.	��	� !���	���"�� !��7D��) ;*��* ;��� �	����.��� �	�

��.���� �	 G9=H �	 �������	 �� ���!*�	��	� �!!��D�"����	 4��� ���� G9>H5, ��*��
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�D�"!��� �/ ���* ;���� �*�� ��� 	���*�� �!���.�"��	 	�� �/ (����*��� �A!�)

�	��.��$ 	�	3���.���	� ���* ;���� ��F� ����� � � � �	� �������������� � � � L �*�

!������� ���* �	7	��� ;����$ 4���������54���������5 � � �  ;��* � � @L �*� 	�	3

.���"����A !������� ���.���	� ���* �	7	��� ;��� 84f5 ;*��� f M ����������� � � �
�� �*� ,�
��	� !��� �	� 8 �� �*� "��!*��"$ � �
 ��������� � �
 ���L �	�

�*� ���.���	� 2.� 	�� .	�/��"�A ���.���	� ���* �	7	��� ;��� +�	������ 2A �*�

"��!*��"$ � �
 ��� � �
 ��, 4
�� G9CH /�� �*��� �D�"!��� �	� "���,5

���" �*� ;��F �	 G:B 9CH ;� *��� �*� /����;�	+ �0.�����	���,

Proposition 5.1.2. � "���� �� ��"���� !��� � �� ���* �� ���� 	������)

� 	�� ������� ������� �� 	�� �	�������� �	��� �� w 	�� �	���������5

� � ��� �	��� � �� � ���	��� ���K 8 ������� �	��������5

� ��� ������� �	�������� ��Æ� �� 	�� ���"� � �� � ���� ��	��� ���

�� ��

���" �*� !���!������ �/ ���*	��� �.� "��	 �*����" ��	 2� ���;�� �� �

�*�������������	 �/ �������� ��� ��"���� !���� ��	�� �	A ���* �	7	��� ;���

�� ���.���	� �/ �	� �	�A �/ ��� ��� �/ /������ �� ������ .	��� �������� 4��� G9CH ��

��"��F =,8,85, �	�������	+�A �*� !���/ �/ �*����" =,8,8 ������ .!�	 �	��*��

	�; �*�������������	 �/ ���* ;���� 4���!������	 =,8,<5 ;*��* �� .��/.� /�� ��3

��2���*�	+ �*� F�A ���! 	�"��A �*�� �*� ��3������ ����� ������ �	�4� ��	��

�� � ����, �*�� �	�;��� � ����" "��� �	 �*� ���� /�; ��	�� �/ G=H ;*��� �� ;��

��"��F�� �*�� �*� ��.�A +��!*� �/ ;���� �����/A�	+ �0.����A 4��5 ".�� *��� �

���A �!����� /��",

�/��� ��"� !����"�	��A ��7	����	� �	� ���.��� �	 �*� 	�D� ������	 
�����	

9 �� ������� �� �*� !���/ �/ �*����" =,8,8 �	� ��"� �	�������	+ ��	��0.�	���

��� !����� �	 
�����	 <,

5.1.1 Notation and terminology

'� ������ �*�� � /����� �/ �	 �	7	��� ;��� w �� �������� �	 w �/ �� ���.��

�	7	����A �/��	 �	 w �	� w �����/ �� ���� �� 2� �������� �/ ��� �/ ��� /������

��� ���.���	� �	 ��, �.��*��"��� w �� ��������� �������� �/ �	A /����� �/ w

���.�� �	7	����A "�	A ��"�� �	 w ;��* 2�.	��� +�!�,
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Remark. � 	���;���*A /��� 4!����� �	 G9CH5 �� �*�� � ���* �	7	��� ;��� ��

���.���	� �/ �	� �	�A �/ ��� ��� �/ /������ �� ������ .	��� ��������,

��� +�	�����A ;� *��� �*� /����;�	+ ;���3F	�;	 ���.��$

Proposition 5.1.3 4/��F����5. �� w �� 	� ��"���� !��� !��� E 4w5 �����

����� �� ���	�# ���� w �� ���������

(����� ��	����� ��"� ���.���	�� �/ � /����� � �	 w �	� ��� $ 2� � !��7D �/

w ��	���	�	+ �, �� E 4w5 �� ������ .	��� �������� R$ � E 4w5, �*.� �/ $ ��

��	+ �	�.+* �*��� �� �	 ���.���	�� �/ R� �������A �	 �*� ��+*� �/ �*�� !�����.���

���.���	�� �/ � �	 w, 
�"�����A � ���.�� �	 �*� ��+*� �/ �*�� R� �	� �*.� � ��

���.���	� �	 w,

5.1.2 Key results

'� 	�; !���� �;� .��/.� ���.��� �*� 7��� 2��	+ � 	�; �*�������������	 �/ ���*

;����,

Proposition 5.1.4. � "���� �� ��"���� !��� � �� ��� �� 	�� ���� ��# ���

�	� �	��� $ � E 4�5# 	�� �	��� �� � 
�������� !��� $ 	�� ������ !��� R$

	�� ��� ���	����� $ �� R$ 	� 	� �������� �	��� �� 	 �	���������

(����� ���Z ��$ ��	����� �	A /����� $ � E 4�5 �	� ��� � 2� � /����� �/ �

2�+�		�	+ ;��* $ �	� �	��	+ ;��* R$ �	� 	�� ��	���	�	+ $ �� R$ �� �	 �	������

/�����, �/ $ �� � !���	���"� �*�	 ���*�� � M $ M �$ 4�	 ;*��* ���� � �� ������A

� !���	���"�5 �� � �� � ��"!���� ���.�	 �� $ �	 � �	� *�	�� � �� 4�+��	5 �

!���	���"� 2A ���!������	 =,8,:, ��; ���."� �*�� $ �� 	�� � !���	���"�,


.!!��� 2A ;�A �/ ��	���������	 �*�� � �� 	�� � !���	���"� �	� ��� � 2�

�*� ��	+��� !���	���"�� �.ÆD �/ � 4;*��* �� .	����.���	� �	 � 2A ���*	���5,

�*�	 ��� ( ��� �� � �� 	�� � !���	���"�, �/ ��� � �$� �*�	 R$ �� � !��!�� �.ÆD �/

� �	� *�	�� $ �� � !��!�� !��7D �/ �, &.� �*�	 $ �� �	 �	������ /����� �/ � �

��	���������	, �	 �*� ��*�� *�	� �/ ���  �$� �*�	 ��� �M �$� �	� � �� � !��!��

�.ÆD �/ R$ 4�� R$ �� 	�� � !���	���"�5 �	� *�	�� � �� � !��!�� !��7D �/ $, �*.�

� �� 2��* � !��7D �	� � �.ÆD �/ �L �	 !�����.��� � �� 	�� .	����.���	� �	 � �

��	���������	,

��$ �*� +���	 ��	�����	� ���� .� �*�� �	A ��"!���� ���.�	 �� � !���	���"��

/����� $ 4M R$5 �/ � �� � !���	���"�, ��	�� � �� ���* 2A ���!������	 =,8,:,
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Proposition 5.1.5. ������� � �� 	 ��� !���� ����# ��� 	�� �����	��������

�	��� $ �� �# R$ �� 	 ���������� �	��� �� 	�� ������� ������ �� $ �� ��

(����� ��� � 2� � ��"!���� ���.�	 �� $ �	 � �	� ��� � 2� �*� ��	+��� !���	���"��

�.ÆD �/ �, �*�	 ��� � �$�L ��*��;��� �/ ���  �$� �*�	 � ;�.�� ���.� �� �����

�;��� �	 � 4�� � �.ÆD �/ ���* �/ �*� �;� ���.���	��� �/ $ �	 �5 ;*��* ��

�"!����2�� �� � �� ���*, �*.� $ �� � !��!�� �.ÆD �/ � �	� *�	�� R$ �� � !��!��

!��7D �/ �, 
� R$ �� ������A �	 �	������ /����� �/ �,

�� ��"��	� �� �*�; �*�� R$ �� .	����.���	� �	 �, ��+.�	+ 2A ��	���������	 

;� �.!!��� �*�� R$ ���.�� "��� �*�	 �	�� �	 �, �*�	 � ��"!���� ���.�	 �� ��

R$ ���.�� �� � !��!�� /����� �/ �, ���	+ �*� ��"� �����	�	+ �� �2��� $ �� �	

�	������ /����� �/ �� �	� *�	�� �	 �	������ /����� �/ � ��	��������	+ �*� /���

�*�� � �� � ��"!���� ���.�	 �� $, �*.� R$ �� .	����.��	� �	 �,

:���� �*� �2��� !��!������	 ����� .� �*�� /�� �	A /����� $ �/ � ���* ;��� � 

���.���	��� �/ $ �	� R$ �����	��� �	 �,

5.1.3 Proof of Theorem 5.1.1

�����;�	+ �*� "��*�� �/ &��6�Y�� �� 	�� G=H � F�A ���� /�� �*� !���/ �/ �.� "��	

�*����" �� �*� 	����	 �/ � �	�4� ��	�� ��7	�� �� /����;�, %���	 �	 �	7	���

;��� w �*� �	�4� ��	�� �� ����� � /�� w ��	���� 2A [�4w5 �� �*� ��������

+��!* ;��* ��� �/ �������� E�4w5 �	� ��� �/ ��+�� E���4w5 �.�* �*�� �	 ��+�

; � E���4w5 ������ �� �����D $ �	� �	�� �� � �����D $� �/ �	� �	�A �/ $ �� �

!��7D �/ ; �	� $� �� � �.ÆD �/ ;, ��� � �����D $ �*� ���������� �/ $ 4��	����

2A ��+�4$55 �� �*� 	."2�� �/ �����	�� ��+�� �����	+ $ �	� �*� ��������� �/ $

4��	���� 2A ��+�4$55 �� �*� 	."2�� �/ �����	�� ��+�� �	����	+ $, ��� !�������A$

��+�4$5 M F�� � � � $� � E���4w5� �	� ��+�4$5 M F�� � � � �$ � E���4w5�

'� �2����� �*�� /�� ��� � � N 

�
��,�	w


��+�4$5 M FE���4w5 M
�

��,�	w


��+�4$5

4���� �*�� FE���4w5 M �4� K 85,5 ��	��

�4� K 85	 �4�5 M
�

��,�	w


4��+�4$5	 85 M
�

��,�	w


4��+�4$5	 85 4=,:5
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�� �� �*���/��� ���A �� ��� �*�� � /����� $ � E�4w5 !��������A ��	���2.��� ��

�4�K85	�4�5 �/ �	� �	�A �/ ��+�4$5 � : �,�, �/ �	� �	�A �/ �*��� �D��� �� �����

�;� �����	�� ������� � � �.�* �*�� $� $� � E���4w5 �	 ;*��* ���� $ �� ���� ��

2� � ����������	� /����� �/ w, 
�"�����A � /����� $ � E�4w5 �� ���� �� 2� �

���������	� /����� �/ w �/ �*��� �D��� �� ����� �;� �����	�� ������� � � �.�* �*��

�$ �$ � E���4w5, � /����� �/ w �� ���� �� 2� ����	� �/ �� �� ���*�� ��/�3�!�����

�� ��+*�3�!����� 4	�� 	���������A 2��*5, '��* �*�� ���"�	���+A �/ ;� ��� ��4w5

��	��� �*� ��� �/ �!����� /������ �/ w �/ ��	+�* � �*�	 /��".�� 4=,:5 "�A 2�

�D!������ ��$

�4� K 85	 �4�5 M
�

��-�	w


4��+�4$5	 85 /�� ��� � � N 4=,95

���	+ ��"���� ���"�	���+A �� �*�� �	 G=H � �������� !��* 3 �	 �*� ��.�A

+��!* [�4w5 �� ���� �� 2� � ������ �	�� �� ����� � �/ �� 2�+�	� ;��* � �!�����

/����� $ �	� �	�� ;��* � �!����� /����� $� �	� ��	���	� 	� ��*�� �!����� /������ 

�,�, 3 �� � �������� !��* �/ �*� /��" $$� �� $�� � � � ��$� ;*��� ���* �� �� � 	�	3

�!����� /����� �/ ��	+�* �, � �!����� /����� $ � ��4w5 �� ������ � ��� �	� ��"!��

!��* �/ ����� �,

�	 ;*�� /����;� ;� .�� �*� /����;�	+ ���"�	���+A /�� !��*�, �����/��� 

(!��*) �*�.�� 2� ��F�	 �� "��	 (�������� !��*),

Definition 5.1.6. ������� w �� 	� ��"���� !��� 	�� ��� 3 M $ � � �$� 
� 	

�	�� �� [�4w5�

� ��� "���  ����� $ %����� �	��  ����� $�& �� 	���� ��� �	����� �����D

%����� ���"�	�� �����D& �� 3 �

� �  ����� �� 3 ��	� �� ������� 	� �����	�  ����� ��� 	 ������	�  �����

�� 3 �� 	���� 	� �	������ �����D �� 3 �

� 3 �� �	�� �� 
� 	 	�	3������� !��* �� �� ������� �� 	� ��	�� �!� �������

 �������

� ��� �������� R3 �� ��� �	�� 3 �� ��� �	�� �
�	���� ���� 3 
� �� ������

	�� ���� �	
��� %	�� 	���!�& 	�� 	�� �	
��� ��  �������

� 3� �	� ��	� 3 �� !���	���"�� %�� ��	� 3 �� �	�����	� .	��� ��������& ��

3 M R3 �
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:���� %���	 � !��* 3 �	 [�4w5 �*� �������� �/ 3 ���� 	�� 	���������A �D��� �	

[�4w5,


.!!��� 3 M ���� � � ��� �� � 	�	3������� !��* �	 [�4w5 �	� /�� ���* �

;��* 8  �  � ��� �� �	� �� ��	��� �*� ���!������ 7��� �	� ���� ������� �/ ��,

�*�	 2A �*� ��7	����	 �/ [�4w5 ;� *��� ���� � � � �� M �� � � �������, '� ����

�*�� ;��� �*� �	
�� �/ �*� !��* 3  ��	���� 2A �. , ���� �*�� �*� �3�* �*�/� �/

�. $M ���� � � � �� 2�+�	� ;��* ���� /�� ��� � ;��* 8  �  � 	 8,

��� �.� !.�!���� �� �� ��	��	��	� �� ��	����� �*� ������ �	�4� ��	��

�� ����� � ��	���� 2A [�
�4w5 ;*��* �� �*� �������� +��!* �2���	�� /��"

[�4w5 2A ��!����	+ ���* ������ �	�� 3 M ���� � � ������� ;��* � ��������

��+� �� 
 �� ��2����� 2A �. , �*.� �*� ��� �/ �������� �/ [�
�4w5 �� ��4w5, ���

�D�"!�� ��	����� �*� 4���*5 ,�
��	� !���$

f M ����������������������������������������������������� � � �

;*��* �� +�	������ 2A �*� ,�
��	� �������� � $ � �
 ��
 � �
 �, �*�

���.��� ��.�A +��!* [�
�4f5 ��	����� �/ �*� �;� 4�!�����5 ��������$ �� �� �	�

�*��� �������� ��+��$ �� 
 �� �� 
 �� �� 
 �� ;��* ���!������ ��2���$ ��� 

���� ���,

Lemma 5.1.7. $�� w 
� 	 ��� ��"���� !��� 	�� ������� 3 M ���� � � ���

�� 	 ������� �	� �	�� �� [�4w5 !��� � � :� ���� ��� �	
�� �. M ���� � � � ��
�� 	 ��� !����

(����� '� !������ 2A �	�.����	 �	 �*� 	."2�� �/ �������� � �	 3 , �*� ��""�

�� ������A ��.� /�� � M : ��	�� �. M ���� �� � /����� �/ w �/ ��	+�* � K 8, ��;

�.!!��� � � 9 �	� ���."� �*�� �*� ��2�� �/ �	A !��* ��	�����	+ �/ �	8 ��������

�� ���*, ��	����� �	A !��* ��	�����	+ �/ � �������� 	�"��A 3 M ���� � � ��� 

�	� �.!!��� 2A ;�A �/ ��	���������	 �*�� ��� ��2�� �. M ���� � � � �� �� 	�� ���*,

�*�	 �*� ��	+��� !���	���"�� !��7D � �/ �. ���.�� "��� �*�	 �	�� �	 �. ,

��	�� �*��� �D���� � ��"!���� ���.�	 � �� � ;*��* �� � !��7D �/ �. , �� /����;�

�*�� � M �.  ��*��;��� � ;�.�� 2� � /����� �/ �*� !��7D � $M ���� � � � ���� �/

�.  �	� *�	�� � !���	���"� ��	�� � �� ���* 2A �*� �	�.����	 *A!��*����, &.�

�*�� ��	�������� �*� "�D�"����A �/ �*� !���	���"�� !��7D �, 
� �. �� � 	�	3

!���	���"�� ��"!���� ���.�	 �� �, ��� � 2� �*� ��	+��� !���	���"�� !��7D �/ �

4;*��* �� .	����.���	� �	 � 2A ���*	���5, �/ ��� � ��� �*�	 � �� � !��!�� !��7D
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�/ � �	� *�	�� � ���.�� "��� �*�	 �;��� �	 � � ��	���������	, �	 �*� ��*��

*�	� �/ ���  ��� �*�	 � �� � !��7D �/ � �	� *�	�� � �� �	 �	������ /����� �/ �.

4���.���	+ �� � �.ÆD �/ �5 � ��	���������	, �*.� �. �� ���* �� ��0.����,

�*� !���/ �/ �*����" =,8,8 ������ .!�	 �*� /����;�	+ �D��	���	� �/ ���!��3

����	� =,8,<W=,8,= �� !��*�,

Lemma 5.1.8. 4�	���+.� �/ ���!������	 =,8,<,5 ������� w �� 	 ��� ��"����

!��� 	�� ��� $ 
� 	�� �	��� �� w �� ������ �� �� 3 M $ � � � R$ �� 	 �	�� ����

$ �� R$ �� [�4w5 ��	� ���� ��� ���	�� $ �� R$ 	� 	� ��������  �����# ���� 3

�� �	��������� ���� �������� 	��� ����� ��� �	��� �� [�
�4w5�

(����� '� 7��� �2����� �*�� �/ 3 ��	����� �/ � ��	+�� �����D �*�	 3 M $ M R$ 

�	� *�	�� 3 �� !���	���"��, ��; �.!!��� 3 �� � 	�	3������� !��*, �/ 3 M $R$ 

�*�	 3 �� ������A !���	���"��, 
� �.!!��� 3 M $�� � � ���R$ ;*��� �*� �� ���

/������ �/ w �/ ��	+�* �, &A ��7	����	 �*� ��2�� �. M $�� � � � ������ 2�+�	�

;��* $ �	� �	�� ;��* R$ �	� ��	���	� 	���*�� $ 	�� R$ �� �	 �	������ /�����

4��*��;��� 3 ;�.�� ��	���	 $ �� R$ �� �	 �	������ �����D ;*��* �� 	�� !����2��5,

�*.� �� �. �� ���* 42A ��""� =,8,?5 �� /����;� �*�� �. �� � !���	���"� 2A

���!������	 =,8,<L ;*�	�� 3 ".�� 2� �	�����	� .	��� �������� ���, �� �� ���A

�� ��� �*�� �*�� !��!���A �� ���� ��.� /�� !��*� �	 �*� ���.��� ��.�A +��!*

[�
�4w5,

Lemma 5.1.9. 4�	���+.� �/ ���!������	 =,8,=,5 ������� w �� 	 ��� ��"����

!��� 	�� ��� $ 
� 	�� �����	�������� �	��� �� w �� ������ �� �� 3 M

$ � � �$ �� 	 ������� �	� �	�� �� [�4w5 ��	� ���� ��� ���	�� $ 	� 	� ��������

 �����# ���� 3 �	���� ������� R$ ��	��� ���� ���� �������� 	��� ����� ���

�	��� �� [�
�4w5�

:���� �/ !�����.��� .��/.�	��� �� �*� /��� �*�� �	A !��* /��" $ �� $ ".�� !���

�*��.+* R$,

(����� ��� .� ;���� 3 M $�� � � � ��$ ;*��� �*� �� ��� /������ �/ w �/ ��	+�* �,

&A ��7	����	 �*� ��2�� �. M $�� � � � ������ ��	���	� �D����A �;� ���.���	��� �/

$ �	� �� � !��7D �	� �	� �� � �.ÆD 4��*��;��� �/ �. ��	���	�� $ �� �	 �	������

/����� �*�	 $ ;�.�� 2� �	 �	������ �����D �/ 3  ;*��* �� 	�� !����2��5, �*.� 

�� �. �� ���* 42A ��""� =,8,?5 �� /����;� �*�� R$ �� � .	����.���	� 4�	������5
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�4w5,

(I) implies (II)


.!!��� w �� �	 �	7	��� ;��� ;��* E 4w5 ������ .	��� �������� �	� �����/A�	+

!��!���A 4�5, �*�	 w �� ���.���	� 2A ���!������	 =,8,9 4�,�, w �� � ���.���	�

���* �	7	��� ;���5, ������� ���.���	�� �"!���� �*�� /�� ��� � �*� ��.�A

+��!* [�4w5 �� ����	+�A ��		����� �,�, �*��� �D���� � �������� !��* /��" �	A

�����D $ �� ����A ��*�� �����D $� �	 [�4w5,

��D � � N �	� ��� .� 	�; ��	����� �*� ����� ������ �	�4� ��	�� �� �����

� ��	���� 2A [��
�4w5 ;*��� ��� �/ �������� ��	����� �/ ��� G$H $M �$
 R$� ;*���

$ �� �	A �!����� /����� �/ ��	+�* �, �	A �;� �����	�� �������� G$H G�H 4;��*

$ �� ��
 R��5 ��� I��	�� 2A �	 .	�������� ��+� ;��* ��2�� G�. H $M ��. 
 � .� �/ 3 ��

R3 �� � ��"!�� !��* 2�+�		�	+ ;��* $ �� R$ �	� �	��	+ ;��* � �� R�, ��� �D�"!�� 

�	 �*� ���� �/ �*� ��2�	���� ;��� [��
�4f5 ��	����� �/ �	�A �	� �����D$ G��H, �	

+�	���� �*� �.!�� ���.��� ��.�A +��!* ��	����� �/ "��� �*�	 �	� �����D �	�

"�A ��	���	 ".���!�� ��+�� 2��;��	 ��������,


.!!��� [��
�4w5 ��	����� �/ � ��������L 	�"��A G$�H � M 8
    �, 
�	�� [�4w5

�� ����	+�A ��		����� 42A ���.���	��5 [��
�4w5 �� ��		�����L �*.� �� ��	���	� ��

����� �	 8 ��+��,

��; /��" ��""� =,8,C ;� F	�; �*�� �/ $ �� � �!����� /����� �	A ��"!��

!��* /��" $ �� R$ �� !���	���"�� 4�,�, �	�����	� .	��� ��������5, ������� 2A

����.�� .	��� �������� �/ �*��� �D���� � ��"!�� !��* 3 /��" � �!����� /����� $

�� � �!����� /����� � ;��* $ �� ��
 R�� �*�	 �*��� �� ���� � ��"!�� !��* /��"

R� �� R$ 4	�"��A �*� �������� �/ �*� !��* 3 5, ����*�� �/ �*��� ��"!�� !��*� ��

!���	���"��,

'� �*.� ���.�� �*�� �*��� �D��� 	� ��	�� :4�	 85 	�	3������� ��"!�� !��*�

�	 �*� ��.�A +��!* [�4w5 �*�� ��� 	�	3!���	���"�� 4�,�, 	�� �	�����	� .	���

��������5, �	 /��� ;� ;��� �*�; �*�� �*��� ��� �D����A :4� 	 85 	�	3�������

��"!�� !��*� �/ ����� � �*�� ��� 	�	3!���	���"��, �	���� �/ �*�� ��.� �*�	 ��

���* !���	���"�� /����� �/ ��	+�* � �� � K 8 �� � ��	���� /����� �/ � 4.	�0.�5



��� ������� %� ,�
� �����

!���	���"�� ��"!�� !��* �/ ����� � ;� *���$

�4�5 K �4� K 85 M
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��+�4$5	 :4�	 85 K � 4=,<5

;*��� �	 �*� ��+*� *�	� ���� �*� 7��� �.""�	� �� �*� ����� 	."2�� �/ 	�	3

������� ��"!�� !��*� �*� ����	� �.""�	� �� �*� 	."2�� �/ 	�	3������� ��"!��

!��*� �*�� ��� 	�	3!���	���"�� �	� � �� �*� 	."2�� �/ �!����� !���	���"��

�/ ��	+�* � 4�,�, �*� 	."2�� �/ ������� ��"!�� !��*� �/ ����� � �*�� ��� !���	3

���"��5, &A �2�����	+ �*�� �*� 	."2�� �/ �!����� /������ �/ ��	+�* � �� :�	 � 

;� ��	 ��"!��/A �0.����	 4=,<5 �� �2���	 �*� ��0.���� �0.����A 4��5 �� /����;�$

�4�5 K �4� K 85 M
�

��-�	w


��+�4$5	 4:�	 �5 K :

M
�

��-�	w


4��+�4$5	 85 K :

M �4� K 85	 �4�5 K : 42A 4=,955

'� �2����� �	 !�����.��� �*�� �	A �	7	��� ;��� w ;��* E 4w5 ������ .	���

�������� �����7�� �0.����A 4��5 �/ �	� �	�A �/ �	A ��"!�� !��* 2��;��	 � �!�����

/����� �	� ��� �������� �� !���	���"�� �	� /�� ���* � �*��� ��� �D����A :4�	85

	�	3������� ��"!�� !��*� �/ ����� � �*�� ��� 	�	3!���	���"��, �*� ������ ��	��3

���	 ��A� �*�� /�� ��� � �*� �.!�� ���.��� ��.�A +��!* [��
�4w5 ��	���	� �D����A

� 	 8 ��+�� 4;��* ���* ��+� ������!�	��	+ �� � ��"!�� !��* �	� ��� ��������5 

�	� *�	�� [��
�4w5 �� � ���� �� �� ��	���	� � �������� � 	 8 ��+�� �	� ".�� 2�

��		����� 2A �*� ���.���	�� �/ w 4;*��* /����;� /��" ���!������	 =,8,95, ���

/��"���A$

Proposition 5.1.10. �� ��"���� !��� w !��� E 4w5 ����� ����� �� ���	�

�	���"�� ���	���� 4��5 �� 	�� ���� �� ��� �����!��� ��������� ����)

85 	�� ������ �	�� 
��!��� 	 ����	� �	��� 	�� ��� �� ���	� �� �	����

�����5

:5 ��� ����� ������ �	�4� ��	�� [��
�4w5 �� 	 ���� ��� 	�� ��

(����� 
.!!��� w �� �	 �	7	��� ;��� ;��* E 4w5 ������ .	��� ��������, �*�	

w �� ���.���	� 2A ���!������	 =,8,9, '� *��� ������A �*�;	 �*�� ��	�����	�

85 �	� :5 �"!�A �*�� w �����7�� �0.����A 4��5, ��	������A �/ �� ����� �	� �/
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�4�5K: 42A �*� ��+."�	�� !������	+ �*�� !��!������	5 �,�, w ���� 	�� �����7��

�0.����A 4��5,

�� ��"!���� �*� !���/ �/ (4�5 � 4��5) �� ��"��	� �� �*�; �*�� �	A ���.���	�

���* �	7	��� ;��� w �����7�� ��	�����	 :5 �/ ���!������	 =,8,8@ ��	�� ;� *���

������A �*�;	 �*�� ��	�����	 85 *���� /�� �	A �.�* w 4.��	+ ��""� =,8,C5,

�*� !���/ �/ �*� /��� �*�� w �����7�� ��	�����	 :5 .��� �*� /����;�	+ �;� ��""��

4��""�� =,8,88W=,8,8:5,

:��	����� %���	 �;� �����	�� �!����� /������ $ � �/ �*� ��"� ��	+�* � ;�

;���� $ �
 � �/ �*��� ���� 	�� �D��� � �������� ��+� /��" $ �� � �	 �*� ���.���

��.�A +��!* [�
�4w5 4�,�, �/ �*��� ���� 	�� �D��� � ��"!�� !��* /��" $ �� �5,

Lemma 5.1.11. ������� w �� 	 �������� ��� ��"���� !��� 	�� ��� $# �


� �!� ������� ����	� �	���� �� w �� ��� �	�� ������ !��� $ �� ��
 R���
�� ����� ������ 	 ������ �	�� 3 ���� $ �� �# ���� 3 �� ������ 	�� �����

	��� ������ 	 ������ ������ �	�� ���� R� �� R$ %�	����# ��� �� ���	� �� 3 &�

-���� ��)

�& $ �
 R�# 	�� ���� � �
 R$ %������ � �� 	 �	��������&5

��& R� �
 $# 	�� ���� R$ �
 � %������ $ �� 	 �	��������&5

���& � �
 $# 	�� ���� R$ �
 R� %������ $ 	�� � 	�� 
��� �	���������&�

(����� &A ����.�� .	��� �������� 4��"��F =,8,85 �/ �*��� �D���� � ��"!�� !��*

3 /��" $ �� � �*�	 �*� �������� �/ 3 �� � ��"!�� !��* /��" R� �� R$ �	 �*� ��.�A

+��!* �/ ����� �$� M ��� M �, �� !���� �*� .	�0.�	��� �/ 3  ��� .� �.!!���

�*��� �D��� �;� ��J���	� ��"!�� !��*� 3� 3� /��" $ �� � �	 �*� ��.�A +��!*

[�4w5, �*�	

3� M $�� � � ���� �	� 3� M $�� � � � �� /�� ��"� � < � N
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/�� ��"� �, ���� �*�� ���*�� 3� �� 3� 4	�� 2��*5 "�A 2� �/ �*� /��" $�,
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1���
��� � � �$��� ���� 	�� ��	���	 $	 R$	

/�� ��� � ;��* 8  �  � � �M � 4�,�, �*� !��* � �����7�� ��	�����	 ��55 �	� �*�

!���/ �� �*.� ��"!����,

Lemma 5.1.13. ������� w �� 	 �������� ��� ��"���� !���� ���� ���

����� ������ �	�4� ��	�� [��
�4w5 �� 	 ���� ��� 	�� � � N��

(����� ����� ������ �*�� /�� ��� � [��
�4w5 �� ��		����� 42A �*� ���.���	�� !��!3

���A �/ w5, ������� ��""� =,8,88 ����� .� �*�� �/ �;� �����	�� �������� �	

[��
�4w5 ��� I��	�� 2A �	 ��+� �*�	 �*�� ��+� �� .	�0.� 4�	� ������!�	�� �� �

��"!�� !��* �	� ��� ��������5, �� ��"��	� �� �*�; �*�� [��
�4w5 ���� 	�� ��	���	

�	A ��� 4�,�, ���� 	�� ��	���	 � �*��	 ��	F�	+ � �����D ;��* �����/5,


.!!��� �	 �*� ��	����A �*�� [��
�4w5 ��	���	� � �A��� /�� ��"� �, �*�	

[��
�4w5 ".�� ��	���	 �� ����� �*��� �����	�� ��������$ G$�H G$�H , , ,  G$�H � � 9 

�	� � �A��� �/ �*� /����;�	+ /��"$

G$�HXG$�HX � � � XG$�HXG$�H /�� ��"� � ;��* 9  �  � 4=,>5

'� �*.� ���.�� /��" ��""� =,8,8: �*�� �*� ���.��� ��.�A +��!* [�
�4w5

��	���	� � !��* /��" $� �� $1�� �/ �*� /��"$

3 M $�$
1�
� � � � $�$1�� � � � $���$

1���
��� � � � $���$

1�
� � � �$�$1�� 


;*��� /�� ��� � M :
    
 � �*� �.2!��* $1�� � � � $� 4;*��* "�A ��	���� �/ �	�A �*�

��	+�� �����D $1�� 5 ���� 	�� ��	���	 $	 R$	 /�� ��� � ;��* 8  �  � � �M �, 4����

�*�� 3 ������!�	�� �� �*� �A��� +���	 �	 4=,>5,5

����� �.!!��� �*�� $� �� � !���	���"�, �	 �*�� ���� �� 	���*�� $� 	�� R$� ��

�	 �	������ �����D �/ 3  �� ".�� 2� � !���	���"�� !��* 2A ��""� =,8,C, &.�

�*�	 $� M $�1��  � ��	���������	 4�� � � 95,

��; �.!!��� �*�� $� �� 	�� � !���	���"�, �/ $1�� M R$� �*�	 ;� ���.�� 4��

�2��� .��	+ ��""� =,8,C5 �*�� �*� !��* 3 ".�� 2� !���	���"�� A�����	+ �

��	���������	, �	 �*� ��*�� *�	� �/ $1� M $� �*�	 2A ��""� =,8,B �*� !��*

3 ".�� !��� �*��.+* R$� � ��	���������	,

�*.� [��
�4w5 �� � ����,

�*�� ��	��.��� �.� !���/ �/ �*� (4�5 � 4��5) !��� �/ �*����" =,8,8,
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(II) implies (I)

��	������A �.!!��� w �� �	 �	7	��� ;��� ;��* E 4w5 ������ .	��� ��������

�	� �����/A�	+ �0.����A 4��5, �*�	 w �����7�� ��	�����	� 85 �	� :5 �/ ���!���3

���	 =,8,8@,

��; ��+.�	+ 2A ��	���������	 �.!!��� w ���� 	�� �����/A !��!���A 4�5

4�,�, w �� 	�� ���*5, �*�	 �*��� �D���� � !���	���"�� /����� � �*�� *�� � 	�	3

!���	���"�� ��"!���� ���.�	 � �	 wL �	 !�����.��� ;� *��� � M ���$�R�� /��

��"� ;���� � $ 4!����2�A �"!�A5 �	� ������� � � ;��* � �M �, 
� �*� ;����

��� �R�� �	� �*��� ��������� �R�� ��� ��� /������ �/ w, �*.� �� 4���!, R��5 �� �

��+*�3�!����� 4���!, ��/�3�!�����5 /����� �/ w, ��	�� �/ � ���� 	�� ��	���	 �	A

��*�� �!����� /������ �*�	 � /��"� �*� ��2�� �/ � 	�	3!���	���"�� ��"!�� !��*

2�+�		�	+ ;��* �� �	� �	��	+ ;��* R��, &.� �*�� ��	�������� ��	�����	 85 �/

���!������	 =,8,8@, �*���/��� � ".�� ��	���	 ��*�� �!����� /������ �/ ��	+�*

� $M ���� 2������ �� �	� R��, �	 !�����.��� � 2�+�	� ;��* �*� ��2�� �/ �

��"!�� !��* �/ ����� � 2�+�		�	+ ;��* �� �	� �	��	+ ;��* �	��*�� �!�����

/����� �� �/ ��	+�* �, 
�"�����A � �	�� ;��* �*� ��2�� �/ � ��"!�� !��* �/

����� � 2�+�		�	+ ;��* � �!����� /����� �� �/ ��	+�* � �	� �	��	+ ;��* R��,

������� ��	�� � �� � ��"!���� ���.�	 �� � 	���*�� �� 	�� �� �� �0.�� ��

�� �� R�� 4��*��;��� � ���.�� �� �	 �	������ /����� �/ �5, �*.� �	 �*� �.!��

���.��� ��.�A +��!* [��
�4w5 �*��� �� �	 ��+� 2��;��	 �*� �����D G��H �	�

���* �/ �*� �������� G��H �	� G��H, �	 !�����.��� �*��� �D���� � !��* �/ �*�

/��"$ G��HXG��HXG��H, �.��*��"��� �� � ��	���	� � /����� �*�� 2�+�	� ;��*

�� �	� �	�� ;��* �� �	� ��	���	� 	� ���.���	�� �/ �� �� R�� �*��� ���� �D����

� �*��	 4�� !����2�A I.�� �	 ��+�5 ��	F�	+ G��H �	� G��H �*�� ���� 	�� ��	���	

�*� �����D G��H, �*.� �/ ���
 R��� �M ���
 R��� �*�	 ;� ��� �*�� [��
�4w5 ��	���	� �

�A��� ��	��������	+ ��	�����	 :5 �/ ���!������	 =,8,8@, �	 �*� ��*�� *�	� �/

���
 R��� M ���
 R��� �*�	 �*��� ��� �� ����� �;� ��+�� I��	�	+ �*� �������� G��H �	�

G��H, �	���� �*��� �D���� � ��"!�� !��* 3� /��" �� �� �� �	� �*��� ���� �D���� �

��"!�� !��* 3� ���*�� /��" �� �� R�� �� /��" R�� �� R��, &A ����.�� .	��� �������� 

�*� ��������� R3� R3� �/ �*� ���!������ ��"!�� !��*� 3� 3� ���� �D���, ������� 

	�	� �/ �*��� /�.� ��"!�� !��*� ���	����, ������	�A 3� �M 3� 3� �M R3� �	�

3� �M R3� �� 	���*�� �� 	�� R�� �� �0.�� �� �� �� R�� �	� 3� �M R3� �� �*� ����	�

�����D �	 3� �	�� ;��* �*� ������ � ;*����� �*� ����	� �����D �	 �*� !��* R3�

�	�� ;��* �*� ������ � �M �, 
� [��
�4w5 �� 	�� � ���� ��	��������	+ ��	�����	 :5
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�/ ���!������	 =,8,8@, �*�� ��	��.��� �.� !���/ �/ �*����" =,8,8,

5.2 Factors of rich words

�*� /����;�	+ !��!������	 �������� ��+��*�� ��� �/ �*� �*������������ !��!������

�/ ���* ;���� �*�� ;��� !�����.��A ����2���*�� �	 G:BH �	� �	 ���!������	 =,8,:,

Proposition 5.2.1. ,�� 	�� "���� �� ��"���� !��� �# ��� �����!��� �����

����� 	�� ���� 	����)

�& � �� ���5

��& � ��� ���"� �� � �	� 	 ���������� �	�������� ��Æ� %	�� ���� 	��

�����# !��� � �� "����# � ��� ��Æ� �� � �	� 	 ���������� �	����

����� ���"�&5

���& � ��� �	��� � �� � ���	��� ��	��� ���K 8 ������� �	���������5

� & ��� �	� �	��� � �� �# � ��� ���"� %����� ��Æ�& �� � �	� 	 �����

������ �	�������� ��Æ� %����� ���"�&5

 & ��� �	� �	�������� �	��� � �� �# � ��� ������� ������ �� � �� �

�� 	 �	���������

Remark. �*� �0.�����	���$ �5 � ��5 �5 � ���5 �	� �5 � ��5 ;��� !����� �	

G:BH,

�D!����� �*�������������	� �/ !������� ���* �	7	��� ;���� �	� ���.���	� 
	��

	��� ���* �	7	��� ;���� *��� ���� 2��	 ����2���*�� �	 G9CH, �	 �*� !������	+

������	 �*� /����;�	+ ��		�����	 2��;��	 !���	���"�� ���*	��� �	� ��"!��D��A

*�� 2��	 !����� 

Proposition 5.2.2. ,�� 	�� ��"���� !��� w !���� ��� �� �	���� �� �����

����� �� ���	�# ��� �����!��� ��������� 	�� ���� 	����)

� 	�� ������� ������� �� �	��������� 	�� �	���������5

� �4�5 K �4� K 85 M �4� K 85	 �4�5 K : ��� 	�� � � N#
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!���� � %����� �& ������� ��� !���	���"�� ��"!��D��A %����� /����� ��"3

!��D��A& ������� �� w# !��� ����� ��� ���
�� �� ������� �	��������

�	���� %����� �	����& �� �	� ������ �� w�

���" �*� !���!������ �/ ���*	��� �*� �2��� ���.�� ��	 2� ���;�� �� � �*��3

�����������	 �/ �������� ���* �	7	��� ;���� ��	�� �	A ���* �	7	��� ;��� ��

���.���	� �/ �	� �	�A �/ ��� ��� �/ /������ �� ������ .	��� �������� 4��� G9CH5, �	3

�������	+�A �*� !���/ �/ ���!������	 =,:,: ������ .!�	 �	��*�� �*�������������	

�/ ���* ;���� ������ 2���;,

Proposition 5.2.3. � "���� �� ��"���� !��� � �� ��� �� 	�� ���� ��# ���

�	� �	��� $ �� �# � ��� �	��� �� � 
�������� !��� $ 	�� ������ !��� R$

	�� ���	����� �� ����� �������� �� $ ��� �� R$ �� 	 �	���������

�	 �*�� ������	 ;� ����2���* A�� �	��*�� �	�������	+ �*������������ !��!���A

�/ ���* ;����, �.� "��	 ���.��� ��� �*� /����;�	+ �;� �*����"�,

Theorem 5.2.4. ,�� 	�� "���� �� ��"���� !��� �# ��� �����!��� ���������

	�� ���� 	����)

%�& � �� ���5

%;& �	� �����	�������� �	��� � �� � �� �������� ���������� 
� 	 �	��

4�
 �5 �� �	��������� ��� ��	� � 	�� � 	�� ��� �	���� �� �	� �����

	�� � %����� �& �� ��� ������� �	�������� ���"� %����� ��Æ�& �� ��

Theorem 5.2.5. � "���� �� ��"���� !��� � �� ��� �� 	�� ���� �� �	�

�	��� �� � �� �������� ���������� 
� ��� ������� �	�������� ���"� 	��

��� ������� �	�������� ��Æ��

&A ��	����� � ���* ;��� �� ��� .	�0.��A �����"�	�� 2A ��� ��	+��� !���	3

���"�� !��7D �	� �.ÆD, ��� �D�"!�� ��	����� �*� ;���� �%� �	� ��� ;*���

� � % � ��� ".�.���A �����	�� �������, �*��� �;� ;���� ��� ���* ;��* �*� ��"�

��	+��� !���	���"�� !��7D 4	�"��A �5 �	� �*� ��"� ��	+��� !���	���"�� �.ÆD

4	�"��A �5,
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5.2.1 Proofs of Propositions 5.2.1 and 5.2.3

��� �*� ��F� �/ ��"!����	��� ;� ;��� 7��� !������ ��"!�� !���/� �/ �*� �*����3

�������� !��!������ ������ �	 ���!������	� =,:,8 �	� =,:,9,

(���� �� (���������� 0�+�*� '� 2�+�	 2A !����	+ �*� �0.�����	�� �/ !��!��3

���� �5 �	� ��5,

�5 � ��5$ ��� 3 4�5 ��	��� �*� 	."2�� �/ �����	�� !���	���"�� /������ �/ �, ���

�	A ;��� � �	� ������ � ;� *���

3 4��5 M

��
� 3 4�5 �/ �� ���� 	�� *��� � .	����.���	� !���	���"�� �.ÆD


3 4�5 K 8 �/ �� *�� � .	����.���	� !���	���"�� �.ÆD

�*���/��� 2A �	�.����	 4;��* 3 4�5 M 85 �� /����;� �*�� 3 4�5 �� !�������A

�*� 	."2�� �/ !��7D�� �/ � �*�� *��� � .	����.���	� !���	���"�� �.ÆD, �	

!�����.��� 3 4�5  ���K 8 �	� "������� ;� ��� �*�� 3 4�5 M ���K 8 4�,�, �

�� ���*5 �/ �	� �	�A �/ ���* !��7D �/ � *�� � .	����.���	� !���	���"�� �.ÆD,


�"�����A ;*�	 � �� 7	��� ;� ���.�� �*�� � �� ���* �/ �	� �	�A �/ ���* �.ÆD

�/ � *�� � .	����.���	� !���	���"�� !��7D,

��5 � ���5$ 
.!!��� � �����7�� !��!���A ��5 4�,�, � �� ���*5 �	� ��� � 2� �	A

/����� �/ �, �*�	 � M $�$� /�� ��"� ;���� $ $� ;*��� $ �� 7	��� �	� $� ��

7	��� �� �	7	��� ��!�	��	+ �	 �, &A !��!���A ��5 ����A !��7D �/ $� *�� �

.	����.���	� !���	���"�� �.ÆD �	� �� �+��	 2A ��5 ����A �.ÆD �/ � *��� �

.	����.���	� !���	���"�� !��7D, �*.� 2A �*� �0.�����	�� �/ !��!������ �5 �	�

��5 � �� ���* �,�, � *�� �D����A ���K 8 �����	�� !���	���"�� /������,

���5 � ��5$ 
.!!��� � �����7�� !��!���A ���5, �*�	 ����A /����� �/ � �� ���*,

��	�� /�� ���* /����� � �/ � ����A !��7D 4���!, �.ÆD5 �/ � *�� � .	����.���	�

!���	���"�� �.ÆD 4���!, !��7D5 2A �*� �0.�����	�� �/ !��!������ �5 �	� ��5,

��5 � �5$ 
.!!��� �� �*� ��	����A �*�� !��!���A �5 ���� 	�� *��� /�� � ���3

��/A�	+ !��!���A ��5, �*�	 � ��	���	� � 	�	3!���	���"�� ��"!���� ���.�	 �

�� � !���	���"� �, '� ���.�� �*�� � M ��� /�� ��"� 	�	3!���	���"�� ;���

�, �	���� ��	�� � �� 	�� � !���	���"� � �M �� �	� �*� �;� ���.���	��� �/

� �	 � ��		�� ������!L ��*��;��� �*��� �D���� � 	�	3�"!�A ;��� $ �.�* �*��

� M �$��� �	 ;*��* ���� � M $0 M *$ M R$R* M R� /�� ��"� ;���� 0  *, '*�	��

$ M R$ �	� � M *R$R* M *$R* � !���	���"�, ��; ;� �����A ��� �*�� � �� �*�
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��	+��� !���	���"�� �.ÆD �/ �L ��*��;��� � ;�.�� ���.� �	 �*� �	������ �/ �

�� � !��7D �/ � ��	+�� !���	���"�� �.ÆD �/ �, &.� �*�	 � ���� 	�� *��� �

.	����.���	� !���	���"�� �.ÆD 4�� � �� ���� � !��7D �/ �5 � ��	���������	,

�5 � �5$ 
.!!��� 	��, ��� � 2� � /����� �/ � �/ "�	�"�� ��	+�* �����/A�	+

!��!���A �5 �	� 	�� ���*, 
�	�� ��� ;���� �/ ��	+�* 9 �� ���� ��� ���* 4���A

�� �*��F5 ;� "�A ;���� � M �$� ;��* �
 � ������� �	� $ � ;��� �/ ��	+�* ��

����� :, &A �*� "�	�"����A �/ � �$ �� ���* �	� 2A �*� �0.�����	�� �/ �5 �	� ��5 

�*� ��	+��� !���	���"�� �.ÆD � �/ � ���.�� "��� �*�	 �	�� �	 �, ��	�� 2A

!��!���A �5 ;� ����* � ��	���������	 �� �*� "�D�"����A �/ �,

(���� �� (���������� 0�+�.� ���Z ��$ ��	����� �	A /����� $ �/ � �	� ��� �

2� � /����� �/ � 2�+�		�	+ ;��* $ �	� �	��	+ ;��* R$ �	� ��	���	�	+ 	���*��

$ 	�� R$ �� �	 �	������ /�����, �/ $ �� � !���	���"� �*�	 ���*�� � M $ M �$ 4�	

;*��* ���� � �� ������A � !���	���"�5 �� � �� � ��"!���� ���.�	 �� $ �	 � �	�

*�	�� � �� 4�+��	5 � !���	���"� 2A ���!������	 =,:,8,

��; ���."� �*�� $ �� 	�� � !���	���"�, 
.!!��� 2A ;�A �/ ��	���������	

�*�� � �� 	�� � !���	���"� �	� ��� � 2� �*� ��	+��� !���	���"�� �.ÆD �/ �

4;*��* �� .	����.���	� �	 � 2A ���*	���5, �*�	 ��� ( ��� �� � �� 	�� � !���	3

���"�, �/ ��� � �$� �*�	 R$ �� � !��!�� �.ÆD �/ � �	� *�	�� $ �� � !��!��

!��7D �/ �, &.� �*�	 $ �� �	 �	������ /����� �/ � � ��	���������	, �	 �*� ��*��

*�	� �/ ���  �$� �*�	 ��� �M �$� �	� � �� � !��!�� �.ÆD �/ R$ 4�� R$ �� 	�� �

!���	���"�5 �	� *�	�� � �� � !��!�� !��7D �/ $, �*.� � �� 2��* � !��7D �	�

� �.ÆD �/ �L �	 !�����.��� � �� 	�� .	����.���	� �	 � � ��	���������	,

��$ �*� +���	 ��	�����	� ���� .� �*�� �	A ��"!���� ���.�	 �� � !���	���"��

/����� $ 4M R$5 �/ � �� � !���	���"�, ��	�� � �� ���* 2A ���!������	 =,:,8,

5.2.2 Proof of Theorem 5.2.4

'� ;��� 	�; !���� �.� 7��� "��	 �*����", �*� /����;�	+ �;� ��""�� ����2���*

�*�� 4�5 �"!���� 4&5,

Lemma 5.2.6. ������� � �� 	 "���� �� ��"���� ��� !��� 	�� ��� � 
� 	��

�����	�������� �	��� �� � !��� ������� �	�������� ���"� � 	�� �������

�	�������� ��Æ� �� ���� � �M �# 	�� � 	�� � 	�� ��� ������ �	���� ��

�	� ������
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(����� &A ���!������	 =,:,8 � �	� � ��� .	����.���	� /������ �/ �, �*.� ��	��

� �� 	�� � !���	���"� 4�	� *�	�� ��� � "�D����
 ����5 �� /����;� �""�������A

�*�� � �M � �	� � �	� � ��� 	�� !��!�� /������ �/ ���* ��*��,

Lemma 5.2.7. ������� � �� 	 "���� �� ��"���� ��� !���� �� � 	�� $

	�� �	���� �� � !��� ��� �	�� ������� �	�������� ���"� � 	�� ��� �	��

������� �	�������� ��Æ� �# ���� � M $�

(����� '� 7��� �2����� �*�� �/ � �� $ �� � !���	���"� �*�	 � M � M � M $, 
�

��� .� 	�; ���."� �*�� 	���*�� � 	�� $ �� � !���	���"�,


.!!��� �� �*� ��	����A �*�� � �M $, �*�	 � �	� $ ��� ������A 	�� /������ �/

���* ��*�� ��	�� 	���*�� � 	�� $ �� �0.�� �� � �� � �	� � �	� � ��� .	����.���	�

�	 ���* �/ � �	� $ 42A ���!������	 =,:,85, ��� � 2� � /����� �/ � �/ "�	�"��

��	+�* ��	���	�	+ 2��* � �	� $, �� � �	� $ ��� 	�� /������ �/ ���* ��*�� 

;� "�A ���."� ;��*�.� ���� �/ +�	������A �*�� � 2�+�	� ;��* � �	� �	�� ;��*

$, �*�	 � ��	���	� 	� ��	�� �;� �����	�� ���.���	��� �/ � 4�� � !��7D �/ ���*

�/ � �	� $5, �	 !�����.��� � 2�+�	� ;��* � ��"!���� ���.�	 �� �� � ;��*

���� � ��� 2���.�� � �� .	����.���	� �	 � 2A ���!������	 =,:,8, ������� ��

�� � !���	���"� 2A �*� ���*	��� �/ � �	� *�	�� �� �	�� ;��* R� ��	�� � ��

� !��!�� !��7D �/ ��, 
�"�����A � �	�� ;��* � ��"!���� ���.�	 �� �� � ;��*

���� � �$� ��	�� � �� .	����.���	� �	 $ 2A ���!������	 =,:,8, ��	�� ��	�� �� �� �

!���	���"� 42A �*� ���*	��� �/ �5 �	� $ �� � !��!�� �.ÆD �/ �� �� /����;� �*��

�� 2�+�	� ;��* R$, 
� ;� *��� �*�;	 �*�� R� �	� R$ ��� 4�����	��5 �	������ /������

�/ �,

��� .� 7��� �.!!��� �*�� �	 ���.���	�� �/ R$ �� /����;�� 2A �	 ���.���	��

�/ R� �	 � 4�,�, � *�� �	 �	������ /����� 2�+�		�	+ ;��* R$ �	� �	��	+ ;��* R�5,

�*�	 ��	�� � �� � .	����.���	� !��7D �/ ���* �/ �*� 4�����	��5 /������ R$ �	�

R� ;� ���.�� �*�� � ��	���	� 4�� �	 �	������ /�����5 � ��"!���� ���.�	 �� �� �

2�+�		�	+ ;��* R$, �	 !�����.��� �� �� �� � !���	���"� 42A ���*	���5 �� �	��

;��* $, �*.� � *�� � !��!�� !��7D 2�+�		�	+ ;��* � �	� �	��	+ ;��* $ 

��	��������	+ �*� "�	�"����A �/ �, �	 �*� ��*�� *�	� �/ � *�� �	 �	������

/����� 2�+�		�	+ ;��* R� �	� �	��	+ ;��* R$ �*�	 .��	+ �*� ��"� �����	�	+ ��

�2��� ;� ���.�� �*�� � *�� � !��!�� �.ÆD 2�+�		�	+ ;��* � �	� �	��	+ ;��*

$, &.� �+��	 �*�� ��	�������� �*� "�	�"����A �/ �L ;*�	�� � M $,

�*� !���/ �/ (4�5 � 4&5) �� 	�; ��"!����, �*� 	�D� ��""� !����� �*��
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4&5 �"!���� 4�5,

Lemma 5.2.8. ������� � �� 	 "���� �� ��"���� !��� !��� ��� �������� ��	�

�	� �����	�������� �	��� � �� � �� �������� ���������� 
� 	 �	�� 4�
 �5

�� ������� �	��������� ��� ��	� � 	�� � 	�� ��� �	���� �� �	� ����� 	��

� %����� �& �� ��� ������� �	�������� ���"� %����� ��Æ�& �� �� ���� � ��

����

(����� �� !���� �*�� � �� ���* �� �.Æ��� �� �*�; �*�� ���* !��7D �/ � *�� �

.	����.���	� !���	���"�� �.ÆD 4��� ���!������	 =,:,85,

��� � 2� �	A !��7D �/ � �	� ��� � 2� �*� ��	+��� !���	���"�� �.ÆD �/ �, '�

7��� �2����� �*�� �/ � �� � !���	���"� �*�	 � M � �	� *�	�� � �� .	����.���	�

�	 �, ��; ��� .� �.!!��� �*�� � �� 	�� � !���	���"� �	� ��� � 2� �*� ��	+���

!���	���"�� !��7D �/ �, �/ � �� 	�� .	����.���	� �	 � �*�	 �� � �	� � ���

	�� /������ �/ ���* ��*�� 42A �*� +���	 !��!���A �/ �5 ;� ���.�� �*�� � *�� �

������ /����� $ 2�+�		�	+ ;��* � �	� �	��	+ ;��* � �	� ��	���	�	+ 	���*�� � 	��

� �� �	 �	������ /�����, ������� ;� �2����� �*�� � �� �*� ��	+��� !���	���"��

!��7D �/ $L ��*��;��� � ;�.�� ���.� �	 �*� �	������ �/ $ 4�� � �.ÆD �/ � ��	+��

!���	���"�� !��7D �/ $5, 
�"�����A ;� ���.�� �*�� � �� �*� ��	+��� !���	���"��

�.ÆD �/ $, 
� $ *�� �*� ��"� ��	+��� !���	���"�� !��7D �	� �*� ��"� ��	+���

!���	���"�� �.ÆD �� � � ��	���������	, '*�	�� � �� .	����.���	� �	 �, �*��

��"!����� �*� !���/ �/ �*� ��""�,

5.2.3 Proof of Theorem 5.2.5

��""� =,:,? !����� �*�� ���* /����� �/ � ���* ;��� �� .	�0.��A �����"�	�� 2A

��� ��	+��� !���	���"�� !��7D �	� ��� ��	+��� !���	���"�� �.ÆD,

��	������A �.!!��� � �� � 7	��� �� �	7	��� ;��� ;��* �*� !��!���A �*��

���* /����� �/ � �� .	�0.��A �����"�	�� 2A ��� ��	+��� !���	���"�� !��7D �	�

��� ��	+��� !���	���"�� �.ÆD, �� !���� �*�� � �� ���* ;� ��.�� .�� ���A ��"����

�����	�	+ �� �	 �*� !���/ �/ ��""� =,:,C, &.� /�� �*� ��F� �/ �	������ ;� +���

� ���+*��A ��J���	� !���/, 
!���7����A ;� �*�; �*�� ��� ��"!���� ���.�	� �� �	A

!���	���"�� /����� �/ � ��� !���	���"��L ;*�	�� � �� ���* 2A ���!������	 =,:,8,

��� .� �.!!��� �� �*� ��	����A �*�� � ��	���	� � 	�	3!���	���"�� ��"!����

���.�	 � �� � !���	���"�� /����� �, �*�	 � M �$� /�� ��"� 	�	3!���	���"��

;��� $ 4�� ������A �2������ �	 �*� !���/ ��5 � �5 �	 ���!������	 =,:,85, '�
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�����A ��� �*�� � �� 2��* �*� ��	+��� !���	���"�� !��7D �	� �*� ��	+��� !���	3

���"�� �.ÆD �/ �L ��*��;��� � ;�.�� ���.� �	 �*� �	������ �/ � �� � �.ÆD �/

� ��	+�� !���	���"�� !��7D �/ � �� �� � !��7D �/ � ��	+�� !���	���"�� �.ÆD

�/ �, �� � �M � ;� *��� ����*�� � ��	���������	 �� �*� /��� �*�� � �� �*� ����

/����� �/ � *���	+ �����/ �� 2��* ��� ��	+��� !���	���"�� !��7D �	� ��� ��	+���

!���	���"�� �.ÆD, �*.� ��� ��"!���� ���.�	� �� � �	 � ��� !���	���"��, �*��

��"!����� �*� !���/ �/ �*����" =,:,=,

5.3 A few consequences and remarks

���" �*����" =,8,8 ;� �����A ���.�� �*�� !��!���A 4�5 �� �0.�����	� �� �0.����A

4��5 /�� �	A .	�/��"�A ���.���	� �	7	��� ;���, �	���� �0.����A 4��5 �"!���� �*�

�D����	�� �/ ��2�������A ��	+ !���	���"�� ��	�� �4�5 K �4� K 85 � : /�� ���

� �� ��+��*�� ;��* .	�/��" ���.���	�� �	� ��	 ������A �*�; �*�� /������ ���

������ .	��� ��������L *�	�� !��!���A 4�5 *���� 2A �*����" =,8,8, ��	������A 

���*	��� 4!��!���A 4�55 ��+��*�� ;��* .	�/��" ���.���	�� �"!���� ����.�� .	���

�������� 2A ��"��F =,8,8 �	� *�	�� �0.����A 4��5 *����,

Question: �� ��� ��	������ �� ������� 0�*�*# 	� ��� ���������� �� �	����


���� ����� ����� �� ���	� 
� ����	�� 
� ��� !�	7�� ���������� �� �����

����<

�� �2��� �� /����;� �������A /��" �*����" =,8,8 �	� ��"��F =,8,8 �*�� /��

�	A ���.���	� �	7	��� ;��� w �/ w �����7�� !��!���A 4�5 4�,�, �/ w �� ���* �	�

*�	�� *�� /������ ������ .	��� ��������5 �*�	 �0.����A 4��5 *����, ��;���� 

�� !���� �*� ��	����� .��	+ �.� "��*��� �	� ;�.�� 	��� �� F	�; �*�� �	A

���.���	� �	7	��� ;��� �����/A�	+ �0.����A 4��5 *�� /������ ������ .	��� ��������,

'� ��.�� 	�� 7	� � !���/ �/ �*�� ����" 	�� ��.�� ;� 7	� � ��.	���3�D�"!��,

��� .� !��	� �.� �*�� ;*���� .	�/��" ���.���	�� �	� �*� �D����	�� �/ ��2�������A

��	+ !���	���"�� �"!�A ����.�� .	��� �������� �*�� �� 	�� ��.� �	 �*� ���� �/

���.���	�� �	�A, ��� �	���	�� ��	����� �*� /����;�	+ �	7	��� ;���$

s M �%���%���%���%���%���%���%���%���% � � � 

;*��* �� �*� ��"�� �� � +��� �� �	7	��A �/ �*� ��0.�	�� 4��5��� �/ 7	��� ;����

��7	�� 2A$

�� M �% �	� �� M �����
����� /�� � � 8
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�*�� �	7	��� ;��� �� ������A ���.���	� 42.� 	�� .	�/��"�A ���.���	�5 �	� ��	3

���	� ��2�������A ��	+ !���	���"�� 2.� ��� ��� �/ /������ �� 	�� ������ .	���

��������, 4���� �*�� s �� 	�� ���* �	� ���� 	�� �����/A �0.����A 4��5,5 �/ �	�

��.�� �*�; �*�� ���.���	�� ��+��*�� ;��* �0.����A 4��5 �"!���� ��2�������A ��	+

!���	���"�� !��7D�� �*�� ;�.�� 2� �	�.+* �� !���� �*�� /������ ��� ������

.	��� ��������,

�	 �*� ��	��D� �/ 7	��� ;���� � �*� *A!��*���� �/ /������ 2��	+ ������ .	���

�������� ��	 2� ��!����� 2A �*� ��0.���"�	� �*�� � �� � !���	���"�, �	���� 

��� ;� �����A 	��� �� �*� �.!�� ���.��� ��.�A +��!* �� 2� ��		����� ;*��* ��

��.� /�� !���	���"��,

Theorem 5.3.1. ,�� 	�� �	�������� �# ��� �����!��� ���������� 	�� �����

 	����)

�5 � ���	��� ���K 8 ������� �	���������5

��5 	�� ������� ������� �� �	��������� �� � 	�� �	���������5

���5 �4�5 K �4� K 85 M �4� K 85	 �4�5 K : ��� 	�� � !��� @  �  ����
'� 	�; !���� �;� ���A ��	��0.�	��� �/ �*����" =,8,8,

Corollary 5.3.2. ������� w �� 	 �������� ��� ��"���� !���� ���� ���

�����!��� ���������� �����

�5 w �� %������& ������� �� 	�� ���� �� �4�5 K�4�K 85 M : ��� ���� ��

��5 4�4�55��� �� � ����	��� ������� !��� ������ : �� 	�� ���� �� �����

����� �������	�� � �������� 6# '# � ��� ��	� �4�5 M 6� K ' ��� 	��

� � � �

(����� 
.!!��� w �� � ���.���	� ���* �	7	��� ;���, �*�	 �4�5 K �4� K 85 M

�4� K 85	 �4�5 K : /�� ��� � 2A �*����" =,8,8 �	� ��"��F =,8,8,

�5$ �/ �4�5 K �4� K 85 M : /�� ��"� � �*�	 �4� K 85 M �4�5 �	� *�	��

w �� ���	�.���A !�������L �	 !�����.��� w ".�� 2� 4!.���A5 !������� �� �� ��

���.���	�, ��	������A �/ w �� !������� �*�	 �4� K 85 M �4�5 /�� ��"� � �	�
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