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Introduzione

Nello studio e nell’elaborazione di teorie riguardanti strutture matematiche si
presentano spesso situazioni in cui una “base ridondante”, cioé¢ un sistema di
generatori con una o piu relazioni di dipendenza, ¢ piul naturale di quanto
sarebbe una “base indipendente”. Nelle ricerche sui BM)-gruppi di Butler (gruppi
abeliani senza torsione di rango finito definibili mediante una base ridondante
con una sola relazione di dipendenza), gli studiosi che se ne sono occupati (in
particolare De Vivo e Metelli) hanno messo in luce uno strumento lineare-
combinatorio (una {0, 1}-tabella detta “tenda”) con funzionamento e trasfor-
mazioni affatto originali, che pud essere usato in molti ambiti (reticoli geo-
metrici, gruppi abeliani, spazi vettoriali e loro rappresentazioni) in cui sia rile-
vante 'esistenza di una base ridondante.

L’argomento di questa tesi ¢ lo studio e 'applicazione di tale strumento
matematico, che consente soluzioni algoritmiche a problemi algebrici sia in strut-
ture finite che infinite.

In particolare lo strumento “tenda” consente di affrontare alcune interessanti
problematiche riguardanti il reticolo geometrico delle partizioni di un insieme
finito di ordine m, che dualmente sup-immerso mediante una sua base ridon-
dante nello spazio proiettivo di dimensione m — 2 sul campo Zsy, pud essere
studiato simultaneamente come struttura d’ordine e come struttura lineare.

Tali tematiche vengono affrontate nei primi due capitoli di questa tesi. In
particolare, nel primo capitolo e nella prima parte del secondo si rielaborano al-
cuni risultati sul reticolo delle partizioni e sulle tende. Si passa poi ad analizzare
le proprieta della tenda associata ad un automorfismo di uno spazio vettoriale su
Zo di dimensione finita. Tale analisi conduce ad un significativo miglioramento
di un recente risultato di Barioli, De Vivo e Metelli [5] sulle rappresentazioni di
uno spazio vettoriale di dimensione finita.

Nel corso delle ricerche sono sorti in maniera naturale alcuni interessanti
problemi sui rapporti fra la struttura d’ordine e la struttura lineare del reticolo
delle partizioni di un insieme finito. Nel terzo capitolo vengono affrontati due di
questi problemi riuscendo a pervenire ad una formulazione pitl maneggevole, che
consente molto probabilmente di affrontarli usando le tende e i risultati ottenuti
su di esse.

Gli ultimi due capitoli di questa tesi sono dedicati ai B(Y-gruppi.

Nel quarto capitolo, dopo aver riportato un importante risultato di Fuchs e
Metelli del 1991 che puo essere visto come il punto di partenza nell’approccio
allo studio dei B(M-gruppi attraverso le tende, viene mostrato in che modo &
possibile rappresentare un B(W-gruppo con una tenda. Vengono, poi, ripor-
tati i risultati di De Vivo e Metelli inerenti i cambi-base e gli addendi diretti
indecomponibili dei B-gruppi. Inoltre, sempre nel quarto capitolo, & inserita



una caratterizzazione dei gruppi abeliani completamente decomponibili ottenuta

sfruttando la semplificazione data del risultato di Barioli, De Vivo e Metelli.
Infine, nel quinto capitolo, vengono riportati i risultati ottenuti in collabo-

razione con De Vivo e Metelli inerenti le decomposizioni dirette dei B(M-gruppi.



1 Lo spazio vettoriale delle bipartizioni

E’ necessario fare alcune premesse.

Sia I ={1,...,m}.

p(m) denotera l'insieme delle parti di I. Per un sottoinsieme C di I, in
alcuni casi, verra usata la notazione C ! in luogo di I\C.

E’ noto che p(m)(C) & un’algebra di Boole e che p(m)(+, -), ove + & la somma
Booleana d’insiemi, & uno Zs-spazio vettoriale di dimensione m. Denotata con
04 la funzione caratteristica dell’insieme A, tornerd utile l'identificazione di
p(m) con Zy™ attraverso Iisomorfismo lineare

§: A€ p(m)— 64 =(04(1),...,04(m)) € 25",

Un sottoinsieme di I si dird regolare se ha cardinalita diversa da m — 1.
L’insieme dei sottoinsiemi regolari di I verra denotato con pgr(m).

P(m) denotera Uinsieme delle partizioni di I. Gli elementi di una partizione
di I saranno chiamati blocchi, i loro complementi rispetto ad I co-blocchi.
Una partizione con 2,3,4 blocchi sard detta rispettivamente bi-, tri-, quadri-
partizione.

E’ semplice osservare che ordinando P(m) rispetto alla relazione d’ordine
“maggiore” = “meno fine” si ottiene un reticolo (non distributivo, se m > 3).
E’ necessario distinguere alcune partizioni. Per ogni £ C I e ¢ € I, si pone:

- pr ={I\E,{i} | i € E}, la partizione puntata puntata su F;
- bp =bpg ={I\E, E}, la bipartizione su E (o I\E);
- pi = pgiy = by = bp gy = {{i}, I\{i}}, la bipartizione puntata puntata su i.

Le seguenti proprieta sono immediate:

Lemma 1.0.1 Per ogni E C I e per ogni partizione C = {Cy,...,Cy} di 1, si
ha:

- DE Zié\EPi;
- bg =pEVDpNE;

- C:bcl/\.../\bck:i;\jbci per ogni j € I;



- C=pno, A Apne,-

In tale contesto, si dira che una famiglia B = {b; | ¢ € I} di elementi di uno
spazio vettoriale V' di dimensione m — 1 su un campo K & una base ridondante
se ogni sua parte propria ¢ linearmente indipendente (equiv. per K = Zs, se
nessuna sottosomma dei b; ¢ 0). Chiaramente, la somma degli elementi di una
base ridondante ¢ nulla.

B(m) denotera linsieme delle bipartizioni di I. Posto by + bp = bryrp
per ogni bg,bp € B(m), B(m)(+,-) & uno Zs-spazio vettoriale di dimensione
m — 1. L’insieme delle bipartizioni puntate di I ¢ una base ridondante di B(m).
L’applicazione

0:0g GZE'LHbEEB(m)

¢ un epimorfismo lineare ed ha come nucleo A = {§z,d;}. Pertanto, & possibile
identificare ogni bipartizione b con il laterale 6 + A = {dg,0p g} ossia, con
il vettore §p identificato a meno dello scambio degli 0 con gli 1.

Una m-upla di bipartizioni (bg,,...,bg,, ) si dice ammissibile se & una base
ridondante di B(m).
Ad ogni partizione C = {C1,...,Cy} di I ¢ associato il sottospazio vettoriale

V(C) di B(m); precisamente

V(C) = {bp € B(m) | bg > C}.

Lemma 1.0.2 Se {bg, | i € J} & una famiglia di elementi di B(m) allora
be, > Abg,

g] B = ié\J b

Lemma 1.0.3 Per ogni C = {C,...,Cx} e D={D1,...,Ds} € P(m) si ha:

- V(C):<b01»'~~abck>;

- V(C) ha dimensione k — 1,

- V({C)NnV(D)=V(CV D);

- seC < Dallora V(D) <V(C);

- V(C)+ V(D) <V(CAD).
Si osservi che, denotato con L(B(m)) il reticolo dei sottospazi di B(m),

I’applicazione

V:CeP(m) — V(C) € L(B(m))



& un V-monomorfismo duale e non é suriettiva. In particolare, si ha:

Proposizione 1.0.4 [15] Sia W un sottospazio di B(m) e sia {bcy,...,bc, }
una sua base. W € Im(V) se e solo se la partizione C =bo, A+ ANbe,, ha k+1
blocchi ed in tal caso si ha W =V (C).

E’ possibile definire in modo naturale un’applicazione che ad ogni sottoin-
sieme A di I associa un sottospazio di B(m) coordinato rispetto alla base ridon-
dante {p; | i € A}

A= Va=(p|i€A).

Tale applicazione diviene biettiva se ristretta ai sottoinsiemi regolari di 1.
Dal lemma 1.0.3 segue che

Va=V(pa) = {bg € B(m) | bg > pa},

di conseguenza si ha:

Lemma 1.0.5 Se A, B sono sottoinsiemi regolari di I allora:
- Va+ Ve =Vaus;

- VunVg =Vyng se AUB C I, VanVg = Vanp + <bA> = VuanB + <bB>
altrimenti.

E’ evidente che un endomorfismo £ di B(m) & univocamente determinato
dai valori che assume in corrispondenza delle bipartizioni puntate. Si dira
che una m-upla di bipartizioni (bg,,...,bg,, ) rappresenta £ e si scrivera £ =
(bey,---,bE,,) se e solo se by, = E(p;) per ogni i € I.

E’ semplice osservare che valgono i seguenti:

Lemma 1.0.6 Una m-upla di bipartizioni (bg,,...,bg, ) rappresenta un en-
domorfismo £ di B(m) se e solo se > bp, = 0 ed in tal caso si ha E(bp) =
iel

dbg, = Y, bg, per ogni by € B(m).
i€l i€I\F
Lemma 1.0.7 Se £ = (bg,,...,bg,,) e F = (bp,,...,br,,) sono due endomor-

fismi di B(m), allora:

i & F= ( Z bE s - Z bEi);

i€ Fy i€ F,
(i) & é un automorfismo di B(m) se e solo se (bg,,...,bg,, ) é ammissibile;
(iii) se £ é un automorfismo allora F é l'inverso di € se e solo se Y bg, = p;

’iEFj
per ognt j € 1.



Lemma 1.0.8 Se (bg,,...,bg,, ) é una m-upla di bipartizioni ammissibile allora
;\bE ={{1},...,{m}} per ogni j € I.
i#]

Sia V' uno spazio vettoriale di dimensione m — 1 su un campo K.

Se B = {b; | i« € I} ¢ una base ridondante di V, ¢ semplice verificare
che la partizione di I che si ottiene a partire dall’espressione di un elemento
v di V come combinazione lineare degli elementi di B, mettendo in uno stesso
blocco indici per i quali i coefficienti sono uguali, non dipende dalla particolare
combinazione scelta. Denotata, allora, con partg(v), tale partizione, e posto
per ogni C = {C4,...,Cx} € P(m)

V(C)={veV |partg(v) >C},
e per ogni A € pr(m)
Va=(bi| i€ A)=V(pa),

sussistono per V gli analoghi dei lemmi 1.0.3 e 1.0.5 (chiaramente sostituendo

i€k

Sia V' uno spazio vettoriale di dimensione m —1su K e B' = {b, | i € I}
una sua base ridondante. Se £ = (bg,,...,bg,,) & un endomorfismo di B(m),
lomomorfismo £* : V' — V' definito da £*(b;) = > b; & rappresentato rispetto

JjeEE;

a B e B' da tutte e sole le Zs-matrici che rappresentano la m-upla di bipartizioni
(bg,,--.,bg,, ). E’ semplice osservare che gli £*, al variare di £ in End(B(m)),
sono tutti e soli gli omomorfismi da V' in V' rappresentati rispetto a B e B' da
Zo-matrici. Chiaramente, £ ¢ un automorfismo se e solo se £*¢ un isomorfismo.

1.1 1l dominio di un automorfismo di B(m)

Per ogni sottoinsieme regolare A di I e per ogni partizione C = {C1,...,Ci} di
I, si pone

CA) = (4D V-V (_ 8ali))

E’ immediato osservare che
Lemma 1.1.1 Per ogni A € pr(m) e C, D € P(m), si ha:

- C(A) =1 se e solo se A contiene un co-blocco di C ossia se e solo se py < C;



- seC <D allora C(A) < D(A)

Di conseguenza si ha:

Lemma 1.1.2 Sia bg una bipartizione e A un sottoinsieme regolare di I. Le
sequenti affermazioni sono equivalenti:

(i) bp(4)=1
(ii) ET'CAo0ECA;
(iii) bg > pa;

(iv) bg € Va.

Per ogni m-upla di partizioni (Cy,...,C,,) di I e per ogni sottoinsieme rego-
lare A di I, si pone

(Cry. s C)(A) = {i € T | C;(A) = 1).

Sia €& = (bg,,...,bg,, ) un automorfismo di B(m). E’ semplice verificare che
I’applicazione

A€ pr(m) — E(A) € pr(m)

¢ ben definita e che £(0) = 0 e £(I) = I. Inoltre, dal lemma 1.1.2(iv), segue che
E(A)={iel]|bg, € Va} ediconseguenza (bg, | i € £(A)) < V4. Ne deriva:

Proposizione 1.1.3 [15] Per ogni sottoinsieme regolare A di I, si ha:

- A <AL
- |E(A)] = |A]| se e solo se E(Vg(a)) = (bg,| i € E(A)) = Va.

L’insieme dei sottoinsiemi regolari A di I tali che |£(A)| = |A| sara chiamato
dominio di € e verra denotato con D(E).

Siano (bg,, ..., by, ) una n-upla di bipartizioni di {1,...,m} e (bp,,...,br,,)
una m-upla di bipartizioni di {1,...,n}. Posto, per ogni i € {1,...,m},

A = A bE7‘ e Ci= A bEj,
JjeEF; JEI\F;

la m-upla di partizioni (A; V Cq,..., A V Cy) si denota con
(bEl, ey bEﬂ) * (bpl,. .. ,me).

Siano £ = (bg,,...,bp,,) ¢ F = (bp,...,br, ) due automorfismi di B(m).
Vale il seguente:

Lemma 1.1.4 [15] Se A ¢é un sottoinsieme regolare di I allora



F(E(A) = {i € I | A(A) v Ci(A) = 1}.

Dim. Per definizione i € F(E(A)) se e solo se by, (E(A)) = 1 ossia se e solo se

E(A) contiene o F; o F;''. Ora, F; C £(A) se e solo se per ogni j € F; si ha

bp; > pa ossia 'E/\F bg; > pa e dunque A;(A) = 1. Analogamente si osserva che
NASEA

F71 C £(A) equivale a C;(A) = 1. In definitiva, si ha allora che i € F(E(A)) se
e solo se A;(A)V(C;(A)=1.0

Pertanto, da Ex F = (A1 VCi,..., A VCn) < (D bg,y ey Y. bg,) =& F,
segue: eh 1€

Proposizione 1.1.5 [15] Se A ¢ un sottoinsieme regolare di I allora

F(E(A)) C (€ F)(A) € (€-F)(A).

Corollario 1.1.6 [15] Se F ¢é l'inverso di € e A é un sottoinsieme regolare di
I allora valgono le seguenti:

(1) F(E(A) € (ExF)(A) € 4
(i) F(E(A)) = (ExF)(A) = A se e solo se A e D(E).

Dim. (i) Segue immediatamente dalla proposizione precedente tenuto conto che

( Z bEw"'vﬁz bEz) = (ply--~;p7n)-

i€EF) €Fm

(ii) Se F(E(A)) = A, da |F(E(A))| < |(€ * F)(A)| < |A| segue immediata-
mente che A € D(E). Viceversa, se A € D(E) allora V4 = (bg, | i € E(A)) e
di conseguenza se i € A allora o F; o F;"' & incluso in £(A). Se F; C S(A)
allora bg; > pa per ogni j € F; 0551a /\ bE > pa e di conseguenza A;(A) = 1;

(4
analogamente, se F; ' C £(A) allora CZ( ) = 1. Pertanto, A;(A) v C;(A4) =
per ogni i € A ossia A C F(E(A)). Dalla validita generale di F(£(A)) Q
(ExF)(A) C A segue allora F(E(A)) = (ExF)(A) =A. O

Dalla (ii) della proposizione precedente segue che A € D(E) se e solo se
A;(A) Vv C;(A) = 1 per ogni i € A; esplicitando cio si perviene alla seguente

caratterizzazione degli elementi del dominio di &:

Corollario 1.1.7 Sia A un sottoinsieme regolare di I. A € D(E) se e solo se
A1 ¢ incluso o in un blocco di A; o in un blocco di C; per ogni i € A.

10



2 Tende

Un insieme di sottoinsiemi regolari di I non vuoti, contenente I, si dice m-
tenda (tenda se m ¢ sottointeso). E’ evidente che, per le identificazioni fatte in
precedenza, & possibile rappresentare una m-tenda d’ordine k£ con una matrice
(m x k) su Zg senza ripetizioni di colonne, con una colonna formata da tutti 1 e
priva di colonne con un unico 0 o formate da tutti 0. Chiaramente tale matrice
¢ identificata a meno di permutazioni delle colonne.

Assegnare una m-tenda ordinata equivale ad assegnare una rappresentazione
(Wy,...,Wg) di uno spazio vettoriale V' di dimensione m —1 coordinata rispetto
ad una base ridondante B, infatti, in tal caso, ogni W; = V4, dove A; ¢ un
sottoinsieme regolare di I. Inoltre, come si vedra nell’ultimo paragrafo di questo
capitolo, assegnare una m-tenda equivale anche ad assegnare 'insieme dei primi
di un 7-morfismo (particolari A-morfismi da P(m) al reticolo dei tipi) ovvero
una classe d’isomorfismo nella categoria che li ha come oggetti.

Sia £ un automorfismo di B(m). Per quanto osservato in precedenza, ’applica-
zione

T — &(T) = {£(A) | A€ T}

¢ una trasformazione nell’insieme delle m-tende.
Si dice che £ & un cambio-base per la tenda T se 'azione di £ su T ¢
invertibile, ossia se denotato con F l'inverso di &, si ha

FEWT) =T,

equivalentemente se F(£(A)) = A per ogni A € T.

Pertanto, si dice che £ ¢ un cambio-base fra due tende Ty e Ts se £ ¢ un
cambio-base di Ty e £(Ty) = T». Chiaramente, £ & un cambio-base fra Ty e
T, se e solo se F & un cambio base fra Ty e T;. Dal corollario 1.1.6 segue allora
che

Proposizione 2.0.1 £ ¢ un cambio-base per la tenda T se e solo se T C D(E).

Corollario 2.0.2 Siano & e F due automorfismi di B(m) e Ty, Ta, Ts tre
tende. Allora:

(i) se &-F é un cambio-base per T allora (£-F)(T) = F(E(T));
(ii) se F ¢é un cambio-base fra Ty e Ty e £ ¢ un cambio-base fra Ty e Ty

allora £-F ¢é un cambio base fra Ty e Ts;

11



(iii) se & € un cambio-base per T e F ¢é inverso di € allora (€ x F)(A) = A
per ogni A € T.

Ad ogni m-tenda é possibile associare una m-upla di partizioni di I.

Definizione 2.0.3 Sia T una m-tenda. Posto, per ogni i € I,
partr(t;) =V{pa | Ac Teiec A},
la m-upla di partizioni
(partr(t1),...,partr(tm))

st dice base di partizioni della tenda T.

Le basi di partizioni verranno caratterizzate nel quinto capitolo.

Lemma 2.0.4 Se T una m-tenda allora
(partr(t1),...,partr(tm)) < (D1,--- s Pm)-

Siano Ty e Ty tende. T si dice una sotto-tenda di Tq se Ty C T4.

Lemma 2.0.5 Se Ty ¢ una sotto-tenda di una tenda T allora

(parte,(t1), ..., partr, (tm)) < (partr,(t1),...,partr, (tm,)).

Una tenda si dice indecomponibile se la sua base di partizioni & (p1,...,Dm).
Chiaramente, una tenda T ¢ decomponibile se almeno per un indice i € I si ha
partr(t;) < p;- Una m-upla ammissibile di bipartizioni £ si dice indecomponibile
se ¢ indecomponibile la tenda D(&)\{0}.

Corollario 2.0.6 Ogni tenda che contiene una tenda indeconponibile € inde-

componibile. Pertanto, se £ ¢ un cambio-base di una tenda indecomponibile
allora £ ¢é indecomponibile.

12



2.1 Fattorizzazione in scambi

Uno scambio ¢ un automorfismo di B(m) che fissa m — 2 vettori della base
ridondante {p1, ..., pm }. E’ immediato osservare che se S & uno scambio allora

S= (plv"'7pi—1;biUXapi+17"'apj—17bjUXapj+1a"'7pm)

per opportuni ¢ # j € I e X C I\{i,7}: tale scambio si denota con S(i, j, X).
Per ognii,j € I, S(3,,0) & 'identita di B(m) e S(¢, 7, I\{4,j}) & Pautomorfismo
trasposizione di B(m) che scambia p; e p;: tali scambi si dicono banali.

Proposizione 2.1.1 [16] Sia S = S(i,7,X) uno scambio. Denotato con X'
Uinsieme (I\{i, j})\X, valgono le sequenti proposizioni:

(i)  Un sottoinsieme regolare A di I appartiene al dominio di S se e solo se si
verifica una delle sequenti eventualita:

= A g I\{Zvj}a
- XCA,
- X' CA
(ii) Il dominio di S coincide con il dominio di S' = 8(i,j,X') e S:§'=8"S =
S(i, 4, I\{i, 3})-
(iii) Se A € D(S) allora :
- SA)={juA-{j}) se {jUX' CAeig A,
- SA)={uA—{i})se{JUX CAejdA,

(A) = A nei restanti cas.

%)

Dim. (i) Non ¢ difficile controllare che se per un insieme A ha luogo una delle
tre eventualita allora A appartiene al dominio di S. D’altra parte, se A € D(S)
et € A, (risp. j € A), allora E; = {i}UX C A (risp. E; ={jlUX CA)o
E;'={i}UX' C A (risp. B! ={j}UX CA).

(i) Segue immediatamente dalla (i).

(iii) Se AN{i, 5} = 0 allora p,(A) = 1 per ogni h € A e dunque S(A4) = A. Se
{jIUX' C Aei ¢ Aallora E; C A ed avendosi p,(A) = 1 per ogni h € A—{j},
si ha S(A) = {i} U (A —{j}). Il caso {i} UX' C Aej ¢ A& analogo. Infine,
se i,j € A allora A include o F; e Ej, o E;7" e E;7! ed ¢ pertanto semplice
osservare che S(4) = A. O

La (i) della proposizione precedente ha come conseguenza che, posto A=

A\{i,j} e denotata con p; la partizione puntata su A dell’insieme IN\{i,j}, s
ha:

13



Corollario 2.1.2 Sia S(i,j, X) uno scambio e T una tenda.
S € un cambio-base per T se e solo se V{pz; | AN{i,j} #0e Aec T} < {X,X'}.

Dai prossimi risultati ¢ possibile ricavare un algoritmo che consente di ot-
tenere la fattorizzazione in scambi di ogni automorfismo di B(m).

Lemma 2.1.3 [16] Sia & = (bg,,...,br,, ) una m-upla ammissibile di bipar-
tizioni e sia j € I. Se per ogni i # j, bp, A bg; ¢ una tripartizione allora bg, ¢
una bipartizione puntata.

Dim. Per ipotesi, non lede la generalita supporre che, per ogni i # j, 0 E; C E;

oE; CE'. PostoS={iel|E CE}eT ={iell|E CE'}

si ha 0 = ZbEi = bE,~+ ZbEiJr ZbEi :bEj+bC+bD dove C' C E; e
i€l i€S i€T

D C E;'. Allora, dall’ammissibilita di £, segue che o § = I'\{j} o T = I\{j}.

Se S = I\{j} allora E; contiene un co-blocco di i;\jbEi e di conseguenza per il

lemma 1.0.8 bg; ¢ una partizione puntata. Il caso 7'= I'\{j} ¢ analogo. (J
Proposizione 2.1.4 [16] Sia & = (bg,,...,bg,,) un automorfismo di B(m).
Se bp, Nbg; € una quadripartizione allora esiste un sottoinsieme X non banale

di I\{i,j}, tale che

bEiﬂEj = Z bE;L
heX

bEmEfl = > bg,
7 heX

Denotato, allora, con S lo scambio S(i,j,X), posto E,’ = Ep, per ogni h # i, 7,
e

E/'=EnNE;",

E/ =E;'nE;,
nel primo caso;

E'=ENE;,

| —1 —1
By =E "NE;",
nel secondo; si ha:

G &=

B ,bE‘m) é un automorfismo di B(m),

(i) £-S=¢,
(i) D(E) € D(E),
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(iv) [{(,5) [ lbg Abg | =4} <[{(i,9) | [be, Abg,| = 4}].

Dim. Non lede la generalita supporre di trovarsi nel primo caso. La (i) e la (ii)
sono immediate.

(ii) Sia H € D(E). Se E(H)N{i,j} =0 o {i,5} C E(H) allora & semplice
verificare che E(H) = E'(H). Sei€ E(H) e j ¢ E(H) allora o E; C H e quindi
E'(H)=E&(H),o E;' C H ediconseguenza ' (H) = {j}U(E(H)—{i}). Ad una
conclusione analoga si perviene nel caso in cui j € E(H) e i ¢ E(H). Pertanto,
in ogni caso, si ha |E'(H)| = |E(H)| = |H| e dunque H € D(E").

(iv) E’ sufficiente osservare che, se h # i, j, e 0 bg, Abg; 0 bg, Abg, & una
tripartizione allora almeno una fra b, A b - eby Abg lo¢, e che nel caso in
cui lo sono entrambe allora anche b, Ab ‘e by /\ b 10 sono.

Se bg, Abg, € una trlpartlzlone allora non lede la generahta supporre che
ok, CFE, ok, C EZ . Se E; C E; allora dal fatto che E; C I\EJ segue
che bEL A bE‘, & una tripartizione; se, invece, F C E;l allora E, C E;l
di conseguenjza bEL A bp & una tripartizione. Il caso in cul bg, A bg; & una
tripartizione & analogo. '

Infine, non ¢ difficile controllare che se bg, A bEj e bg, N bg, sono entrambe
tripartizioni allora un blocco di bg, ¢ incluso in un blocco di bg, Abg, e pertanto
bE‘h A b . ebp /\ by g, SOnO entrambe tripartizioni. [J '

2.1.5 Algoritmo per la fattorizzazione in scambi.

Sia € un automorfismo di B(m). Se Q(€) = [{(4,7) | |bg, A bg,| = 4}| # 0 allora
esiste una coppia di indici (7, j) per i quali bg, A bg, ¢ una quadri-partizione,
pertanto, applicando la proposizione precedente, si ottiene:

- =681,
- D(&) C D(&),
- Q&) < Q)

se anche Q(&1) # 0, allora procedendo per & analogamente a quanto fatto per
£ si ottiene che & = £5-Sa, D(E3) C D(&1) e |Q(E)| < |Q(&1)]; di conseguenza
si ha:

- E=868- 65,
. D(E)C D) C D&,
- [Q(&)] < Q&) < 1Q(E)].

Reiterando tale procedimento, si arriva ad un punto in cui & = £;-S4-... 51
e Q&) =0, con ¢ < (m—1)L. Ma allora, per il lemma 2.1.3 le bipartizioni
di &; sono tutte puntate e pertanto £ = Sj-...-Sg41, dove S, ..., 5441 sono

opportune traposizioni e k — ¢ < m — 1. Dunque, in definitiva, si ha:

15



E=8Sk-1--..-S1
dove Sy, ...,Sk sono scambi tali che

D(E)=D(Sp...-8) C D(Sp-...-8) C -+ C D(Sp-Si—1) C D(S). O

Ne deriva la seguente:

Proposizione 2.1.6 [16] Sia £ un automorfismo di B(m). & possiede una
fattorizzazione in scambi

E=8,8k-1-...-51

con la proprieta che se £ € un cambio-base per una tenda T allora & = Si- . . .-S;
e un cambio-base per T per ogni i =1,... k.

Corollario 2.1.7 FEsiste un cambio base fra due tende T e Ty se e solo se
Ty = S1(Sa(- - (Sp-1(Sk(T)))
dove Sy, ...,Sk sono scambi tali che

T C D(Sk), Sk(T) € D(Sk-1),--.,S2(... (Sk(T)) € D(Sk)-

2.1.8 Osservazione. Il corollario precedente suggerisce come calcolare tutte
le tende che si ottengono a partire da una tenda T attraverso un cambio-base.
Si procede come segue: si considerano tutti gli scambi che sono cambi-base
per T e si trasforma T con ciascuno di tali scambi; a ciascuna delle tende
cosi ottenute si riapplica il procedimento. Reiterando tale procedimento, con
I’accortezza di non riapplicarlo ogni volta che si ottiene una tenda gia ottenuta
in precedenza, dopo un numero sufficiente di passi, si ottengono tutte le tende
cercate. A ciascuna di tali tende corrisponde un cambio-base di T ; precisamente
se T' = Sk(...(S1(T)) allora il cambio-base corrispondente ¢ Si-...-S;. O

2.1.9 Osservazione. Se V ¢ uno spazio vettoriale di dimensione m —1 su Zsy, &
lecito assumere V = B(m) (a meno d’isomorfismi). Se S & uno scambio di B(m)
allora § ¢ una trasvezione di V' che fissa un iperpiano coordinato. Ne deriva
che lalgoritmo per la fattorizzazione in scambi di un automorfismo di B(m) ¢
un algoritmo pitu veloce di quello classico per ottenere una decomposizione in
trasvezioni di un automorfismo di V. O
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2.2 Proprieta del dominio di un automorfismo di B(m)

Sia £ = (bg,,...,bg,, ) un automorfismo di B(m) ¢ F = (bg,,...,br, ) il suo
inverso. Come & stato osservato, se A, B € D(€) allora £(A),E(B) € D(F)
e |E(A)| = |A] e |E(B)| = |B|. Le prossime osservazioni descrivono il mutuo
comportamento di £(A) e £(B) in funzione di quello di A e B. E’ necessario
fare alcune premesse.

Lemma 2.2.1 Siano A, B due sottoinsiemi regolari di I, valgono le sequenti:
(i) se AC B allora E(A) C E(B);

(ii) se AU B C I (equivalentemente A=' N B~ # () allora £(A) N E(B) =
E(AN B);

(iii) se AU B = I (equivalentemente A=' N B~ = 0) allora E(A) N E(B) =
EANB)U{i€T|Iee {1, ~1} teA\B) CE e (B\A) C &)

(iv) se A € D(E) allora E(A) € D(F);
(v) se E(A) € D(F) allora esiste un C € D(E) tale che C C A e E(C) = E(A);

(vi) se A,B € D(&) allora |E(A)NE(B)| — |E(A)*N&EB)™ = |AnB| -
|[A=tn B~

Dim. La (i) ¢ banale. La (ii) e la (iii) seguono immediatamente una volta
osservato che se i € E(A)NE(B) allora Ef C Ae E C Beone,o € {1,—1}e
chesee#o allora AUB=1,(A\B)CE;e(B\A) CE;°".

(iv) Dal fatto che F(E(A)) = A segue che |F(E(A))| = |E(A)| e di con-
seguenza £(A) € D(F).

(v) Se E(A) € D(F) allora F(E(A)) € D(E) e F(E(A)) C A.

(vi) Segue immediatamente dal fatto che |E(A)| = |A| e |E(B)| = |B|. O

Lemma 2.2.2 Siano A, B € D(£). Se |A~'N B~ > 2 allora AN B € D(§)
e AUB € D(€).

Dim. Se, per assurdo AN B ¢ D(E) allora esiste un ¢ € AN B tale che
F; CE(A) e F/H C £(B). Ma allora, £(A) UE(B) = I e di conseguenza si ha
‘/e\IbEj > paV pB = panp) il che ¢ falso. Il fatto che AU B € D(€) segue in
J

maniera ovvia. U
Corollario 2.2.3 Se A, B € D(€) allora |[A™* N B~ =n con n > 2 se e solo
se |E(A)"INEDB)~ =n.

Dim. Dai lemmi 2.2.1(ii) e 2.2.2 segue che |E(A N B)| = |AN B| e quindi per il
lemma 2.2.2(iv) si ha |[A=* N B~ = |£(A)~1 N &(B)~1|. L’'implicazione inversa
¢ analoga. [J
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Se |A~'NnB~ Y =1allorao [E(A)1NEMB) Y =10&A)1NEB) L =0.
Per le osservazioni fatte, ¢ immediato verificare che il primo caso si presenta se
e solo se AN B € D(E) e che in tal caso E(A) N E(B) € D(F). Nel secondo,
allora, ANB ¢ D(&) ed ¢ facile provare che E(A)NE(B) € D(F) se e solo esiste
un C € D(€) taleche C C ANBel|C|=]|ANB|—1.

Se A7'n Bt =0 allorao E(A)1NEB) =00 |E(A)TNEB) Y =1.
Denotatocon S={ie€I|3Jee{l,-1} t.c. AA\BC E°e B\ACE;*}, allora
E(A)NE(B) =E(ANB)US. Quindi, AN B € D(£), nel primo caso se e solo
se S = e di conseguenza E(A)NE(B) € D(F); nel secondo se e solo se |S| =1
e di conseguenza E(A)NE(B) ¢ D(F). Se, invece, AN B ¢ D(E) allora S # 0.
Pertanto, o |E(A) NE(B)| =|AN B| (equiv. (bg, | i€ E(A)NE(B)) < (pi,ba |
i € ANB)) e quindi £(A)"'NE(B) ' = 3,0 |E(A)NE(B)| = |[ANB|+1 (equiv.
(bg, | i€ E(A)NE(B)) = (pi,ba | i € AN DB)) e quindi [E(A)"*NEB)~ Y = 1.
In entrambi i casi ¢ semplice verificare che £(A) N E(B) ¢ D(F).

Quanto osservato, consente di affermare che, per due elementi A, B di D(E),
si presentano le seguenti eventualita:

(1) |[AT'NB7Y > 2
(2) |[A'nB7 Y =1, AnB € D(&);

3) |[AT'NB Y =1, AnB ¢ D),
esiste C € D(€) taleche C C ANBe|C|=]ANB| -1,

4) |[AT'NB Y =1, AnB ¢ D),
non esiste C € D(E) tale che CC ANBe|C|=|ANB|—1;

(5) AT'NB =0, AN B € D(£),
{iel|3ee{l,~1} te. (A\B)CEfe(B\A)C E;}=0;

(6) A7'NB =0, AnB <€ D(&),
{iel|3ee{l,—1} te. (A\B)C Ef e (B\A) C E°}| =1;

(7) AA'nB =0, AnB ¢ D(£),
(b, | i€ E(A)NE(B)) < (piba | i € AN B);

8) AT'nB =0, AnB ¢ D(£),
(bg, | 1€ E(A)NE(B)) = (pi,ba | i € AN B);
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e che, di conseguenza vale la seguente:

Proposizione 2.2.4 Se (1)',...,(8)' sono le relazioni analoghe alle (1),...,(8),
ottenute sostituendo A con B, E(A) con E(B), £ con F, allora sussistono le
sequenti equivalenze: (1) < (1) (2) & (2)'; (3) < (6)'; (4) & (8)'; (5) < (5)';
(6) & (3)5 (7)< (7); (8) = (4)"

Sia T una tenda. Un sottoinsieme C di T si dice una catena di T se esiste una
permutazione C1,...,C), degli elementi di C tale che:

- C;lﬂC;I=®per0gnii€{2,...,r—l}eperognij;éi—Li,i—l—l;
- Gy NGt =0 per ogni j #1,2,7;

- C’T_lﬂC;l:[Z)perognij;él,r—lm;

- X;=C;'nCL #0perognii=1,...,r— 1.

C1 e C, si dicono estremi della catena C. Se X, = Cfl NC 1 # () allora la
catena C si dice chiusa. E’ evidente che, per definizione, i sottoinsiemi X; sono
a due a due disgiunti.

Proposizione 2.2.5 Se C = {C4,...,C,} é una catena chiusa di D(E) allora
valgono le sequenti:

i Cin---NC, e D(&);
(i) {€(Ch),...,E(C)} ¢ una catena chiusa di D(F).

Dim. E’ semplice verificare che, poiché C;NC; € D(&) se |C; ! ﬁC{1| > 2, non
lede la generalita supporre che C; ' NGyt = {41}, Oy 'NCyt = {42),...,C7 4N
Cot =i}, G N et = {4

(i) Sia X =CinN---NC,. Se X =0 allora X € D(E). Sia X # 0 e per
assurdo X ¢ D(E). Dal corollario 1.2.4 segue allora che esiste un j € X tale
che X! non ¢ incluso né in un blocco di \A; né in un blocco di C; e quindi che
esiste un indice s € {1,...,r} tale che C;! & incluso in un blocco di A; e C
¢ incluso in un blocco di C;.

Senza ledere la generalita, sia s = 1. Dal fatto che B(m) = V(A;) + V(C;),
segue che esiste bgjyua € V(A;j) e un by yup € V(Cy) tali che py = byjua +
bgjyup- Pertanto, siha: AND =0, AUDU{j1} =1, Aj < {{ji}UA,D}e
C; < {{j1}UD, A} e di conseguenza C;' C Ae Cy' C D. Ora, jo€C; ' C D
e quindi appartenendo j; ad C5 ! ed essendo cy Yincluso o in un blocco di A;
o in un blocco di C;, necessariamente deve aversi che C; ' & incluso in D.

Procedendo analogamente per jy, . .., j,_1 si prova che C;-! ¢ incluso in D e
questo & assurdo in quanto comporterebbe che A ! e Afl sono inclusi in insiemi
disgiunti.
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(ii) Sia Bj = £(A;) per ogni j =1,...,r. Dalla (i) segue che ByN---NB, =
E(X) € D(F) e di conseguenza |B; N ---N B,| = |X|. Non contenendo, per
la (i), linsieme {Bj,..., B} propriamente alcuna catena chiusa di D(F), ed
essendo, per il corollario 2.2.4, |Bi_1 N Bj_1| < 1 per ogni i,7 € {1,...,r}, &
semplice verificare che {By, ..., B,} deve essere una catena chiusa di D(F). O

2.3 I cambi-base

Le osservazioni fatte nel paragrafo precedente consentono di enunciare la seguente:

Proposizione 2.3.1 Se T = {A1,...,Ar} é una tenda e £ ¢ un cambio-base
per T allora, posto B; = E(A;) per ogni i = 1,...,k, e denotata con T la tenda
{B1,..., B}, valgono le sequenti:

(1) Ail = [Bi| per ognii € {1,...,k};

(2) {Ai,..., A} ¢ una catena chiusa di T se e solo se {B;,,...,B;.} € una
catena chiusa di T';

-1 -1 = -1 -1y _
(3) |A7'NAY =5>2seesolose B NB Y =s.

Dunque, & naturale domandarsi se il verificarsi per due tende T'= {A;y,..., Ax}
e T'={By,..., By} delle condizioni (1), (2), (3), assicuri o meno esistenza di
un cambio-base & fra di esse tale che £(A;) = B; per ogni i € {1,...,k}.

I prossimi risultati mostrano che la risposta ¢ affermativa.

Se T ¢ una tenda e C e C ' sono catene di T allora C' si dice una sotto-catena
di Cse C' C C. E’ semplice verificare che

Lemma 2.3.2 Siano T = {A1,...,Ax} e T' = {By,..., By} due tende che
verificano le proprieta (1), (2), (3). Se C1 ={A; |ie€ J1} e Co={A; | i€ Jo}
sono due catene chiuse di T allora una catena C3 = {A; | i € J3} € una sotto-

catena di Cy e di Cy se e solo se Cy3 = {B; | i € J3} ¢ una sotto-catena di
C/={B;|i€ i} edi Cy={B;|ic o}

Lemma 2.3.3 Siano T = {A1,...,Ax} e T' = {By,...,Bx} due tende che
verificano le proprieta (1), (2), (3). Se C ={A; | i € J} ¢ una catena chiusa
di T allora esiste un cambio-base & di T con la proprieta che |E(A;)~! N
E(AR)Y = |Aj_1 N At per ogni j,h € J.

Dim. Sfruttando il lemma precedente non & difficile verificare componendo
opportuni scambi si ottiene un cambio-base di T con tale proprieta. [
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Proposizione 2.3.4 Siano T ={A;,...,Ax} e T' ={DBy,..., By} due tende
tali che |A;10A;1| <le |B;10B;1| <1 perognii,j€{l,...,k} Sewalgono
le sequenti:

(1) Al = Bl per ogni i € {1,...,k};

(2) {Ai,..., A} ¢ una catena chiusa di T se e solo se {B;,,...,B;,} € una
catena chiusa di T';

allora, per ogni j € {1,...,k}, esiste un cambio-base E; di T tale che E;(A;) =
B; perogni i =1,...,7.

Dim. Dal lemma precedente segue che non lede la generalitd supporre che se
{Ai,,...,Ai,} ¢ una catena chiusa di T allora [A;' N Ayt =1 se e solo se
|B; N B;,'| =1 per ogni h,q € {i1, ..., i}

Si procede per induzione su j. Se j = 1 allora A; e By hanno lo stesso ordine
pertanto, componendo opportuni scambi banali si ottiene un cambio-base & di
T tale che £(A;) = By.

Sia 2 < j < k e ’asserto vero per j. Si vuole provare che esiste un cambio-
base &1 di T tale che £41(A4;) = B; per ogni 4 = 1,...,j + 1. L’ipotesi
induttiva assicura che esiste un cambio-base &; che trasforma la tenda T nella
tenda T; = {By,...,Bj, A‘].H, ..., A, }. Pertanto, & sufficiente osservare che
esiste un cambio-base £ della tenda T; tale che £(B;) = B; per ogni i =
1,...,5+1.

Sia V{pp, | i € {1,...,5}} = {C1,...,C},} (chiaramente alcuni C; potreb-
bero essere dei singleton). Se C & una catena di T}, per indicare che I'insieme
U{A™! | A € C} ¢ incluso in un blocco C; si dira brevemente che la catena C
¢ inclusa in C;.

Sia i € {1,...,p}, posto A = A, ; e B = Bj1, iniziamo ad esaminare i
seguenti casi:

1. |A71 N O,L‘ > 2;

2. |A7'NCi| =1 ed esiste una catena chiusa di T contenente A, una cui
sotto-catena ¢ inclusa in Cj;

3. |JA7'nCi| =1, BT'NC; # 0 e non esiste una catena chiusa di Tj
contenente A, una cui sotto-catena ¢ inclusa in C;.

1. Se |[A7tNC;| > 2 allora |[A™1 N C;| = |[B~1NC;| ed esiste un cambio-base
€ della tenda Tj tale che E(A)"'NC; = B~'NC; e £(B) = By, per ogni
h = 1,...,j. Proveremo cio per il caso |[A~' N C;| = 2 la dimostrazione nei
restanti casi & analoga.

Sia |A™' N Cy| = {i1,i2}. E evidente che esiste una catena C di T; inclusa
in C; i cui estremi By, e B, sono tali che ¢; € B;l e iy € Bq_l. Pertanto,
CU{A} & una catena chiusa di T;; ma allora, C U {B} ¢ una catena chiusa di
T' e dunque necessariamente B,jl e B I intersecano B! rispettivamente in
due punti j; e jo.
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Ora, B~1 N C; = {j1,j2}. Infatti se js € B1NC; e j3 # j1,Jo allora
esisterebbe una catena C' di T'' inclusa in C; di estremi By, e B, con r # h, q
tale che B! N B! = {43} e di conseguenza C' U {B} sarebbe una catena
chiusa di T'. Ma allora, C'U {A} sarebbe una catena chiusa di T} e di
conseguenza ip dovrebbe appartenere a B,~! il che ¢ assurdo in quanto si avrebbe
che {B, B,, By} ¢ una catena chiusa di T' mentre {4, B,, By} non lo ¢ di T);.

Se iy # j1 allora gli insiemi S = U{B;"! | B! C C;, {i1,ji} N Bt # 0
er # h,gf\{i1,j1} e U{B 1 | B-t C C;}\(S U {i1,j1}) sono inclusi in due
blocchi disgiunti di H = V{pp | D € Tj e {i1,j1} N D # 0}. Infatti, se cosi
non fosse, esisterebbe almeno o una catena chiusa di T; contenente un B,, con
{i1} € B;7! C C;, contenente A e non contenente By, o una di T'' contenente
un B,, con {j1} C B, ! C C;, contenente B e non contenente B,. Ma allora,
nel primo caso, cid comporterebbe 'esistenza di una catena chiusa di T'' non
contenente B, e contenente B e B, con B! N B~! # () e questo ¢ assurdo
in quanto da cio seguirebbe che {B, B,, B4} ¢ una catena chiusa di T'' mentre
{A, B,, By} nonlo ¢ di T;. Ad un’analoga contraddizione si giunge nel secondo
caso.

Denotato, allora, con H il blocco di H contenente S, non ¢ difficile verificare
che lo scambio S = S(i1, 51, H *\{i1,51}) ¢ un cambio-base per la tenda T; ed
inoltre che applicando prima tale scambio e poi lo scambio banale che trasforma
i1 in j; la tenda T ¢ trasformata nella tenda T" = {A},..., A } ove (I \
Aj)NCi=(I\B;;1)NCieAj =B;perognii=1,....j.

2. Se A7' N C; = {i1} ed esiste almeno una catena chiusa di T} contenente
A una cui sotto-catena & inclusa in C; allora esiste una catena chiusa di T}
contenente A e un By, tale che B,:l CC;e B;l N A=t = {i;}. Pertanto, esiste
una catena chiusa di T' contenente B e By, tale che |B; ' N B~!| = 1. Posto
B}jl N B~1 = {j;} con ragionamenti analoghi a quelli fatti nel caso precedente
non ¢ difficile verificare che B~' N C; = {41} e che se j; # i; allora esiste un
cambio base della tenda T che la trasforma nella tenda T" = {A},..., A}
ove (I\ A}, ,)NC;=(\B;;)NC;e Al =B;perognii=1,....j.

3. Se A1 N C; = {i1} e non esistono catene chiuse contenenti A una cui
sotto-catena & inclusa in C; allora ¢ evidente che |B~* N C;| < 1.

Se B~ N C; # ) allora posto B~ N C; = {j1}, se i1 # j1 la non esistenza
di catene chiuse contenenti A una cui sotto-catena ¢ inclusa in C; assicura che
A~"\{i1} ¢ incluso in un blocco H di H = V{ppy | D € T; e {ir,ia} N D #
0} tale che H N C; = 0. Pertanto, ¢ semplice osservare che lo scambio S =
S(i1, j1, H "\ {i1,j1}) & un cambio-base per la tenda T; che viene trasformata
attraverso di esso nella tenda T" = {Aj,..., A} } ove (I \ A}, ;) NC; = (I'\
Bj+1)ﬂCi e Al =B;perognii=1,...,j.

Quanto sinora osservato, ci consente di affermare che linsieme {1,...,p} ¢&
unione disgiunta dei seguenti insiemi:

. -1 -1
- Ty ={ie{l, ...,p} | ‘AjJrl NG| = |Bj+1 N Cil},

- Ty={ie{l,...p} | |A;},NCi| =1e B}, NCi = 0},
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- Ts={ie{l,..p} | A;/,NCi=0e|B;],NC| =1}

e che componendo opportuni scambi & possibile ottenere un cambio-base &'
della tenda T; = {Bi,...,Bj,Aj41,..., A} tale che £'(B;) = B; per ogni
i=1,....0,e(E'(Aj+1) ' NCi = B;_&l N C; per ogni ¢ € T7.

Per i nostri scopi, allora, non lede la generalita, supporre che sia la tenda T);
a verificare tali proprieta. Il fatto che |Bjy1| = |A 41| assicura che esiste una
biezione f fra T5 e T3. Se i € T5 allora Aj_jl interseca Cj; in un punto i; e Bjjrl1
interseca Cf(;) in un puntoj;. La non esistenza di catene chiuse di T; una cui
sotto-catena & inclusa in C; assicura che, per ogni q ¢ C;, Aj_jl ¢ incluso in un
blocco H di H = V{pp | D € Tj e {i1,q} N D # 0} che ha intersezione vuota
con C;. Pertanto, non ¢ difficile verificare che componendo un numero finito
di scambi opportuni si ottiene un cambio-base che trasforma la tenda T nella
tenda T" = {By,...,Bj, A} 1,..., Ay} dove (I\ A1) NCy=(I\ Bj11)NC,y
per ogni g € T1,(I\ A} ) NCi=0e (I\ A}, )NCru =1\ B NCre.

Reiterando tale procedimento per ogni ¢ € Th, si perviene alla fine ad un
cambio-base £;41 della tenda T che la trasforma nella tenda £;41(T}) tale che
5j+1(Bi) = Bz per ogni 1= 1, AN ,j +1. 0

Da tale risultato segue immediatamente che

Corollario 2.3.5 Nelle ipotesi della proposizione precedente esiste un cambio-
base fra le tende T e T'.

Seguendo le linee della dimostrazione precedente, con qualche complicazione
formale, sfruttando l'ipotesi (3), si ottiene il risultato seguente:

Teorema 2.3.6 Esiste un cambio-base & fra due tende T = {A;,..., A} e
T' = {Bi,...,B} tale che E(A;) = B; per ogni i € {1,...,k}, se e solo se
valgono le sequenti:

() [Adl = |Bi| per ogni i € {1,...,k};

2) {Ai,..., A} éuna catena chiusa di T se e solo se {B;,,...,B;.} éuna
catena chiusa di T';

3 AT'NAT =s>2seesolose | BT'NB Y =s.
i J i J

E’ semplice verificare che le (1), (2), (3) possono essere riformulate come segue:
(1) < (1) lpa;| = Ips,
(2) < (2)‘ |pA1 vaj‘ = |p31 \/ijl per Ogni 7’7] S {17 .. ‘7k};

(3) & (3) |V{pa, |ie J} =|V{pp, | i€ J} se{A; |i€ J} & una catena
chiusa di T.

per ogni i € {1,...,k};

Tenuto conto che ¢ immediato verificare che 'esistenza di un cambio-base £
fra due tende {A1,...,Ax} e {Bi,..., By} tale che £(4;) = B; per ogni i €
{1,...,k} comporta che
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[VApa, i€} =|V{pp | i€ J}

si ritrova il seguente risultato:

Teorema 2.3.7 [17] Esiste un cambio base € fra due tende T = {Ay,..., A}
e T'={B,...,By} tale che E(A;) = By, per ogni i € {1,...,k}, se e solo se

‘\/ {pAi
per ogni J C {1,...,k}.

i€ Jt =|Vipp |iecJ}

e quanto provato chiarisce in che senso tali condizioni sono sovrabbondanti.

Siano V' e V' due spazi vettoriali di dimensione m — 1 su un campo K e
siano B e B' rispettivamente due loro basi ridondanti. Un R-isomorfismo fra
una rappresentazione (V7,...,V,) di V' e una rappresentazione (V,..., V) di
V' ¢ un isomorfismo ¢ : V' — V tale che p(V)) =V, perognii =1,..., k. F
immediato osservare che se esiste un R-isomorfismo fra due rappresentazioni
allora

(#) (dim(N{V; | i € J}) = dim(n{V} | i € J}) per ogni J C {1,...,k}).

Tale condizione, in generale, non & pero sufficiente a garantire I'esistenza di un
R-isomorfismo. Lo & se le rappresentazioni sono coordinate rispetto alle basi
ridondanti.

Lemma 2.3.8 & ¢ un cambio base fra le tende T = {A1,...,Ax} e T' =
{Bi1,...,By} tale che E(A;) = B; per ogni i € {1,...,k} se e solo se £* ¢ un
R-isomorfismo fra le rappresentazioni (Vg ,..., Vg ) e (Va,,...,Va,).

Dim. Se £ & un cambio-base fra T e T' tale che B, = E£(A;) per ogni i €

{1,...,k}, allora E(Vp,) = (> bn|je&(A))=(2 bnl|bg, >pa,) <Va,
hGE]‘ heEj

e pertanto £*(Vp,) = Va,.
Viceversa, sia £* un R-isomorfismo fra le rappresentazioni (VIBI’ cee Vék) e
(Vay,---,Va,). Ora j € B; se e solo se b; € V. ossia se £*(b;) = hz by, €
€E;
E*(V,) = Va, e dunque bg, € Va, ossia j € £(A;). Pertanto, £(A4;) = B; e di
conseguenza, avendo A; e £(A;) la stessa cardinalita, £ ¢ un cambio-base fra le
tende Te T'. O

Valendo I’analogo del lemma 1.0.3, & semplice osservare che due rappresentazioni
(Vg,s--+>Vg,) e (Vay,...,Va,) verificano la condizione (#) se e solo se

| VA{pa, i€ J} =V {ps,
per ogni J C {1,...,k}. Pertanto si ha:

i€ J}

Corollario 2.3.6 [5] Se (Vg ,...,Vp ) e (Va,,...,Va,) sono due rappresen-
tazioni di V' e V' coordinate rispetto a due basi ridondanti B' e B allora esiste
un R-isomorfismo fra di esse se e solo se
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(#) (dim(n{V; | i € J}) =dim(n{V] | i € J}) per ogni J C {1,...,k}).

2.4 T-morfismi

Con T(V, A) si denota il reticolo (distributivo) di tutti i tipi (classi d’isomorfismo
di gruppi abeliani senza torsione di rango 1) a cui si aggiunge il simbolo oo per
denotare il tipo del gruppo {0}.

Definizione 2.4.1 Un’applicazione t : P(m) — T € un T-morfismo se verifica
le sequenti proprieta:

(1) t({1,0}) = oo;
(2) t é un A-morfismo;

(3) t(br) =t(pe vV pne) =t(pe) V (pr\r) per ogni £ C I.

Per ogni i € I e per ogni E C I, posto:
= tl = t(pl)a
- = At

TE s (2]
- lg=Ilpng=TEVTNE;
e ricordato che una m-upla (t1,...,t) di elementi di un reticolo si dice regolare
set; > At; perogni j € I, si ha:

i#]

Lemma 2.4.2 [12] La m-upla (t1,...,tm) € regolare. Inoltre, per ogni E C I
e per ogni C = {C4,...,Cy} € P(m), si ha:
(i) tpr)="TE;
(i) t(bg) = tg;

(iii) t(C) = tey, A -+ ANtg,, dove ogni to, pud essere omesso senza alterare il
risultato;

(iv) t(C) =71ne, Voo VTN,
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Dim. Le (i) e (ii) sono immediate. La (iii) segue dal lemma 1.0.1. Per la (iv) &
sufficiente osservare che tc, A---Atc, = Tne, V- -V 7, -Dalla distributivita
di T segue che tc, A+ Atc, = (To, Ve ) A A(Te, VTne,) = V (Tgem A

e€eS 1
. '/\Tcz(k)) ove S = {0, 1}{1""”“}; pertanto, essendo 7o, A+ AT, = t1 A Aty
e, Tne; VTne =t A ANtm € To, 2 Tr\c, per ogni coppia di indici i e j
distinti, in definitiva si ottiene 1'uguaglianza cercata. [

Appare evidente che t & univocamente determinato dalla m-upla (t1, ..., tm),
tale m-upla si dice base di t. Dalla prossima proposizione segue che le m-uple
regolari di tipi e i 7-morfismi sono in corrispondenza biunivoca.

Proposizione 2.4.3 [12] Se (t1,...,tm) € una m-upla regolare di tipi allora
Uapplicazione

ta, Ao Ata, se A {10}

t:AeP(m)Ht(A):{ 0 se A={I,0}

é un T-morfismo ed ha (t1,...,t,) come base.
Dim. L’asserto ¢ immediato osservato che t(bg) A t(br) = t(bg A br). Per
definizione: t(bp)At(br) = (TEVTNE)AN(TFVTN\F) = (TEATF)V(TEATNF)V

(TI\E/\TF)\/(T]\E/\TF) = T(g-1nF-1)- VT (EnF-1)-1 VT (E-1nF)-1VT(EnF)-1 =
t(bE /\bF). O

Le proprieta di ¢ assicurano che I'm(t) ¢ un A-semireticolo finito di T dotato
di massimo; di conseguenza, posto, per ogni «, 8 € I'm(t),

a!ﬁ:/\{aelm(t‘)|02awg}a

Im(t)(¥,A) & un reticolo finito. Il minimo di Im(t) verra denotato con 7.

Un 7-morfismo non &, in generale, un’applicazione iniettiva; la piu piccola
partizione per la quale un elemento o € Im(t) si ottiene (partizione minima
di o rispetto a t) si denota con part:(c). E’ evidente che t(part;(c)) = o e
part(t(C)) < C; inoltre, si ha:

Proposizione 2.4.4 [14] L’applicazione
part, : o € Im(t)(¥Y) — parti (o) € P(m)(V)

é un V-morfismo.

Dim. Siano «, 8 due elementi di I'm(t) e siano A e B le rispettive partizioni
minime. Se a < § allora a = t(A) = ¢(A) At(B) = t(AAB), ma A ¢ la
partizione minima di « e pertanto A = A A B ossia A < B. Di conseguenza da
a,f < aVY B segue che AV B < parti(a V¥ ). Viceversa, da t(A),t(B) < t(AV B)
segue a Y 5 < t(AV B) e quindi part;(a¥Y ) < AV B. O
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Un elemento « di I'm(t) si dice V-irriducibile se non esistono 3,0 € Im(t)
tali che 8,0 < @ e a =V o. E’ semplice osservare che

Lemma 2.4.5 Se « é un elemento V-irriducibile di Im(t) allora part:(a) = pa
ove A={iel|t;>a}l

Un sottoinsieme A di I, si dice un primo di ¢t se & I'insieme sul quale &
puntata la partizione minima di un elemento V-irriducibile di I'm(t). L’insieme
dei primi di ¢ si denota con P(t). Essendo 7 V-irriducibile, & evidente che
I € P(t); inoltre, dalla regolarita della base di ¢ segue che gli elementi di P(t)
sono regolari. Pertanto P(t) & una m-tenda.

Lemma 2.4.6 Set é un T-morfismo allora {T4 | A € P(t)} é linsieme degli
elementi V-irriducibili di Im(t).

Procedendo per induzione sulla lunghezza minima di una catena di Im(t)
contenente 7 e un elemento di I'm(t), & semplice osservare che {74 | A € P(¢)}
¢ il piu piccolo insieme di V-generatori di I'm(t). Ne deriva che a partire da
P(t) & possibile calcolare tutte le partizioni minime degli elementi di Im(t).
Precisamente, dalla proposizione 2.4.4, segue:

Proposizione 2.4.7 [14] Per ogni o € Im(t),

party(c) =V{pa | A€ P(t) eTa <0o}.

In particolare, allora, per ogni ¢ € I,
parti(t;) =V{pa | A€ P(t) eTa <t;} =V{pa | A€ P(t) eic A}
e di conseguenza si ha

Corollario 2.4.8 La m-upla delle partizioni minime degli elementi della base
di t coincide con la base di partizioni della tenda P(t).

Pertanto, la base di partizioni di una tenda T coincide con la m~-upla

(party(t1),...,parti(ty))

dove t & un qualsiasi 7-morfismo che ha T come insieme dei primi (cfr. 2.4.10
per un esempio di 7-morfismo siffatto).

Si vedra, ora, in che modo & possibile assegnata una tenda calcolare tutti i
T-morfismi che la hanno come insieme dei primi. Se T & una tenda e ¢ & un
T-morfismo tale che P(t) = T allora lapplicazione

p:AeT— p(A)=74€T,

verifica le seguenti proprieta:
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(1) o(A) >V{p(D)|ACDeDe T},
(2) p(A)ANp(B) =V{p(D) | AUBC DeD € T}
inoltre, per ogni i € I, si ha:

ti=V{p(D)|i€e DeDe T}

Viceversa, vale la seguente:

Proposizione 2.4.9 [17] Se ¢ : T — T ¢ un’applicazione che verifica le
proprieta (1) e (2) allora posto, per ogni i € I,

ti=V{p(D)|ie DeDe T},

la m-upla (t1,...,tm) & regolare e P(t) = T ove t ¢ il T-morfismo di base
(t1y. oo ytm)-

Dim. Si premette la seguente osservazione:

se J C I allora ,/\Jti =V{p(D)|JCDeDeT}
1€

E’ sufficiente osservare che ¢; At; = V{p(D) | i,j € D e D € T} per ogni
i # j € I. Chiaramente t; At; > V{p(D) | i,j € D e D € T}, la disuguaglianza
opposta segue dal fatto che t; At; = V{p(A)Ap(B)|i€ A, je Be A,Be T}
dove p(A) A p(B) =V{p(D) | AUBCDeABecT}<V{pD)|ijeDe
D e T}.
Ora, ¢ semplice verificare che, per ogni j € I, ;\ ti=t; =V{p(D)|De T}
i#j

e dunque che la m-upla (¢1,...,t,) & regolare. Inoltre, {¢(D) | D € T} &
I'insieme degli elementi V-irriducibili di Im(¢). Infatti, dall’osservazione iniziale
segue che tale insieme & un insieme di V-generatori di Im(t) e dalla (2) che ogni
p(D) & V-irriducibile. Pertanto, essendo per ogni elemento V-irriducibile o di
Im(t), party(a) = pp ove D = {i € I | t; > a}, dalla definizione dei ¢; segue
che P(t)=T. O

Corollario 2.4.10 Se T = {A;,...,Ax} ¢ una tenda allora posto, per ogni
1el,

ti = (6%, (9), -, 0%, (9),0,...,0),

dove, per ogni j € {1,....,k}, 0% (i) = 0o se i € Aj e 04 (i) =0 se i & Aj;
la m-upla (t1,...,tm) € regolare e P(t) = T ove t ¢ il T-morfismo di base
(t1y- e ytm)-

A questo punto, & naturale domandarsi in che relazione sono due 7-morfismi
se hanno lo stesso insieme di primi. E’ semplice verificare che vale la seguente:
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Proposizione 2.4.11 [12] Se t, u sono due T-morfismi allora P(t) = P(u) se
e solo se esiste un isomorfismo di reticoli f : Im(t) — Im(u) tale che f-t =u.

Corollario 2.4.12 Se t e u sono T-morfismi con lo stesso insieme di primi
allora Im(t) e Im(u) sono reticoli isomorfi.

Dalla proposizione 2.4.11 segue che, come preannunciato, assegnare una
tenda equivale ad assegnare una classe d’isomorfismo nella categoria nella quale
gli oggetti sono i 7-morfismi e i morfismi fra due oggetti ¢ e u sono i morfismi
di reticoli fra I'm(t) e Im(u) che rendono commutativi i triangoli formati.

Dal corollario 2.4.10 segue:

Corollario 2.4.13 Studiando proprieta che dipendono dall’insieme dei primi
di un T-morfismo non lede la generalita limitarsi al caso di T-morfismi i cui
tipi della base siano costituiti da tutti O fatta eccezione che per un numero finito
di oo.

E’ utile tenere presente che, se t ¢ un 7-morfismo siffatto allora la matrice
che rappresenta P(t) si pud ottenere facilmente scrivendo i tipi come righe,
sostituendo 1 ad ogni oo, aggiungendo una colonna di formata da tutti 1, ed
eliminando le colonne formate da tutti 0 e le ripetizioni di colonne.

Per le applicazioni future tornera utile il seguente lemmas:

Lemma 2.4.14 Sia t il T-morfismo di base (t1,...,tm). Se Ci,...,Cs s0N0
partizioni di I e t' ¢ il T-morfismo di base (t(C1),...,t(Cs)), allora P(t') =
{P(A)# 0| Ae P(t)} ove P(A)={j € {1,...,s} | C;(A) =1}.
Dim. Siano 7y, ..., gli elementi V-irriducibili di Im(t). Se o, .. ., oq sono gli
elementi V-irriducibili di Im(t ') & semplice osservare che esistono ¢ sottoinsiemi
Si,...,5; a due a due disgiunti di I tali che a; = h\/S Tp perognii=1,...,q.
€ 7
Se pp, = party («;) allora a; = S t(Cp) e a; £ t(Cp) per ogni h ¢ C;, pertanto,
€D

D, ={j€{1,...,s} | Cj(A,) =1} per ogni r € S;. Inoltre, se i ¢ S1 U---U S,
allora m; £ ¢(Cy) e di conseguenza Cp,(A;) = 0 per ogni h =1,...,q. Ne deriva
I'asserto. [

Selatenda {Ay,..., Ay} & Vinsieme dei primi del 7-morfismo t di base (t1,. .. ,tm)

allora l'insieme dei primi del T-morfismo di base (¢(Cy),...,t(Cs)) & rappresen-
tato dalla matrice:

Ci(A1) Ci(As) . . . Ci(Ay) . . . Ci(Ag)

Ca(A1) Co(As) . . . Co(Ay) . . . Co(Ag)

Cs(A1) Cs(As) . . . Cs(Ay) . . . Cs(Ap)

(chiaramente, eliminando le colonne formate da tutti zeri e le ripetizioni di
colonne).
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Dal lemma 2.4.14 segue immediatamente che

Corollario 2.4.15 Se £ = (bg,,...,bg,,) ¢ un automorfismo di B(m) e t' ¢
il T-morfismo di base (tg,,...,tg,, ) allora P(t')={E(A) £0| Ae P(t)}.

Per ogni partizione C = {C1,...,Cy} di I, si pone:

ClA] ={ie{l,....k} | bc,(A) =1}

Corollario 2.4.16 [14] Se C ={C4,...,Cx} € P(m) e t' é il T-morfismo di
base (tcy, ... tc,) allora P(t) = {C[A] # 0 | A € P(t)}. Inoltre, party (tc,) =
(C V parti(tc,))* (ove con * s’intende che tale partizione é riguardata come
partizione di C).

Dim. La prima parte segue immediatamente dalla proposizione 2.4.14. Ne
deriva che part, (tc;) = V{pcra) | A € P(t) e bo,(A) =1} = V{pca) | A € P(1)
epa<be,} =V{pea | A€ P(t) eTa <tc,} = (CVpart(tc,))* O
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3 Contributi alla risoluzione di problemi aperti

Nei prossimi paragrafi verranno esaminati due problemi aperti. Essi riguardano
le connessioni fra la natura reticolare e quella vettoriale dell’insieme delle par-
tizioni di I.

Nel primo problema, si tratta di stabilire se una condizione reticolare rela-
tiva ad una m-upla di bipartizioni implica o meno I’ammissibilita di tale m-upla;
nel secondo, se certe condizioni reticolari, che sono necessarie per I’indecomponi-
bilita della tenda dominio di un automorfismo di B(m), sono anche sufficienti.

I risultati parziali ottenuti, in entrambi i casi, mostrano come deve essere
fatto un contro-esempio minimo e pertanto possono essere presi come il punto
di partenza sia per pervenire ad una contraddizione sia per la costruzione di un
contro-esempio.

Le notazioni adottate sono quelle del primo e del secondo capitolo.

3.1 Una condizione per 'ammissibilita

Sia € = (bg,,-.-,bg,, ) un automorfismo di B(m). E’ stato osservato che se
F = (bp,,--.,bp,, ) ¢ linverso di £ allora

(bE17~-~7bEm) * (bFl,...,me) S (pl,...,pm).

Inoltre, non ¢ difficile verificare che se per una m-upla (bp,,...,bp, ) di bipar-
tizioni di I si ha

(bEy,- .-, bE,) * (bFys -, bR,) = (P1, - - -, Pm)

allora F = (bg,,...,br,) ¢ linverso di &.
Dunque, ¢ naturale domandarsi se ’esistenza, per una m-upla (bg,,...,bg,, )
di bipartizioni di I, di una m-upla (bg,,...,br,) tale che

(bEl,...,bEm) * (bFl,...,me) = (pl,...,pm)
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assicuri o meno che £ = (bg,,...,bg,, ) sia un automorfismo di B(m) e quindi
che F = (bp,,...,br, ) sia il suo inverso.

Il problema ¢ ancora aperto. I prossimi risultati consentono di affermare che
I’esistenza di una m-upla non ammissibile di bipartizioni di I con tale proprieta
equivale all’esistenza di una k-upla (bEi’ ce bE}c) di bipartizioni di {1,...,n},
con k < n < m, tale che

(1) (bE1 Yo ’bE}c) ¢ linearmente indipendente,

(2)" ogni b, non ¢ una bipartizione puntata,
(3)" esiste una n-upla (bF‘1 . ’bFLL) di bipartizioni di {1,...,k} tale che
(b sevybp )% (bpse b ) = (D1, Pn)-

|
1 k 1 n

Tale riduzione del problema sembra far propendere per una risposta affer-
mativa ad esso. La nuova formulazione suggerisce la possibilita di un qualche
procedimento induttivo che consenta di diminuire k£, n o entrambi, in modo da

i 1'esi i ey b /) chi ifichi
pervenire a negare 1'esistenza di (bEl’ ’bEk) e (bpys.--,bp, ) che verifichino

(1), (), (3).

E’ necessario premettere alcuni lemmi.

Lemma 3.1.1 Sia k <n e siano (bg,,...,bg,) e (br,,...,br,) rispettivamente
una k-upla di bipartizioni di {1,...,n} e una n-upla di bipartizioni di {1,...,k}
tali che

(bEla"'7bEk) * (bF17~-~7bFn) = (pl,...“’pn).

Se esistono un j € {1,...,k} ed un h € {1,...,n} tali che bg, = pp, posto:

by ={E;—{h},E;' —{h}} perogni i€ {1,....5—1,5+1,...,k}

e

bFi = {Fi—{j},Fi_1 —{jt}tperogniie{l,....h—1,h+1,...,n},
st ha
(bEi’ cey bE},l’bE‘jH’ ’bEL-,) * (bFi’ . ’bFL_l’bF£,+1’ . ’bFLL) =(py,...,0})
ove p; € la bipartizione puntata su i dell’insieme {1,...,h—1,h+1,...,n}.
Dim. Per semplificare le notazioni, sia bg, = p,. Se k € F;, con i # n

allora A; = {{i},{n}, 4s,...,As} e C; = {{i},{n,q,...}, Ba,..., B}, infatti,
se {n} € C; si avrebbe che {n} € A; VC; = p; il che ¢ falso. Posto b, =

(BN} E7\ b, per ogni i € {1,k — 1}, e, by = {F\{k}, 1\ (R}
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per ogni i € {1,...,n — 1}, si ha A; = ( A by ) = {{i},A2,...,As} e C; =
jeEF,

( AN by)={{i},{g;---},Ba,..., By} per ognii € {1,...,n — 1}. Dunque,
JEI\F, I
dal fatto che A; vV C; = p; segue che A; v C; = p;. O

Lemma 3.1.2 Sia k < n. Se (bg,,-..,br,) € (bp,...,br,) sono rispettiva-
mente una k-upla di bipartizioni di {1,...,n} € una n-upla di bipartizioni di
{1,...,k} tali che

(bEl,...,bEk) * (bF17~-~;bFn) = (pl,...,p"),

allora valgono le sequenti proposizioni:
O pbe = {1 {n) per ogni j € {1,... k)

(i) se J C{1,...,k} e {bg, | i € J} € una dipendenza lineare minimale di
(bgy,s...,bg,) allora se j €I, 0p; € (bg, | i € J), o esiste un € € {1, -1}
tale che J C FJ»E.

Dim. (i) Sia j € {1,...,k}. Se Ff & il blocco di bp, che non contiene j allora
pi € V(AS), dove A; ! = C;. Ne deriva (pi,...,pn) < V(;\bEl)
i#]

(ii) Sia j € I. Se linsieme J non & incluso né in F; né in Ff1 allora,
posto J' = JNFjeJ' =JNF ' siha Y bg, € V(A;) e Y bg, € V(C)).
Dal fatto che {bg, | i € J} & una dipendelnezii lineare minimalliJsegue che 0 #
2. bp = 3 be, € VI(A) NV(C)) = V(A; VC)) = (p;) e dunque p; € (b, |
ien.o

Lemma 3.1.3 Siano (ba,,...,ba,) e (bc,,...,bc,) due famiglie di bipartizioni
dell’insieme {1,...,m}. Se (ba,,...,ba,) = (bc,,...,bc,) allora by, A--- A
bAk :b01 /\~-~/\bcq.

Dim. Dal fatto che ba, € (bc,,...,bc,) < V(bo, A--- Abg,) per ogni i €
{1,...,k}, segue che by, A---Aba, > bc, A---Abg,. La disuguaglianza opposta
¢ analoga. [J

Lemma 3.1.4 Se (bg,,...,bg,) e (br,...,br,) sono due m-uple di bipar-
tizioni di I, tali che

- (bg,,...,bg, ) non é ammissibile,
= (bE17"'7bEm)*(bFU"'ame):(p17"'apm);

allora esiste una s-upla (b bEt) di bipartizioni linearmente indipendente

B
di {1,...,n}, con 0 <s < n < m, tale che

(*) esiste una n-upla (b bF;) di bipartizioni di {1,...,s}, tale che

le,...7
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(bE‘l""’bE;) * (bF‘l""’bFlL) = (p1,---+Dn)-
Dim. La m-upla (bg,,...,bg, ) non ¢ ammissibile, pertanto, contiene una
dipendenza lineare minimale il cui numero di elementi k & strettamente mi-
nore di m. E’ evidente che non lede la generalita supporre che si tratti delle
ultime k bipartizioni. Posto r = m — k, si ha allora che bg,,, +---+bg, =0e
che nessuna sottosomma di tali bipartizioni & nulla.

Se k = 1 allora bg,, = {0,1I} e pertanto, bg, non da alcun contributo
alla formazione delle A; e delle C;. Dunque, posto b, = bg, per ogni i €

{L,....m—1} e bF; = {F, — {m},F;* — {m}} per ogni i € {1,...,m}, si ha:

(bE‘l’-”’bE‘m—l) * (wal,,bFT\n) = (ph...,pm).
Sia k > 2.
Se nessuna bipartizione puntata appartiene al sottospazio (bg,,,,-..,bE,,)
allora, per la (ii) del lemma 3.1.2, l'insieme J = {r + 1,...,m} ¢ incluso o

in Fj o in Ff1 per ogni j € I. Ora, dal fatto bg,, dipende linearmente da

bg,,,,---,bE,,_, segue che bg, ., A---ANbg, =bg,,, A+ Nbg,,_, e pertanto
essendo {r +1,...,m} incluso o in F} o in Fj_l7 bg,, non da nessun contributo
alla formazione delle partizioni A; e C;. Dunque, posto b, = bg, per ogni

i€{l,....m—1}eb, = {F; — {m},F;"" — {m}} per ogni i € {1,...,m}, si
ha: '

(bE‘l""’bE,‘mfl) * (bF‘l”"’bF,‘n) = (p1y---sDm)-

..,bg, ) contiene bipartizioni puntate, de-
A---Ab E, =

Se, invece, il sottospazio (bg, ., -
notate con p;,,...,p;, tali bipartizioni, ¢ evidente che bg
{{il},...7{ih},A17...,Ad} el<h<ek.

Posto C; = E;\{i1,...,in} per ogni i € {r+ 1,...,m}, & semplice osser-

r+1

vare che be,,, A---Abg,, = {{i1,...,in}, A1,..., Aq} e che lo spazio vettoriale
generato da {bc,,,,...,bc,, } ha dimensione (k —h) — 1.
Sia {bc; ;.- -,bc;, } & un sottoinsieme linearmente indipendente d’ordine s =

(k—h)—1di{bc,,,,-.,bc, }. Perla (i) del lemma 3.1.2, bc, A---Abg,.
{{i1,.--,in}, A1,..., Ag} e di conseguenza p;, A--- Ap;, A bo,, N Nby,
bgr41 A -+ ANbgy,. Posto:

- bE; =bg, perognite{l,...,r},

- b,

B = Pi, ber Ogni te {1’ o '7h}7

- bEV‘~+;+t =bc,, perognite {1,...,s},

- bE‘m, :b{ih...,it}’

- th‘ = bp, per ogni t & {i1,...,in},
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- bFQt =prpte perognit € {1,...,h};
si ha:

(bE‘l,...,bE‘ )* (bpse b ) = (P15, Pm)-

m 1 m
Infatti, se ¢ € {1,...,h} allora A; = p;, e C;, = j;\i bE;_ < p;, poiche p;, =
t
>.pi; + by , e dunque A; VC; = p;,. Se, invece, i ¢ {i1,...,in} allora, per
=

la (ii) del lemma 3.1.2, {r +1,...,m} ¢ incluso o in F; o in F; '. Per fissare le
idee sia {r + 1,...,m} C F;. Si ha allora che, posto H; = F;\{r +1,...,m},
A= je/\F;b / je/\FibE} - (bELHA' ’ '/\bELn)A(je/}fibE}) = (i A Apin Abey, A

o '/\bcjs /\b{h,-u,ih}) A (je%ibEj) =bg, N Nbg,, A\ (je%ibEj) = jé\FibEj = A

eC= AN b, = A bg =C;ediconseguenza A,V C, = p;.
"ojenm i denE B = Buenas A Via = P
Ora, essendo bE‘T+17 e ’bE}Jrh

(bg s--sbg e (bp,..., b ) hvolte il procedimento esposto nel lemma 3.1.1,
1 m 1 m

bipartizioni puntate, applicando alle m-uple

posto ¢ = m — h, si ottengono due g-uple di bipartizioni (by ,...,bp) e
1 q

(bFiu - ,bF; )di{1,...,q} taliche (bE‘f Yo ,bE; )*(walu e ,bF; )=(p1,.-.,Pq)-
Ma, b By = 0 e pertanto, si puo agire su tale g-uple come nel primo caso esami-
nato.

In definitiva, si ottengono allora ¢ — 1 bipartizioni di {1,...,q} che verifi-
cano la proprieta (*). Se tali bipartizioni non sono linearmente indipendenti,
si reitera il procedimento esposto fino a quando si ottiene una famiglia di bi-
partizioni linearmente indipendente che verifica la (*), infatti, ad ogni passo, si
ottiene sempre una nuova famiglia di bipartizioni con la proprieta (*) alla quale
& riapplicabile il procedimento esposto. [

Quanto provato consente, allora, di affermare quanto segue

Proposizione 3.1.5 FEsistono due m-uple (bg,,...,bg,.) e (bp,...,bp, ) di
bipartiziont di I, tali che

(1) (bg,,-...,bg, ) non é ammissibile,
(2) (bEU‘ .. JbEm) * (bFla o 7me) = (ph cee 7pm)7

se e solo se esiste una k-upla di bipartizioni e (by, ,...,by ) di {1,...,n}, con
1 k

kE <n<m, euna n-upla di bipartizioni (b b ) di {1,...,k}, tali che

F\17...
(l)l (bE‘l”bE‘k)*(bFi”bF,‘L) = (pla"'apm)a

(2) (bE‘l""’bE‘k) ¢ linearmente indipendente,

(3)" nessuna by, e una bipartizione puntata.
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Dim. Applicando il procedimento esposto nel lemma 3.1.5 si ottengono a partire
da (bg,,---,bE,,) e (br,,...,bF,) una k-upla (b, ,...,b, ) di bipartizioni di
1 k

{1,...,n} e una n-upla (by, ,...,bp, ) di bipartizioni di {1,...,k}, con k <
n < m, tali che (bE‘l""’bE‘k) * (bFi""’bF;,) = (p1,.--,0m) € (bE‘l""’bE‘k) e
linearmente indipendente.

Se una delle b g €una bipartizione puntata applicando il procedimento espo-
sto nel lemma 3.1.1 e rinominando opportunamente gli indici si ottengono k£ —1
bipartizioni di {1,...,n — 1} e n — 1 di {1,...,k — 1} verificanti le proprieta
(1) e (2)'. Se una delle nuove bipartizioni ¢ puntata, allora si riapplica il pro-
cedimento. Reiterando tale procedimento, ad un certo punto, s’individua una
famiglia che non contiene bipartizioni puntate che verifica le proprieta (1)' e
(2).

L’implicazione inversa ¢ immediata, infatti, & sufficiente porre by, = 0 per
ogni ¢ =k +1,...,n e modificare le bp, in modo opportuno. [

3.2 Una condizione per 1’indecomponibilita

Sia £ = (bg,,...,bg,, ) un automorfismo di B(m) ¢ F = (bg,,...,br, ) il suo
inverso. Dal corollario 1.1.4 segue immediatamente la seguente:

Proposizione 3.2.1 [14] Se £ ¢ indecomponibile allora € * F = (p1,...,Pm)-
L’indecomponibilita non & perd necessaria, come mostra il prossimo esempio.

Esempio 3.2.2

Sia £ = (b{1,2,3,93> b12,3,91, 0{1,7,8}> bg3.,43, 05,693 b11,2,8,91 016,71 Of6,7,81, Py ); S
ha:

- ExF= (pla"'7p9)7
- party(ts) = {{2}, {9}, {1,3,4,5,6,7,8} ).
(F = ((b1,2y, bg3,4,5) 011,6,7,8} {2,359} b1a,6,71> 0{1,2,3,8} D{4,5,6,9} > (7,8} Dy ) )-

Per un altro esempio cfr. (sec.9 [15]). In entrambi gli esempi, accade perd che
FxE < (p1,-..,0m), pertanto, il verificarsi di entrambe le condizioni potrebbe
avere ancora come conseguenza l’'indecomponibilita di €.

Le prossime proposizioni mostrano come sono fatti gli elementi del dominio
di un automorfismo £ di B(m) minimale sotto le ipotesi:

(1) ExF = (Al \/C1,. --a-Am \/C'm) = (pla-- -7pm)7
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(i) Fx&E=A V..., A, V()= D1,---,Dm);
(iii) £ & decomponibile.
Lemma 3.2.3 Sia £ un automorfismo di B(m). Se A€ D(E) e k € A allora k

appartiene ad un blocco di A; o di C; costituito solo da elementi di A, per ogni
iel.

Dim. Dal fatto che Vi = (bg; | j € £(A)) segue immediatamente che esiste
almeno un j € I tale che k € Ef C Acone € {1,—-1}. O

Proposizione 3.2.4 Sia £ = (bg,,...,bg,,) un automorfismo di B(m) e F =
(bp,,...,bp, ) il suo inverso. Se A € D(E) allora non lede la generalita supporre
che £(A) = A. Posto:

- Ef=E -Ae¢E'=E"1-A,
- Ff=F,-AeF'=F"'-A
- & = (bg;
- F* = (bp

iel—A),

iel—A),

- *f = * >t< = * ) ] —_
A (ie/z\?;bEi) eC; (iEIQFJ*bEi) per ogni j € I — A,

- = x e . il — A
A’ (ie/l\E;bFi ) eC; (iel/tE;bFi ) per ogni j € :

valgono le sequenti affermazioni:
(i) & = (br;
(i) F* = (bps

1€ 1—A) ¢ una famiglia ammissibile di bipartizioni di I — A,

iel—A) e linverso di £*,

(i) se j €I —Ae A;VCj=p; allora A7V C; = pj,

(iv) se je I —Ae A;VC; =p; allora A}V C;' = pj,

(v) DE*)={BnA'|BeDE)eACB}.

Dim. Per semplificare le notazioni, senza ledere la generalita, supponiamo:
- A=E8(A) ={s+1,...,m},

- E;C{s+1,....m}eF,C{s+1,...,m}perogniie{s+1,...,m}.
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(i) Da bg,, , +---+bg, =b, (con A" C A) segue che bp: +--- +bp: = 0.

Inoltre, se per assurdo esiste un H C {1,...,s} tale che ) bgs = 0 allora
i€H
> bg, =bp con D C{s+1,...,m}. Dal fatto che bp € (bg, | i € £(A)) segue
i€H
allora che esiste un S' C {s+1,...,m} tale che >  bg, =01l che ¢ assurdo
i€eHUS'

per ammissibilita di €.

(ii) Sia j € {1,...,s}. Se > bpr = bo (C C{1,...,s}) allora ) bp, =

i€Fy i€Fy

bouascon A C{s+1,...,m} ediconseguenzap; = > bp,+ > bg =
i€F;\A ieF;NA

boua + by con A" C {s+41,...,m}. Ma, allora, I'unica possibilita & che o

C={jloC={1,....5—1,5+1,...,sh

(iii) Sia j € {1,...,s} ebc € A;VCjcon D £ C C{1,...,5—1,5+1,...,s}.
Siano D; e Dy rispettivamente I'unione dei blocchi di A; e C; che contengono
gli elementi di C. Per come sono stati definiti i bgs, st ha Dy = CUA; e
Dy = C'U Ay dove Ay e Ay sono due sottoinsiemi disgiunti di {s+1,...,m}.
Infatti, se, per assurdo, k € Ay N A, si avrebbe che k ¢ un elemento di A che
appartiene ad un blocco di A; e ad un blocco di C; contenenti entrambi elementi
di C' e questo non é possibile per il lemma 3.2.3.

Ora, boua, € V(A;) e boua, € V(C;). Proviamo, a partire da cio, che esiste
un D C A tale che beup € V(A;) NV (Cj). Se Ay = Ay = 0 allora D = (). Se
Ay e As non sono entrambi vuoti allora non lede la generalita supporre che A
sia non vuoto. Sia h € A;. Dal fatto che A1 C A € D(E) segue che F}, C A.
E’ evidente che Fj, non ¢ incluso in F}. Infatti, se cosl fosse, si avrebbe che
{h} € A; contro l'ipotesi che A; U C sia 'unione dei blocchi di A; contenente
gli elementi di C. Si hanno allora due eventualita:

- Fh g Fjilv
- S =FNF,#0eS =F 'NF,#0.
Se Fy, C Fj_1 allora p;, € V(C;) e di conseguenza:
bc +ba, € V(.Aj) e bo+ba, +pn € V(C])
Se, invece, S' # () e S" # () allora {ba,baugn} ={ > be,, > by} dove h ¢
ieS' ieS"

A' C Ae, in particolare, appartenendo k ad un blocco di A; contenente elementi
di C deve aversi by = 3 bg, € V(Aj) e by, = X be, € V(C;).Pertanto,
ieS' ies"

si ha:

bo +ba, +by € V(.Aj) e bo+ba, +pn+ba € V(Cj)

Dunque, tenuto conto dei due casi possibili, si ha che esiste un sottoinsieme A' di
A (eventualmente vuoto) tale che bo +ba, +b, € V(A;) e bc+ba, +pn+b, €
V(C;). Reiterando tale procedimento, per ogni h € Ay, si ottiene allora che
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bo +ba, +b, €V(Aj) ebo+ba, +ba, +b,0 €V(C))
dove A" C A. Ora, se Ay = 0 si ha:
bo +ba, +b, €V(A;) e bo+ba, +b, €V(C)).
Altrimenti, operando in modo del tutto analogo per ogni h € As si ottiene che
bo +ba, +ba, +b,0 €V(Aj) ebe+ba, +ba, +by0 € V(C))

dove A" C A. Quindi, in definitiva, si ottiene che esiste un sottoinsieme D di
A tale che

bc +bp € V(.Aj) n V(C]) =Dpj

Ma, allora, C = {1,...,j — 1,7 +1,...,s} e di conseguenza A; vV C} = p;.
(iv) Si verifica in maniera del tutto analogo a quanto fatto per la (iii).
(v) E’ immediata. O

Da tale proposizione segue immediatamente che

Proposizione 3.2.5 Sia £ ¢ un automorfismo di B(m) tale che denotato con
F Vinverso di € si ha:

= g*f:(plv"‘vpm)v
- f*gz(pla---7p’rrL)-

Se A € D(&) allora, posto A=1 = {iy,...,is}, "cancellando” A si ottiene una

s-upla di bipartizioni ammissibile £ di A~ tale che, denotato con F' l'inverso
di &', si ha:

= g‘*f':(pi“”.,pis)7
- Fx& = (Diyy--esPis)s
- D(E)={BN{ir,....is} | BE D() e AC BY.

S’introduce ora la seguente:

Definizione 3.2.6 Un elemento A di una tenda T si dice generato da una
catena chiusa se A = A1 N---N A, dove {Aq,...,A;} € una catena chiusa di
T.

E’ necessario fissare 'attenzione sugli elementi della tenda D(£)\{0} generati
da particolari catene chiuse. Per induzione, si da la definizione di catena chiusa
di livello n.

Definizione 3.2.7 Sia C = {Ay,..., A} una catena chiusa di D(E)\{0},
ossia, senza ledere la generalita:
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- Xq:AflﬂAq_l;é(Z) eijAglﬂA;_&l#(Z)perogmjz1,...7q—17
- At ﬂA;l = () nei restanti casi.

Si dice che C ¢ una catena chiusa di livello 0 se ¢ =1 e |A;| =m — 2.
Sen > 0, si dice che C é una catena chiusa di livello n se

- | Xjl=1perognij=1,...,q;

- ogni Aj; é generato da una catena chiusa;

n & strettamente maggiore dei livelli delle catene chiuse che generano ogni A;;

esiste almeno un A; che é generato da una catena chiusa di livello n — 1.

Dunque, le catene chiuse di livello 0 sono tutti e soli gli elementi di D(E) che
hanno ordine m — 2. Chiaramente,C ¢ una catena chiusa di livello 1 se e solo se
ATY = iy, ia}, At = {ia, iz}, ... A;t = {iy,iq}. Siosservi che se un elemento
A di D(E) & generato da una catena chiusa di un certo livello allora in generale
non ¢ vero che tale catena ¢ univocamente determinata.

Esempio 3.2.8

Sia & = (b1,2,3,9},012,3,9), 041,3,9), b{1,5,6} b{2,4,7}> b(6,7,8,9} > 7,8} (6,8} P9)-
Posto A = {1,2,3,9} e B = {6,7,8,9}, & semplice verificare che D(£) =
{0,1,{9}, A, B,{3,9} " {13} 71, {1,5} 1, {5,6} 1, {6,8} 7. {7,8} ", {4, 7} 71,
{4,5}71,{2,4}71,{2,3}~'}; pertanto, A & generato dalle catena chiusa

- Co={4 {7,871 {6,8} 71, {5,6} 71 {4,5} 71},

e B ¢ generato dalla catena chiusa:

- Co={{4,5}7 1 {15 1 {131 {2,311 {2,407

C; e C5 sono catene chiuse di livello 1, pertanto, le catene chiuse:
- Cs={A{4,7}71,{7,8}71,{6,8} 1, {5,6} '},

- Co={B.{1,5} 7 {1,3} 71 {2,3} 71, {2,4} 71},

hanno livello 2. E’ evidente che {9} ¢ generato sia da C3 che da Cy, inoltre {9}
& generato anche dalla catena chiusa

Cs = {{1,3} 71, {1,5} 71, {5,6} 71, {6,8} 1 {7,8} 1, {4, 7} 71, {2,4} 7, {2,3} 7"}
che ha livello 1. O

Proposizione 3.2.9 Sia & = (bg,,...,bg,,) un automorfismo di B(m) e sia
F il suo inverso. Se £ ¢ minimale sotto le ipotesi:

(i) & é decomponibile,
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(i) (£xF)=(p1,--- Pm),
allora ogni A € D(E) é generato da una catena chiusa (di un certo livello).

Dim. Sia A € D(€). Si procede per induzione sull'ordine di A~!. Se [A7!| =2
allora per definizione A & generato da una catena chiusa di livello 0.

Sia |[A71| = n > 2 e lasserto vero per ogni elemento di D(€) che ha ordine
strettamente maggiore di m — n. Dunque, in particolare, ’asserto & vero per
ogni B € D(E) tale che A C B.

Dalla proposizione 3.2.5 e dalla minimalita di £ segue che la n-upla £' deve
essere indecomponibile, e di conseguenza per ogni i € A~! deve aversi

V{pg | Be D(£),AC Beic B} = D{ijua-

Sia j € A=, Tenuto conto che per il lemma 2.2.3 se By,By € D(€) e
|By' N Byt > 2 allora By N By € D(E), dal fatto che Pijyua = Vi{pB | B €
D(£),A C B e j€ B} segue che esistono s elementi Ay, As, ..., As del dominio
di &, tali che:

- |A;10Ai__:1|:1per0gnii€{1,...,sfl};

- A7'N AN =0perogniihe{l,...,s} taliche h #i+1,i—1;

- ACA;perogniie{l,...,s}

inoltre, per I'ipotesi induttiva

- A; & generato da una catena chiusa di D(€) per ogni i € {1,...,s}.

Ora, il fatto che V{pp | B € D(£),A C B ei € B} = pg;jua per ogni i €
A~N\{j} assicura che esistono D, H € D(E) tali che A C D,H; j ¢ D,H; e
D'NATY # 0 e H ' N A;' # (. Inoltre, essendo per l'ipotesi induttiva D
e H generati da catene chiuse di un certo livello necessariamente deve aversi
che esistono un i; € A7! e un iy € A7 tali che {4,411, {j,is} "' € D(E).
Pertanto, denotato con n; il massimo livello di una catena chiusa che genera
A; e con r il massimo di {n; | i € {1,...,5}} e posto As11 = {j,i1} ' e
Agio = {j,is} 1, & immediato osservare che {Ay,..., As12} & una catena chiusa
di D(€) di livello 7 + 1 che genera A. O

41



3.3 Un terzo problema aperto

Si termina questo capitolo con la menzione di un ulteriore problema aperto per

il quale al momento si & in grado solo di fornire un esempio.

Se £ & un automorfismo di B(m) allora {0, I} C D(&). L’esempio che segue
mostra che esistono automorfismi di B(m) per i quali vale 'uguaglianza, ossia
automorfismi di B(m) con dominio banale. Sorge cosi in maniera naturale il
problema di una loro caratterizzazione.

Esempio 3.3.1. Sia £ il seguente automorfismo di B(8):

- &= (b1,2,3.8), 01,5615 b{1,2,7.8}, 012,461 (2.3.6,73, Df1,2,4,7) D16,7,8} Dy2,5.8) );

il suo inverso ¢

- 5_1 = (b{1’517}, b{l,Z,G}’ b{21477}7 b{1,3,4,5}7 b{1,3,6,7}a b{2,3,5,6}7 b{5,6,8}7 b{1,4,5,6})'

Si ha:

Ay
Gy

Pertanto, non esiste alcun sottoinsieme (regolare) A di I = {1,...
tale che pa < A; 0 pa < C; per ogni i € A. Ne segue che D(

{1}, {2,3},{4,5},{6, 7}, {8}}

min.

{{2}, (3,8}, {4, 7}, {5,6}, {1}}

min.

{3}, {1,5},{2,4},{7,8}, {6}}

min.

{43, {1, 85, {2}, {3}, {5}, {6}, {T}}

min.

{15343, 7}, {1}, {2}, {4}, {6}, {8}}

{5}, {1, 2}, {3}, {4}, {6}, {7}, {8}}

{{6},{2, 73, {1}, {3}, {4}, {5}, {8}}
{{6}, {1, 3}, {2}, {4}, {5}, {7}, {8}}

{7}, {1,4},{3,6},{5,8},{2}}

min.

{83,434}, {13, {2}, {5}, {6}, {7}}

min.

ovviamente, D(E™Y) = {0, }).
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4 BW-gruppi

I gruppi ai quali si fa riferimento sono abeliani e senza torsione, pertanto, in
tale contesto, gruppo sta per gruppo abeliano senza torsione.

Un gruppo si dice completamente decomponibile se ¢ somma diretta di
gruppi di rango 1. I gruppi completamente decomponibili furono completa-
mente classificati da R. Baer circa ottanta anni fa [4]. I risultati di Baer sono
stati ampiamente generalizzati da F. Richman circa cinquanta anni dopo [25].

Un gruppo di rango finito si dice un gruppo di Butler se & un sottogruppo
puro di un gruppo completamente decomponibile di rango finito o, equivalente-
mente, se & una sua immagine omomorfa. Tali gruppi sono stati introdotti negli
anni sessanta del secolo scorso da M. C. Butler e successivamente studiati dallo
stesso Butler e da vari autori (cfr. bibliografia).

Privilegiando il secondo punto di vista, denotata con B(™ la classe dei gruppi
di Butler che sono immagine omomorfa di gruppi completamente decomponi-
bili con nuclei di rango n, il problema della classificazione di tali gruppi viene
affrontato a partire dai B(-gruppi.

E’ immediato osservare che un gruppo G di rango m — 1 ¢ un BM-gruppo se
e solo se & somma di m sottogruppi puri di rango 1, ossia, se esistono m elementi
g1, ---,9m di G tali che:

G=(g1)«+ -+ (gm)«

Chiaramente, i g; soddisfano una sola relazione lineare, se tale relazione &

G si dice regolare e la m-upla (g1, ..., gm) si dice una base di G.

La regolarita di G assicura che, denotata con R; la caratteristica e con t; il
tipo di ogni g; in G, le m-uple (Ry,...,Rmn) e (t1,...,t,) sono regolari. Tali
m-uple si dicono rispettivamente base di caratteristiche e base di tipi (della base

E’ semplice osservare che ogni m-upla regolare di caratteristiche (risp. tipi)
¢ la base di caratteristiche (risp. di tipi) di un B(M-gruppo regolare.

Con charg(g) e ta(g) si denotano rispettivamente la caratteristica e il tipo
di un elemento g di G. L’insieme dei tipi degli elementi di G ¢& detto typeset
di G e si denota con T(G). 1l typeset di G ¢ un sotto-A-semireticolo finito del
reticolo dei tipi ed & quindi un reticolo (cfr. 4.1).

I prossimi risultati mostrano che ogni BM-gruppo non regolare ¢ somma
diretta di due B(M-gruppi regolari, ossia un B®)-gruppo degenere [18].
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Proposizione 4.0.1 [20] Un gruppo completamente decomponibile di rango
finito ¢ un BM-gruppo regolare. Inoltre, un BM-gruppo regolare ¢ completa-
mente decomponibile se e solo se ha una base di caratteristiche che contiene un
elemento che é l’estremo inferiore dei rimanenti.

Dim. Sia G = (h1)+®- - B (hm—1)« completamente decomponibile. Posto h,, =

m

—(h14+-++hm-1),siha: G=(hy)s+- -+ (hm)x € D h; = 0. Pertanto, G & un
i=1

BM_gruppo regolare e (h1,...,hy,) ¢ una sua base. Denotata con (R1,..., R,,)

la base di caratteristiche di tale base ¢ immediato osservare che R, = Q R;.

Viceversa, se G & un BM-gruppo regolare e (91,---,9m) & una base di G
con base di caratteristiche (Ry,...,R,,) dove R,, = Q R;, allora & semplice
1F=m

verificare che G = (1)« ® -+ ® (Gm—1)+- O

Proposizione 4.0.2 [20] Ogni BW -gruppo non regolare ¢ somma diretta di
un BM -gruppo regolare e di un gruppo completamente decomponibile.

Dim. Sia G = (h)«+ - + ()« un BM-gruppo non regolare di rango m — 1.
Se > r;h; = 0 ¢ la relazione lineare fra gli h;, posto E = {i € I | r; # 0} e
i=1
gi = r;h; per ogni ¢ € E, ¢ semplice osservare che + (g;). ¢ un BM-gruppo
icE

regolare. Essendo G non regolare allora E C I e di conseguenza si ha

G=(+{g))@( @ (hi)). O
icE icE-1

Pertanto, nello studio dei B()-gruppi limitarsi a quelli regolari non lede la gen-
eralita.

Chiaramente, BM-gruppi che hanno una stessa base di caratteristiche sono
isomorfi, non lo sono invece, in generale, B -gruppi con una stessa base di
tipi. In tal caso, i gruppi sono 'uno isomorfo ad un sottogruppo d’indice finito
dell’altro, relazione che va sotto il nome di quasi-isomorfismo.

Teorema 4.0.3 [20] B(l)—gruppi con una stessa base di tipi sono quasi-isomorfi.

Dim. Siano G; e G5 due BM-gruppi. Se (g1,...,9m), (xisp. (h1,...,hm)),
¢ una base di Gy, (risp. di Gg), con base di tipi (¢1,...,tn), si ha: G; =
Rigi+ -+ Rngm e Go = S1hy + -+ Siuhy, dove R;, S; € t; per ogni i € 1.
Avendosi, dunque, che R; = (m;/n)S; per opportuni interi my, ..., M, n, posto
K; = (1/n)S; e y; = nh; per ogni i € I, si ha: Go = Kyy1 + -+ + Kinym €
y1 + -+ ym = 0. Dal fatto che R; = m; K; < K, segue che I'applicazione

Y9 ="T1g1 + - +TrrLgvrz S Gl - 4,0(9) - (7"1/n)y1 + -+ (Tm/n)ym S GQ

& ben posta ed & un monomorfismo. Di conseguenza, si ottiene ’asserto una
volta osservato che I'indice di
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@(Gl) = Rlyl + -+ Rmym = (lel)yl +- 4+ (mme)ym

inGyeén. O

Come si vedra, tutte le proprieta strutturali di un BM-gruppo sono riconosci-
bili a partire da una sua base di tipi, ossia sono invarianti per quasi-isomorfismi.
Da cio la scelta di studiare tali gruppi a meno di quasi-isomorfismi. In ac-
cordo con cid, ricordato che un gruppo si dice quasi completamente decom-
ponibile se ha un sottogruppo d’indice finito completamente decomponibile e
che si dice fortemente indecomponibile se tutti i suoi sottogruppi d’indice finito
sono indecomponibili, d’ora in avanti, salvo preavviso, uguale stara per quasi-
uguale, isomorfo per quasi-isomorfo, completamente decomponibile per quasi-
completamente decomponibile, indecomponibile per fortemente indecomponibile.

Infine, & importante tenere presente che, in tale contesto, un risultato tipo
Krull-Schmidt assicura che le decomposizioni dirette in indecomponibili sono
uniche a meno d’isomorfismi [2].

Una base di tipi di un B(M-gruppo ¢ una m-upla regolare di tipi. Pertanto,
per quanto osservato nel paragrafo 2.4, & la base di un 7-morfismo.

Si danno le seguenti definizioni:

Definizione 4.0.4 Un T-morfismo rappresenta un BM -gruppo se la sua base
é una base di tipi del gruppo.

Definizione 4.0.5 Una tenda rappresenta un BM -gruppo se é Uinsieme dei
primi di un T-morfismo che rappresenta il gruppo.

Definizione 4.0.6 Una m-upla di partizioni ¢ la base di partizioni di un B -
gruppo se € la base di partizioni di una tenda che lo rappresenta.

Quanto verra provato nel corso del paragrafo 4.2 consente di affermare che

Proposizione 4.0.7 Due tende rappresentano lo stesso BMY -gruppo se e solo
se esiste un cambio-base fra di esse.

Chiaramente, per le convenzioni adottate, B()-gruppi rappresentati dallo
stesso 7 -morfismo sono isomorfi, non lo sono, invece, in generale, BM-gruppi
rappresentati dalla stessa tenda. Quanto verra osservato nei prossimi paragrafi
consente, pero, di affermare che se G1 e G sono B(")-gruppi rappresentati dalla
stessa tenda allora:

- I typeset di Gie G5 sono reticoli isomorfi (cfr. 2.4.12 e cfr. 4.1),
- G1 e G2 hanno gli stessi “cambi-base” (cfr. 4.2),

- (1 e Gy hanno le stesse decomposizioni dirette (cfr. 4.3 e cfr. 5.2).
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Pertanto, in tale ambito, per il lemma 2.4.13, non lede la generalita limitarsi a
considerare tipi costituiti da tutti 0 fatta eccezione che per un numero finito di
00.

D’ora in avanti, se G denotera un B(M-gruppo rappresentato da un 7-

morfismo t di base (t1,...,t,) allora con (g1,...,gm) si denotera una base di

G con base di tipi (t1,...,t,). Per ogni E C I, ’elemento > g; verra denotato
i€k

con gg. '

4.1 1l typeset di un B-gruppo

Sia G un BM-gruppo rappresentato da un T-morfismo t di base (t1,...,ty).
E’ semplice verificare che, per un elemento g di G, la partizione di I che si ottiene

m
a partire da un’espressione di g come combinazione lineare dei g;, g = > 7;9;,
i=1
mettendo in blocchi uguali indici per i quali i coefficienti r; sono uguali, non
dipende dalla particolare combinazione scelta: tale partizione si denota con

part(g). Posto, per ogni C = {C1,...,Cx} € P(m),
G(C) ={9 € G | part(g) = C},

¢ semplice osservare che G(C) ¢ un sottogruppo puro di G. In alcuni casi, per
un sottoinsieme E di I, verra usata la notazione G g in luogo di G(pg).

Lemma 4.1.1 Valgono le sequenti:
(i) G(C) = <gcl>*+"'+ <ng>*;
(ii) G(C) ¢ un BW-gruppo di rango |C| — 1;

(iii) (tcy,---,tc,) € una base di tipi di G.

Lemma 4.1.2 Per ogni C,D € P(m), si ha:
Q) G(C) < G(D) se e solo se D < C;

(i) G(C)+ G(D) < G(C AD);

(iii) G(C Vv D) = G(C) N G(D).
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Inoltre, se C = {C1,...,Cx} e D = {D1,...,Ds} sono partizioni di I tali che
C < D, allora essendo ogni blocco di D unione di blocchi di C, D puod essere
riguardata come una partizione di C. Posto, per ogni j € {1,...,s}, Dy = {i e
{L,...,k} | Ci € D} e D* ={D7 | j €{1,...,s}}, si ha:

Lemma 4.1.3 [10] Siano C,D € P(m). Se C < D allora G(C)(D*) = G(D).

Dim. Per definizione si ha:

GECUD™) =( 2 goi)s+ -+ { X2 9o« = (gp)« + -+ (9p,)» = G(D). O

i€D} €D}

Il prossimo risultato ha come conseguenza che il typeset di un B(M-gruppo
coincide con 'insieme delle immagini di ogni 7-morfismo che lo rappresenta.

Teorema 4.1.4 [20] Se G ¢ un BW -gruppo rappresentato da un T-morfismo
t allora tc(g) = t(parti(g)) per ogni g € G.

Dim. Sia (Ry,...,R,,) la base di caratteristiche della base (¢1,...,9m) di G.
Sia g € G. Se g = 0 allora t¢(0) = ¢({0, I}).

Sia E un sottoinsieme proprio di I. Se una potenza p® di un primo p di-
m

vide gg allora per opportuni r; € R; si ha gg = p*(>_r;9;) e di conseguenza
i=1
S+ pr)g + >, (p*ri)g: = 0. Dovendo i coefficienti di tale relazione
IS} i€E-T
coincidere, si ha: r =7; € N R; perognii € K, s=1r; € N R; per ogni
JEE jeE—1

i€ E7lel+p* =p*s. Nederivache s—r=1/p*€ (N R)+( N Rj)e
JjEE jeE—1
quindi charg(gg) < ('HERj) +( N R;). Dal fatto che gp = g\ g segue allora
j€ jeB-
charg(ge) = (N R;)+( N Rj) e di conseguenza t(gg) = tg.
jEE jeE—1

Se parti(g) = C = {C1,...,Cy} allora g = c19¢, + -+ + ckgc, € quindi
charg(g) > charg(ge,) N -+ A charg(ge, ). Ora, tali caratteristiche hanno lo
stesso tipo. Per provarlo ¢ sufficiente osservare che l’eventualitd che per un
primo p esista un 3 € N tale che p? divida g con § maggiore strettamente del
piu grande o € N tale che p* divide ogni g¢,, ha luogo per un numero finito di
primi e che per tali primi 8 é limitato.

m
Se p” divide ¢ allora per opportuni razionali r; si ha p?(Y rig;) = g e
i=1
di conseguenza r; = 7"‘j per ogni ¢ € Cj e pﬁr‘j —c¢ = pﬁr‘h — cp, per ogni
gsh e {1,...,k}. Allora, p°(r), — ;) = (¢; — cx) ed essendo (r}, — r;) divisibile
al pitl per p®, necessariamente p®~“deve dividere (¢j — cn) ed & quindi evidente
che cio puo accadere solo per un numero finito di primi e che 8 non puo essere
arbitrariamente grande.
In definitiva, si ha allora che t¢(g) = ta (9o, )N+ Ata(gox) = toy A+ Ao, =

t(C) = t(part:(g)). O

Corollario 4.1.5 T(G) = Im(t) = {t(C) | C € P(m)}.
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Infine, la proposizione 4.1.3 consente di fornire una importante caratterizzazione
dei classici sottogruppi puri e pienamente invarianti

G(o) ={9€ G |talg) >0}

al variare di o in T'(G).

Corollario 4.1.6 [14] Per ogni o € T(G), G(o) = G(part,(o)).

Dim. Se o < tg(g) allora part:(o) < parti(tc(g)) < part:(g); viceversa, se
parti(o) < parti(g) allora o < t(parti(g)) = tc(g). O

4.2 1 cambi-base

Un BM-gruppo puo avere diverse basi di tipi (equivalentemente essere rappre-
sentato da differenti 7-morfismi).

Sia G’ un BM-gruppo rappresentato da un 7-morfismo t di base (t1, ..., t).
Vale il seguente:

Teorema 4.2.1 [17] Le basi di tipi di G sono le m-uple (tg,,...,t5,, ) ove
€= (bg,,..-,bg,, ) € un cambio-base della tenda P(t).

Dim. Sia (ug,...,u;) una base di tipi di G e sia u il T-morfismo che la ha
come base. Siano 7y,..., 7 gli elementi V-irriducibili di T(G). Dal corollario
4.1.5 segue che Im(u) = Im(t) = T(G). Pertanto, posto part:(m;) = pa, e
party(m;) = pp, per ogni i = 1,...,k, si ha: P(u) = {B1,...,Br} e P(t) =
{Ala ceey Ak}

Se J C {1,...,k}, denotato con o = z‘»\e/Jm7 dal corollario 4.1.6 segue che

G(o) = G(part(o)) = G(,;/JPAi) e G(o) = G(part, (o)) = G(‘;/J_pBi) e dunque
che le partizioni V pa; e Y PB; hanno lo stesso ordine. Allora, per ol teo-
S 1€

rema 2.3.7 esiste un cambio-base £ = (bg,,...,bg,, ) fra le tende {A;,..., Ay}
e {Bi,..., By} tale che £(A;) = B; per ognii =1,...,k.

Per verificare che u; = tg, , per ogni ¢ € I, ¢& sufficiente osservare che
tali elementi sono generati dagli stessi w;. Ora, m; = vp; < u; se e solo se
i € Bj = E(A;) ossia se e solo se bg; > pa; = party(r;) il che equivale a tg, >
g

Viceversa, sia £ un cambio base della tenda P(¢). L’ammissibilita di &

assicura che gli elementi gg,,...,gg,, di G sono am —1 a m — 1 indipendenti;
inoltre, per il rango di G, esistono m coefficienti a1, . . ., a,, tali che > a;gg; = 0.
iel
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Posto y; = a;gp, perognii € I, Y = (y1)s + - + (ym)» ¢ un BM-gruppo con
base di tipi (tg,,...,tg,,)-
Sia F = (bg,,...,br, ) 'inverso di £. Gli elementi yp,,...,yr, di Y sono a
m — 1 a m — 1 indipendenti e inoltre, per il rango di Y, esistono m coefficienti
b1,...,by tali che > b;yp, = 0. Posto h; = biyp,, H = (h1)s + -+ (hm)s <
i€l
Y < G & un BW-gruppo con base di tipi (ug,,...,ur, ).

Ora t; = up, per ogni ¢ € I. Infatti, up; = ( A tg,)V ( A tg,) =
hEFz, heF;l

t(( A bg,)V( A bg,)) <t; inoltre, se m; < t; allora i € A; = F(B,) ossia
heF; hEF;l

br, > pp; e pertanto m; < up;.

Da cio segue che H ¢ isomorfo ad un sottogruppo d’indice finito di G e
quindi, in tale contesto, H ¢ uguale a GG. Ne deriva che Y = G e dunque che il
T-morfismo di base (u1,...,un) = (tg,,...,txy, ) rappresenta G. O

Dal corollario 2.4.5 segue che il T-morfismo di base (tg,,...,tg,, ) ha E(P(t))
come insieme dei primi e di conseguenza, come preannunciato nella proposizione
4.0.7, le tende che rappresentano G sono tutte e sole quelle che si ottengono a
partire da P(t) attraverso un cambio-base.

Dunque, per calcolare tutte le basi di tipi di G si puo procedere (cfr. 2.1.8)
al calcolo di tutte le tende che si ottengono a partire da P(t) attraverso un
cambio-base £: ciascuna di tali tende & U'insiemi dei primi del 7-morfismo di
base (tg,,--.,tE,, ) che rappresenta G.

Infine, si osservi che per ottenere una base di G con base di tipi (tg,,...,tg,,)
¢ sufficiente considerare una combinazione lineare di gg,, ..., gg,, a coefficienti
non tutti nulli che dia 0, infatti, se a19g, + -+ + amge,, =0e¢€ ai,...,a, non
sono tutti nulli allora (a19g,,...,amgg,,) € una base di G la cui base di tipi &

(tey,.- - tg,,)-

4.3 Gruppi completamente decomponibili

A questo punto, sfruttando i risultati del secondo capitolo, si & in grado di fornire
una caratterizzazione dei gruppi completamente decomponibili.

Dalla proposizione 4.0.1 segue che un gruppo & completamente decomponi-
bile se e solo se possiede una base di tipi contenente un elemento che é ’estremo
inferiore dei rimanenti. Tale proprieta non & pero verificata da tutte le basi di
tipi del gruppo.

I prossimi risultati mostrano in che modo € possibile dedurre dall’insieme dei
primi di un qualsiasi 7-morfismo che rappresenta un B(!)-gruppo, ossia da una
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tenda che rappresenta il gruppo, se si tratta o meno di un gruppo completamente
decomponibile.

Proposizione 4.3.1 Per un T-morfismo t di base (t1,...,tm) sono equivalenti
le sequenti condizioni:

(i) esiste un j € I tale che t; = -Qti;
i#]

(ii) se A€ P(t) e A#1 allora j € A~L.

Dim. Denotati con 71,..., 7, gli elementi V-irriducibili di Im(t), 1’asserto
segue immediatamente dal fatto che P(t) = {41, ..., A} ove

Aj:{i€I|7Ti§tj}
per ogni j € {1,...,k}. O
Dalla definizione di catena chiusa di una tenda segue immediatamente che

Lemma 4.3.2 Se T ¢ una tenda tale che N"{A=Y | A€ Te A# I} #0 allora
T ¢ priva di catene chiuse.

Dunque, in definitiva, vale il seguente:

Teorema 4.3.3 Se G un BM-gruppo rappresentato da una tenda T allora G
e completamente decomponibile se e solo se T ¢é priva di catene chiuse.

Dim. Se G & completamente decomponibile allora per i lemmi precedenti esiste
una tenda T'' che rappresenta G priva di catene chiuse. Dalla proposizione 4.0.7
segue che T = E(T"') dove £ & un cambio-base di T'"'. Dal lemma 2.3.1 segue
allora che anche T ¢ priva di catene chiuse.

Viceversa, sia T sia priva di catene chiuse. Sia T = {A;,..., Ax} e senza
ledere la generalita sia A; = I. Se k = 1 allora I'asserto ¢ banale. Sia k > 2 e
j € Ay'. Posto By =1, By = Ay e per ognii € {3,...,k} :

- Bi=Aisej¢ A

- Bi=A\{jHU{h}dovehe A7  seje A e AT NAT =0,

- Bi=A\{HU{h}dove hc Ay NA  sejeAie Ay AT £

e’ semplice verificare che la tenda T'' = {By,..., By} verifica le proprieta:

- |B;| = |A;| per ognii e {1,...,k},

- |BflﬂB;1\ = s> 2 se e solo se |BflﬂB;1\ =sperognii,j€{l,..., k},

- {Bi,...,By} & priva di catene chiuse.
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Pertanto, dalla proposizione 2.3.5 segue che esiste un cambio-base fra la tenda
T e la tenda T'' e di conseguenza anche la tenda T' rappresenta G. Osservato
che j € BZ-_1 per ogni ¢ € {2,...,k}, dalla proposizione 4.3.1 segue che G &
completamente decomponibile. [

Il risultato ottenuto fornisce un ovvio algoritmo “a vista” per decidere se
un B(M-gruppo ¢ completamente decomponibile oppure no, senza ricorrere al
procedimento per decomporre un B(Y)-gruppo nei suoi addendi diretti indecom-
ponibili descritto nel prossimo paragrafo.

4.4 Decomposizione in addendi diretti indecomponibili

Partendo da una base di partizioni di un B(M)-gruppo ¢ possibile calcolare, a
meno d’isomorfismi, la sua decomposizione in addendi diretti indecomponibili.
Sia G un BM-gruppo rappresentato da un 7-morfismo t di base (t1y.eeytm).

Proposizione 4.4.1 [14] Se part.(t;) = {{j},Ca,...,Cx} < p; allora
G= G(pcz) &P G(pck)'

Dim. Posto H = G(pc,) ® -+ @ G(pc, ), & ovvio che {g1,...,9m} C H <G e
che tr(g;) = ta(gs) per ogni ¢ # j; inoltre, dal fatto che g; = —gc, -+ — gc,
segue che ty(g;) = tu(ge,) N Ntu(ge,) =tc, N+ Ao, = ta(g;) e quindi
che G=H. O

Proposizione 4.4.2 [20] Se G ¢ decomponibile allora esiste almeno un indice
J € I per il quale party(t;) < p;.

Dim. Sia G = A @ B. Se part(t;) = p; per ogni i € I, allora G(p;) = G(t;) =
A(t;) + B(t;) ha rango uno e di conseguenza o A(t;) o B(t;) & nullo. Allora, ogni
g; appartiene o ad Aoa B. Segliinsiemi E={ie€l | g€ Aye F={iel|
gi € B} fossero entrambi non vuoti si avrebbe che 0 # gg = gr € AN B il che &
assurdo. Pertanto, 0 {g1,...,9m} CAo{g1,-..,9m} C B. Se{g1,...,9m} C A
allora dal fatto che t4(g;) = t; per ogni i € I segue che G = A. 1l caso
{91,---,9m} € B & analogo. O

Da tali proposizioni segue immediatamente:

Teorema 4.4.3 [14] G ¢ indecomponibile se e solo se parti(t;) = p; per ogni
tel.
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In accordo con cio, i t; per i quali part,(t;) < p; si dicono tipi di decomposizione.

4.4.4 [14] Algoritmo per la decomposizione di un BW-gruppo in ad-
dendi diretti indecomponibili.

Sia S ={i el |partt;) <pi} ={i1,...,%}.

Se ¢ =0 (equiv.S = @) allora G ¢ indecomponibile.

Sia ¢ > 1. Se part:(t;,) = C = {{i1}, Ca,...,Cs} dalla proposizione 4.4.1 segue
che

G =G(pc,) ® - & G(pc,)

dove, ogni G(pc;) & un BM_gruppo ed ¢ rappresenato dal 7-morfismo t' di base
(tistc; | i € Cj). Per il corollario 2.4.16 allora part, (t;) = (pc, V parts(t;))*
e party (tc;) = (pc; V parti(tc,))” = (pc; V{pa | pa < bc, e A€ P(t)})* >
(pc; V{pa | i € Ae A€ P)})" = b, (ove con * s’intende che tali par-
tizioni sono riguardate come partizioni di pc;). Pertanto, I'insieme dei tipi di
decomposizione di ogni G(pc;) ¢ incluso in {t;,,...,;,}.

Si passa allora a considerare ¢;,. Chiaramente, esiste un j € {2,...,s} tale
che iy € C;. Se party (ti,) = pi, si passa allora a considerare 3. Se, invece,
party (iz) = {{i2}, Do,..., D, } dalla proposizione 4.4.1 segue che G(pc;) =
G(pc,)(pp,) ®---©G(pc,)(ppr). Senza ledere la generalita, sia D, il blocco di
party (iz) che contiene C;l. E’ semplice verificare che G(pc;)(pp,) = G(rp,)
per ogni h =2,...,7 —1e G(pc,)(pp,) = G(pc,; V pp, ). Pertanto, si ha:

6 - ("26w0)) @ (Eawn)) & 6te, v e (& 6
1=2 1=2 1=7+1
inoltre, analogamente a quanto osservato prima, I’insieme dei tipi di decompo-
sizione di ciascuno di tali addendi ¢ incluso in {t;,,...,%;,}.
Appare evidente che, reiterando tale procedimento, in un numero finito di
passi, si ottiene la decomposizione diretta di G in addendi indecomponibili. [J

Corollario 4.4.5 [14] Se H ¢ un addendo diretto indecomponibile di G allora
esiste una partizione C di I tale che H = G(C).

Nel prossimo capitolo tale risultato verra generalizzato ad ogni addendo diretto

di G.
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5 Basi di partizioni e decomposizioni dirette di
BW-gruppi

I risultati riportati in questo capitolo costituiscono 1’argomento dell’articolo [10].
Si iniziera col determinare quali m-uple di partizioni sono basi di partizioni di
tende e dunque di BM-gruppi. Poi, si provera che ogni addendo diretto di un
BM-gruppo G ¢, a meno d’isomorfismi, un G(C) per un’opportuna partizione
C. Nel terzo paragrafo, assegnate due partizioni C e D che siano candidate a
dare luogo ad addendi diretti complementari, si determinera il piu generale B(1)-
gruppo che possiede una decomposizione del tipo G = G(C) ® G(D). Infine, nel
quarto paragrafo, verra mostrato che se uno dei due addendi ¢ indecomponibile
allora le due partizioni coinvolte hanno una particolare forma. Tali risultati
danno un contributo alla soluzione di un problema aperto: quello di decidere
quando la somma diretta di due BM-gruppi & un BM-gruppo (problema risolto
solo per la somma di due indecomponibili [18]).

5.1 La proprieta quasi-distributiva

Le prossime proposizioni consentono di caratterizzare le m-uple di partizioni che
sono basi di partizioni di tende.

Definizione 5.1.1 Una m-upla di partizioni (C1,...,Cp,) di I si dice quasi-
distributiva se

- C; < p; per ogni i € I
- per ogni i # j,

(#) un blocco di C; non contenente j é o uguale ad un blocco di C; o ¢
incluso nel blocco di C; contenente i.

Visualizzando:

Ci={{i},C,Y1,.... Yo, Zh, ..., Z,}
CJ = {{j}ao’iaHlv'"7H‘17Z1""’Z7'}
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dove C; D {j}UH U---UH; e C; D {i}UY; U---UY,.

Costruire manualmente una m-upla di partizioni quasi-distributiva diventa
molto complicato, a meno che molte di esse non siano bipartizioni puntate.

La prossima proposizione mostra che questa proprieta ¢ necessaria affinché
una m-upla di partizioni sia la base di partizioni di una tenda.

Proposizione 5.1.2 Se T ¢ una tenda allora la m-upla

(partr(t1), ..., party(tm))

¢ quasi-distributiva.

Dim. E’ ovvio che partr(t;) < p; per ogni ¢ € I. Per definizione party(t;) =
V{pa | A€ Teie A}. Sei # j, posto:

- H=n{AeT|icAej¢ A},

- K=n{AeT|jeAeig¢A};

si ha:

- pu=Vipa| A€ TicAcj¢ Al

- pg=V{pa | AeT,jeAeid¢ A}.

Pertanto, denotata con C la partizione V{pas | A€ T e i,j € A} si ha:

- partr(t;)) =CV px,
- partr(t;) =CV pk.

Dunque ogni blocco di partr(t;) non contenente j & un blocco di C e di con-
seguenza o & uguale ad un blocco di partr(t;) o ¢ incluso nel blocco di partr(t;)
contenente I\K. Ma i € I\ K, e quindi vale la condizione (#). O

Teorema 5.1.3 La proprietd quasi-distributiva é necessaria e sufficiente affinché
una m-upla di partizioni sia la base di partizioni di una tenda.

Dim. Resta da provare solo la sufficienza. Sia (Ci,...,C,,) una m-upla di
partizioni quasi-distributiva di I e sia T = {A C T | pa < C; per ogni i € A}
(cfr. 5.5(b) per un algoritmo). (Ci,...,Cyx,) ¢ la base di partizioni di T.

La definizione di T assicura che partr(t;) < C; per ogni ¢ € I. Siano
Ci,y...,C;, iblocchi diC; diversi da {i}. Poiché (Cy,...,Cy,) & quasi-distributiva,
¢ facile provare che C’i_ll, N ! appartengono a T. Pertanto, partr(t;) =
V{ipa | A€ Teie A} > pno;, Vo Vpne, = Ci e dunque, in definitiva,
paTtT(ti) = Cl O

Se (C1,...,Cp,) ¢ una m-upla di partizioni quasi-distributiva la tenda:
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{AC T |pa<C;perogniiecA}

prende il nome di dominio di (Cy,...,Cy,) e si denota con dom((Cy,...,Cn)).
Se (D1,...,Dm) < (C1,...,Cp) & una base di partizioni di un BM-gruppo
H allora H & rappresentato da una sotto-tenda di dom((Cy,...,Cp)).

5.2 Gli addendi diretti di un B®M-gruppo

Sia G un B(M-gruppo rappresentato da un 7-morfismo t di base (t1,...,tm). La
proposizione 4.4.5 assicura che gli addendi diretti indecomponibili di G sono a
meno d’isomorfismi G(C) determinati da qualche partizione C di I. Si verifichera,
ora, che cio ha luogo in generale.

Proposizione 5.2.1 Sia G = G(C1)®---® G(Ck) una decomposizione di G in
indecomponibili. Se J C {1,... k} allora & G(C;) = G('é\JC’i).
ieJ i

Dim. Per induzione su m. Se m < 2 allora G ¢ indecomponibile e ’asserto
& banale. Sia, allora, m > 3 e G decomponibile. Dal lemma 4.4.2 segue che
esiste un ¢ € I tale che part;(t;) < {{i}, E, F'} e di conseguenza G = Gg & Gp.
Allora, per ognii € J ={1,...,k}, G(C;) & un addendo diretto di Gg o di G,
pertanto o C; > pg o C; > pp. Posto:

- I'= {’L S {1,...,](5} | C; ZpE},

- I'"'= {’L S {1,...,]6} | Ci > pF};

® G(C;) (risp. & G(C;)) ¢ una decomposizione di Gg (risp. Gp) in indecom-
icl' el

ponibili. Dal lemma 4.1.3 segue che G(C;) = Gg(C}) per ognii € I' e G(C;) =

Gr(C}) per ogni i € I'. Pertanto Gg = @& Gg(C’) e Grp = @ Gp(C}). Posto
iel el
J'=JNIeJ"=JNI", per induzione si ha:

S G(C) = (@ Gu(C))e( o Gr(C))=Gr( A C)OGr( A C) =
icJ ieJ ieJ" ieJ!' ieJ"

G(ANC)DG( A C) <G(NG).
(ieJ )@ (ieJ” ) (ieJ )

Ora, essendo ( /\J Ci) > pre( /} C;) > pr, non ¢ difficile provare che G( /\J Ci)®
i = icd
G( A Cy)e G(‘/\JC,;) hanno lo stesso rango; ma il primo ¢ un addendo diretto
i€J" 1€

di G e quindi di G(/\JCZ-), pertanto devono coincidere. [
1€

L’unicita della decomposizione ha come conseguenza che
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Teorema 5.2.2 Se H ¢ un addendo diretto di G allora esiste una partizione
C di I tale che H = G(C).

Dim. Sia H; & ---® H, una decomposizione di H in indecomponibili. Per ogni
i€ {1,...,r}, H; ¢ un addendo indecomponibile anche di G, pertanto per la
proposizione 4.4.5 esiste un j; € {1,...,r} tale che H; =2 G(Cj,). Ne deriva che
H>=GCj)@® - -aG(C;,)=GN{C, |i=1,...,r}), come cercato. ]

Corollario 5.2.3 Siano G1 e G5 due addendi diretti di G tali che G1 NGy =
{0}. Se G1 = G(C) e G2 = G(D) allora G1 ® G3 = G(C A D).

Se, ora, G(C) ® G(D) = G(C A D) allora G(CV D) = {0}, ossia CVD =
mazP(m); inoltre, |C| 4+ |D| = [C AD| + 1.

5.3 Il dominio di (C, D)

In questo paragrafo verra costruita la massima tenda che rappresenta un B(1)-
gruppo G che si decompone nella somma diretta G(C) & G(D) per opportune
partizioni C e D.

Proposizione 5.3.1 Per due addendi diretti di G, G(C) e G(D), le sequenti
condizioni sono equivalenti:

(i) G=G(C)aG(D);
(ii) CV D =maz(P(m)) e |C|+ |D|=m + 1,
(iii) B(m) =V (C)® V(D).
Siano C e D due partizioni di I tali che B(m) = V(C) ® V(D). Denotata con

bg, (risp. bp,), per ogni ¢ € I, la proiezione di p; su V(C) (risp. V(D)), non &
difficile provare che

Proposizione 5.3.2 Se V(C) & V(D) = B(m) allora V(C) = (bg,,...,bg,,) €
V(D) = <bF1,...,me>. Inoltre, bE1 ++bEm =0ce bF1 +---+bp =0.

m

Se {i} & un blocco di C allora p; = bg,. Per ogni i € I tale che {i} non & né
un blocco di C né di D, by, Abp, & una tripartizione: supposto che, senza ledere
la generalita, i € E; ' N F; ', ossia B; ' = {i}UF; e F; ' = {i} U E;, si ha:

be, Nbp, = {{Z},EZ,FZ}
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Proposizione 5.3.3 La m-upla di partizioni (bg, Abgy, ..., by, Abr, ) € quasi-
distributiva.

Dim. E’ chiaro che bg, A bp, < p; per ogni ¢ € I; allora per provare 'asserto &
sufficiente mostrare che per ogni ¢ # j € I vale la condizione (#).

Se bg, A bp, = pi, 'asserto ¢ ovvio. Siano C; = by, A bp, = {{i}, E;, Fi} e
Cj = bg, Nbr, = {{j}, Ej, F;}. Si hanno quattro possibilita: j € F; e i € Ej;
jeFeicl;;jeEei€ By je Eyed € Fy. Nel primo caso, la condizione
(#) vale se E;, il blocco di C; non contenente {j}, & incluso in Ej, il blocco di
C; contenente {i}. Poiché¢ bg,,bg, € V(C); br,,br, € V(D); e E; ' = {i} U F},
F ' ={i}UE, Ej_1 ={jlUFje Fj_1 = {j} U Ej, & facile provare che

C <bg, A bEj = {El ﬁEJ‘7{i} U (F‘z ﬂEj),Ei N Fj,{j} @] (F‘z ﬁFj)} < bEiij
D < bFi /\ij = {F‘z ﬂFj, {]} U (Fz ﬁEj),Ei ﬂFj, {Z} U (Ei n EJ)} < bEiij.

da cui segue che bg,nr; € V(C)NV(D). Ma allora, essendo V(C) NV (D) = {0},
si ha E; N F; = 0 e di conseguenza E; C E; come richiesto. I restanti casi sono
analoghi. [

Definizione 5.3.4 Sia (C,D) una coppia di partizioni di I tali che B(m) =
V(C)® V(D). La tenda

{ACT|pa<bg, Nbp, per ogni i € A}
sara chiamata dominio di (C,D) e verra denotata con dom(C,D).

Avendo appena osservato che la m-upla (bg, Abp,,...,bg,, Abp, ) ¢ quasi-
distributiva, dalla proposizione 5.1.3 segue che

Proposizione 5.3.5 Se T = dom(C,D) allora partr(t;) = bg, A br, per ogni
1€l

Proposizione 5.3.6 Sia (C,D) una coppia di partizioni di I tali che B(m) =
V(C) @ V(D). Se G & un BM-gruppo rappresentato da un T-morfismo t allora
le sequenti sono equivalenti:

(i) G=G(C)aG(D);
(ii) part,(t;) <bg, Nbg, per ogni i € I;
(iii) P(t) é una sotto-tenda di dom(C,D).

Dim. Si osservi che g; = —gg, — gr,, dove gg, € G(C) and gp, € G(D) per ogni
el

(i) = (ii) Sia i € I. Da G = G(C) ® G(D) segue che t; = tc(g;) = ta(9r,) A
ta(gr,) = t(bg,) ANt(br,) = t(bg, AbF,), e quindi che part;(t;) < bg, A bp,.

(ii) = (i) Per provare che G = G(C) ® G(D), posto H = G(C) ® G(D), &
sufficiente osservare che tg(g;) = tu(g:), ossia che t; = t(bg, A br,), per ogni
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i € I. Ora, t; < t(bg, A bp,) poiche part,(t;) < bg, A b, e di conseguenza
t; = t(bg, Abr,) (la disuguaglianza opposta & sempre valida).

(ii) < (iii) Segue immediatamente dal fatto che dom(C,D) & la massima
tenda per la quale vale la (ii). O

Il seguente teorema fornisce una caratterizzazione degli elementi del dominio di
(C, D).

Teorema 5.3.7 Sia V(C) ® V(D) = B(m) e A € pr(m)\{0}. Le sequenti
condizioni sono equivalenti:

(i) A e dom(C,D);
(i) V(pa) = (V(pa) NV(C)) @ (V(pa) NV (D)) = (V(paVC)) ® (V(paV D));
(iii) |A|={CeC|CCA}+|{DeD|DCA}.
Dim. (i) = (ii) Se A € dom(C, D) alloraps < bg, Abp, per ognii € A. Pertanto,
si ha che V(pa) > V(bg, Abr,) = (bg,,br,), e di conseguenza V(pa) = (p; |
i€ A) = (b, +bpi | € A) = (V(pa) NV(C) & (V(pa) N V(D)) = (V(pa v
C)) & (V(pa VD))

(ii) = (i) Siai € A. DaV(pa) = (V(pa)NV(C)) @ (V(pa) NV (D)) segue
che bg, € (V(pa)NV(C)) e b, € (V(pa) NV (D)). Pertanto bg, Abg, > pa per
ogni i € A, e di conseguenza A € dom(C, D).

(ii) < (iii) E’ immediato una volta osservato che, per ogni partizione C di I,
dimV(paVC)=paVCl—1=|{CeC|CCA}. O

Corollario 5.3.8 Sia V(C) ® V(D) = B(m). Se A € dom(C, D) allora ps =
(paVC)A(paVD).

Dim. Da V(pa) = (V(paVC))®(V(paVD)) <V((paVC)AV(paV D)) segue
che (pa VC) A (pa VD) <pa e quindi che (pa VC) A (pa VD) =pa. O

La condizione precedente non ¢ sufficiente, per esempio, sia:

- C={{1,2},{3,4},{5}},
- D={{1,3},{2,5},{4}},
- A:{1’273};

¢ facile controllare che py = (pa VC) A (pa VD) ma A ¢ dom(C,D) poiche
pa £ be, ANbp, per ogni i € A.
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5.4 Addendi indecomponibili

Come osservato, se G & un BM-gruppo rappresentato da un T-morfismo t allora
ogni addendo diretto di G ¢ un G(C) per qualche C € P(m), e se G(D) ¢ il suo
complemento in G allora V(C) & V(D) = B(m). In questo paragrafo, si provera
che se G(C) ¢ indecomponibile allora D ¢ una partizione puntata e che tale
condizione & anche sufficiente se G & rappresentato da dom(C, D).

Sia C = {C4,...,Cy} una partizione di I, e pp una partizione puntata di I
tale che V(C) @ V(pp) = B(m); allora |C; N D~ =1 per ogni j € {1,...,k}.
Pertanto, posto J = {1,...,k} e r = m — k, si pud assumere senza ledere la

generalita D = {1,2,...,r}, C;jN D~ = {r + j} per ogni j € J. Allora, per
ogni j € J, si ha

Cj=X;U{r+j},

con X; = C;\{r +j} C D. Osserviamo che X, puo essere vuoto.
Posto T = dom(C,pp), ¢ facile controllare che

party(t;) = bp, Nbp, = p;
perognii € D, e
party(tyy ) = be,,, ANbr,, =be; ANbx, = {{r + 3}, X;,1\C;}
per ogni j € J. In particolare, se X; = () allora partry(t,4;) = prij-
Lemma 5.4.1 Sia T = dom(C,pp). Si ha:
(i) tutti i sottoinsiemi di D appartengono a T
(ii) se Ae T er+je A per qualche j € J allora 0o C; C A o INC; C A.
Dim. (i) E’ banale.
(ii) Se A € Ter+j € Aper qualche j € J allora A~! & incluso in un blocco

di partr(tr4;) = {{r+4},I\C;, X,}, e di conseguenza o C; = {r+j}UX; C A
of{r+jtU(I\C;) C A O

Definizione 5.4.2 Con le notazioni date per una coppia di partizioni (pp,C),

s’introducono due famiglie di sottoinsiemi di I (cfr. esempio (¢) nel Paragrafo

5.5):

Pith={(UuCHusS|J CcJ,S5C( U X; U X,)\S| >2—|J\J},
(= {(Y US| C (U X el( Y XNS| = 2= 1A}

P(t), ={D'U (;J X;)US|j €J,SCX; elX;\S|#1}.
J7#7
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Lemma 5.4.3 dom(pp,C) = P(t)1 U P(t)2 .

Dim. Non ¢ difficile controllare che se A € P(t); U P(t)2 allora A~! ¢ incluso
in un blocco di part;(t;) per ogni i € A, e quindi A € dom(pp,C).
Sia, ora, A € dom(pp,C). Se {r +1,...,m} ¢ A allora, denotato con
J' Vinsieme {j € J | r +j € A}, dal lemma 5.4.1(ii) segue che C; C A per
ogni j € J'. Allora, se S = A\(éJJ C;) si ha A € P(t);. Altrimenti, se
jeJ

D! ={r+1,...,m} C Aallora, per il lemma 5.4.1(ii), o C; C A per ogni j € J
e quindi A = I, o esiste un j € J tale che X; non ¢ incluso in A e I\C; C A, e
quindi A € P(t),. O

Sia G un BM-gruppo rappresentato da un 7-morfismo t.

Proposizione 5.4.4 Se G = G(C) & G(D), con G(C) indecomponibile, allora
D ¢ una partizione puntata.

Dim. Se D non ¢ una partizione puntata allora esistono due blocchi D;, D; € D
tali che |D;|,|D;| > 2, e un blocco C di C tale che |[D, NC| =|D; N C| = 1.
Allora, senza ledere la generalita, sia:

Dy={1,3,...}, Dy={2.4,...}, C, = {1,2,...} e Cs = {4,... }.

Dalla proposizione 5.3.6 segue che part.(t1) < bg, Abp, = {{1}, E1, F1 } dove
br, € V(C) e bp1 € V(D) e di conseguenza

C S {El,Fl U{l}} eD S {Fl,El U {1}}

Pertanto, C1\{1} = {2,...} C Fy, da cui segue Dy = {2,4,...} C F; e quindi
Cy={4,...} C Fy. D’altra parte D; C Ey e dunque F; # ). Pertanto, posto
E={icJ|CCE}eF={icJ|CCF}sihaJ={lJUEUFe
E,F#0.

Sia ¢" la tenda di base (t¢,,...,tc,). Dal corollario 2.4.1 segue che per
ogni A" € P(t") esiste un A € P(t) tale che A" = C[A]. Se A" = C[A] allora
1€ A" se esolosel e A Infatti, 1 € C[A] se e solo se pa < be, ossia se o
C; C A e di conseguenza 1 € A, o C’l_1 =CyU---UC, C A e di conseguenza
C[A] ={1,...,k}. Ora, se 1 € A allora py < {{1}, E1, F1 }; pertanto, o F; C A
e quindi F C C[A], o F1 C A e quindi F C C[A]. Allora, ogni elemento di P(¢")
che contiene 1 contiene o E o F, pertanto part; (t¢,) < {{1}, E,F}. Dalla
proposizione 4.4.1 segue allora che G(C) ¢ decomponibile. [

Proposizione 5.4.5 Se P(t) = dom(pp,C) allora G(C) é indecomponibile.
Inoltre, con la notazione data per gli X;, una decomposizione di G'p in indecom-
ponibili ¢ Gx,®- - -®Gx, e pertanto una decomposizione di G in indecomponibili
e

G=G()®Gy, & &GCx,
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Dim. Dalla proposizione 5.3.6, segue che G = Gp & G(C).
G(C) & rappresentato dal T-morfismo t" di base (t¢,,...,tc,). Dal corollario
2.4.15 segue che P(t") = {C[A] # @ | A € P(t)}. Allora dal fatto che, per
il lemma 5.4.1, Cy,...,Cy € P(t), segue che C[C1] = {1},...,C[Ck] = {k}
appartengono a P(t"). Pertanto part, (tc;) > p; e di conseguenza part, (tc,) =
p; per ogni j € J. Dunque, per la proposizione 4.4.2, G(C) & indecomponibile.
Gp @ rappresentato dal T-morfismo t' di base (tp,t; | i € D). Dal corollario
2.4.15 segue che P(t') = {pp[A] # @ | A € P(t)}. Ora pp[A] & un sottoinsieme
di {1,...,7,{D71}}. Si osservi che un i € {1,...,r} appartiene a pp[4] se e
solo se i € A, e che {D™1} € pp[A] se e solo se pa < bp, ossiase o D1 C Ao
D C A. Allora, tutti i sottoinsiemi propri di D, essendo primi di ¢, sono anche
primi di ¢'. Inoltre, il lemma 5.4.3 assicura che P(t) = P(¢); U P(t)2, quindi
un primo A di ¢ che non contiene X; U---U X}, = D, contiene D! se e solo
se A € P(t)y. Pertanto, I'insieme dei primi di #' contenenti {D~1} & {pp[A] |
A€ P(t)2:} U{DU{D'}}. Ora, se A € P(t); allora A= D"1U (;LéJ X;)us
J#5

per qualche j' € J e S C X, tale che |X;\S| # 1, dunque ¢ facile controllare
che pp[A] = {D" 1} U (;J X;)Us.
J#j

Riassumendo, allora tutti i sottoinsiemi propri di D sono primi di ¢', e

{p~"}u (QX)US |5 elSCX;elX;\S|#1}pU {Du{D™'}}

¢ Pinsieme dei primi di #' che contengono {D~!}. Pertanto, si ha:
- party (t;) =p; perognii € {1,...,r},

- part,(tp) = {{D71}, X1,..., Xx}.

Allora (cfr. 4.4.4) una decomposizione di Gp in indecomponibili &

(Gp)x, ®--® (Gp)x,-

Per provare la seconda parte dell’asserto ¢ sufficiente osservare che (Gp)x, =
Gx; per ogni j € J. U

Se P(t) & una sottotenda di dom(C, D) allora G(C) non & in generale inde-
componibile: ¢ sufficiente pensare alla tenda {I}.

Se G ¢ rappresentato dalla tenda dom(C, D), si ottiene come corollario della
proposizione 5.4.4 e della proposizione 5.4.5:

Teorema 5.4.6 Se G ¢ un BW-gruppo rappresentato da un T-morfismo t
tale che P(t) = dom(C,D) allora G(C) ¢ indecomponibile se e solo se D é una
partizione puntata.

La proposizione 5.4.4 fornisce una condizione necessaria affinche un B(1)-

gruppo G sia uguale a G; ® G2 con G5 indecomponibile. Si dara, ora, una
descrizione piu dettagliata della condizione utile per decidere quando la somma
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diretta di due BM-gruppi & un B(M-gruppo, un problema risolto soltanto per la
somma diretta di due indecomponibili [18].

Sia G un BM-gruppo rappresentato da un 7-morfismo t.

Se G = G(pp)®G(C) allora denotati con t' e t" i T-morfismi rispettivamente
di basi (tp,t; | ¢ € D) e (tc,,...,tc,), € posto p' = 7p = min(T(G(pp))) e
p' =t(C) = min(T(G(C))), si ha:

Proposizione 5.4.7 Valgono le sequenti affermazioni:
(i) tp<p'Vph

(i) tp =t'({{D7'}, X1,..., Xi});

(iii) to;, < 7x,; V p" per ogni j € J;

(iv) te; < 7x; VTp\x, per ogni j € J.

Dim. Si tenga presente che {74 | A € P(t)} & un insieme di V-generatori di
Im(t) =T(G).

(i)tp=71pVTppep =7p. Se A€ P(t) ety < 7pp allora I\D C A,
ossia {r+1,7+2,...,m} C A. Pertanto, per il lemma 5.4.1, o C; C A per ogni
j € J,ediconseguenza A = I e 74 ¢ il minimo di 7'(G); o esiste un unico j € J
tale che I\C; C A. Allora 74 < Tne; < t(C) = p". Ne deriva che Tn\p < p' e
dunque che tp < p' Vv p".

(i) E’ immediato che t ({{ D71}, X1,..., Xi}) = t({D71, X1,..., X}}). Ora,
t{D Y, Xy,.... X, })<tp=17p VT p- Per ottenere la disuguaglianza opposta
si osservi che 7p < t({D7', Xy,..., Xy}). Inoltre, se A € P(t) e 74 < 7n\p
allora analogamente a quanto osservato in precedenza o 74 = min(T(G)) o
esiste un unico h € J tale che I\Cy, C A; ma r+ h € A e di conseguenza
I\X}, C A. Pertanto o 74 = min(T(G)) o 74 < 7px, <t{D' X1,...,Xi})
e di conseguenza T\ p < t({D7', X1,..., X }).

(iii) La verifica ¢ analoga alla (i).

(iv) Si osservi che to; = 7¢; V 7\¢,; dove 7o, < Tx, e Tino; < Tp\x,- O

Si conclude con un interessante caso particolare:

Proposizione 5.4.8 Sia C = {C4,...,Ck} una partizione di I tale che |C;| < 2
perognii € {1,...,k}. Se G(C) é un addendo diretto di G allora il complemento
di G(C) in G é completamente decomponibile.

Dim. Sia G(D) il complemento di G(C) in G, G(Dy),...,G(Ds) gli addendi
diretti indecomponibili di G(D). Per ogni 7 € {1,...,s}, dal corollario 5.2.3
segue che G(C A D;) = G(C) ® G(D;); essendo G(D;) indecomponibile, C deve
essere una partizione puntata dell’insieme C A D;. Ora il blocco non-singleton di
C contiene esattamente due elementi, pertanto D; deve essere una bipartizione
dell’insieme C A D;, e dunque G(D;) deve avere rango 1. Ne deriva che, ogni
addendo diretto indecomponibile di G(D) ha rango 1, e di conseguenza G(D) &
completamente decomponibile. [J
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5.5 Esempi

Se C e D sono due partizioni di I tali che B(m) = V(C) ® V(D), come costruire
tutti i BM-gruppi G tali che G = G(C) @ G(D)? Essendo le tende che rappre-
sentano tali gruppi sotto-tende di T = dom(C, D), ¢ sufficiente costruire T. Cio
puo essere fatto in due passi:

(a) calcolo della base di partizioni di T;

(b) applicazione del teorema 5.1.3 per calcolare gli elementi di T a partire da
una base di partizioni.

Il procedimento ¢ generale, gli esempi che faremo saranno relativi al caso in
cui D ¢& una partizione puntata.

Se {i} ¢ un blocco singleton di C o di D allora ¢ evidente che partr(t;) = p;.
Sia, senza ledere la generalita, i = 1 € C; (un blocco non-singleton diC) e 1 € Dy
(un blocco non-singleton di D). Si vuole calcolare partr(t1) = {{1}, E1, F1}
dove py = bg, + bp, con by, € V(C), ossia by, > C, e by, € V(D), ossia
br, > D. Da cio segue che

C={{1}UF,E} eD={{1}UE, Fi},

dove Cy C {1} U Fy, D; C {1} U E;. Sia C; un altro blocco di C che interseca
Dy; C; deve essere incluso in E;. Pertanto, se Cs, ...,y sono i blocchi di C che
intersecano D1 e Ds, ..., D, sono i blocchi di D che intersecano Dy, si ha che
CoU---UCs=E; CEy, DyU---UD, = F] CF e di conseguenza

partr(ty) = {{1}, By, 1, {j} | j € J} dove J = IN({1} U Ey U Fy). (1)

Se J = @, abbiamo finito. Se no, esiste almeno un j € J tale che, denotato
con C; (risp. Dj) il blocco di C (risp. D) che lo contiene, almeno uno fra C; N F}
o D; N E; & non vuoto; altrimenti si avrebbe che CV D < {{1} U E; U F}, J}.
Inoltre, C; N F} e D; N E} non possono essere entrambi non vuoti, altrimenti si
avrebbe che C; C F} e D; C E} e cio comporterebbe che j € E} N Fy, il che &
assurdo.

Per fissare le idee sia D; N E} # 0. In tal caso j € Ei, e di conseguenza
C; C By, D; N F} = 0; pertanto si ha:

party(ti) > {1}, By UC;, Fy, {j} [ j € J'}

e si ritorna al punto (1). Il caso C; N F} # () & analogo; chiaramente il procedi-
mento si arresta dopo un numero finito di passi.

Esempi:

(a) SiaC = {{17275}7 {374’6}’ {7}}7 D=pp= {{1}7 {2}v {3}7 {4}) {55677}}'

Si ha immediatamente:
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- party(t1) = p1,
- party(ta) = p2,
- party(t3) = ps,
- party(ts) = pa,
- party(t7) = pr.

Per costruire part(ts), sia C1 = {1,2,5}, D1 = {5,6,7}; allora Cy = {3,4,6},
Cs = {7}, Dy = {1}, D3 = {2}, B} = {3,4,6,7}, F] = {1,2}. Non sono
necessari ulteriori passi,

- partt(tS) = {{5}7 {37 4,6, 7}3 {13 2}}

Analogamente si ottiene:
- part(ts) = {{6},{3,4},{1,2,5,7}}.

(b) Per costruire gli elementi di una tenda T che ha (C1,Ca,...,Cp,) come
base di partizioni, ossia i sottoinsiemi regolari A di I tali che p4 < C; per ogni
1 € A, si procede come segue: se B & un sottoinsieme di un blocco non-singleton
di C; allora A = B~ € T se e solo se B ¢ incluso in un blocco di C; per ogni
jeA

Ad esempio, rispetto alla base di partizioni costruita in (a), A=! = {2,7}
non @ incluso in un blocco di partr(ts), ma 5 € A; pertanto A = {1,3,4,5,6}
non appartiene a T.

(c) Per dare un esempio di quanto asserito nel lemma 5.4.3, diamo il do-
minio della coppia (C,D), dove D = pp = {{1},{2},{3},{4},{5,6,7}}, C =
{41,2,5}, {3, 4,6}, {7}}.

Siha: I ={1,2,...,7}, D = {1,2,3,4}; X; = {1,2}, X» = {3,4}, X5 = 0,
J={1,2,3}; m=7,r =4, k=3. Il dominio di (C,D) ha 56 elementi:

1 x 1 % 1 % x 0 1
1 = 1 *x 1 x x 0 1
1 = = 1 = 1 x 1 0
1 = = 1 = 1 = 1 0
1 0 1 0 1 0 0 1 1
1 0 01 01 0 1 1
1 0 = = 1 1 1 1 1

Dove * sta per una qualsiasi scelta di 0 e 1, a condizione che ogni colonna abbia
almeno due zeri. Le ultime due colonne rappresentano gli elementi di P(t)s, le
altre quelli di P(t);. La seconda colonna riassume tutti gli elementi di T inclusi
in D.
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