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minimize f0(x)

subject to fi(x) ≤ 0, i = 1, . . . ,m

hj(x) = 0, j = 1, . . . , p,

�+�+�
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��� �
 x ��� ��
������ f0(x) ��� �����
�	� x ��� ��������
� 	� ��
�����
� fi(x) ≤ 0� i = 1, . . . ,m� � hj(x) = 0�
j = 1, . . . , p�
#	 ������� x ∈ Rn % ����� �
	�
���� �� ��������
����� ��	 ����	��� � 	�
��
���
� f0 : R

n → R % ����� �������� ��������� � �������� �� ������
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p∗ = inf {f0(x) | fi(x) ≤ 0, i = 1, . . . ,m, hj(x) = 0, j = 1, . . . , p},
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��� �� ��� ������	���� ���� �� 
��� ����������	������ 
��
fi(x) ≤ 0 �� � ���� �� ������ �� si ≥ 0 ���� 
�� fi(x)+si = 0� �����������
������ ��������������� �� ������� �� ���
���� ����	�������⎧⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎩
minimize f0(x)

subject to si ≥ 0, i = 1, . . . ,m

fi(x) + si = 0, i = 1, . . . ,m

hj(x) = 0, j = 1, . . . , p,

��	� x ∈ R
n � si ∈ R�

��� ��������	��
�� 
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�� �	��
��� �� �������������� �������� � �� ���
���� ����� �����
 !� "��� #$� ⎧⎨

⎩
minimize f0(x)
subject to fi(x) ≤ 0, i = 1, . . . ,m

aT
j x = bj , j = 1, . . . , p,

%!�&'

��	� �� �������� f0, . . . , fm : R
n → R ���� 
��	����� aj ∈ R

n ���
i = 1, . . . ,m� � bj ∈ R ��� j = 1, . . . , p� ��� �������� f : R

n → R �

��	���� �� dom f � �� ������� 
��	����� � ��� ∀x,y ∈ domf � ∀ θ :
0 ≤ θ ≤ 1, �� ���

f(θx + (1 − θ)y) ≤ θf(x) + (1 − θ)f(y).
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�� ���� ���
� �� ������
� ��� �� ���������

����� �� B� ���� ��� 
�
� x1, x2 ∈ B, � θ : � ≤ θ ≤ �, �� ��� θx1 + (1 − θ)x2 ∈ B�
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������ f : R
n → R � ���� �� � �� ����� �� 
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������ ������� g : R

n →
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�� �������� c ∈ R� ���� �� �� �� 	���� ���
����� f(x) = g(x) + c, ∀x ∈ R
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minimize f0(x)
subject to �i(x) �Ki 0, i = 1, . . . ,m

hj(x) = 0, j = 1, . . . , p.
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���� ������������	� �
�
����		��� � ���������	�	� 
�� ��
���� �K (�K) �
 � ����

����	�� x �K y ⇔ y − x ∈ K� ����	� ����� ������ �	��		� �≺ (
)�� ���� 
����	��
x ≺K y ⇔ y − x ∈ int K. �������
� K ��� 
������� ��� 
������������� �����������	�
� �� ���� ��� ����� ������� ����
� � � ���	�� � �� ��	������ int K ��
��� �����
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��	 � ��� �	
����� ���� � �����	
� �� ���
� ������� ��	 ��	�	�����
��� ���
���	 ���	����� ���	��	 	 ��� ���
���	 ��������	 �� ������������
�
���	�

������ �� ���� K ��	 �	�����	 �� ������������
� �	�	����

��� � ��
���� �	��	 
������ �	
��	����	 �������	 ��������� ��� S

k
+�� �� �����	
� ��

���
� ������ ��������� � ����
��� ��� ��������	�
� ���
����  !� "��
#$� %� ��� � �� �����	
� ��	 �� ��	�	��� �	��� �	��	��	 	���	�����	&⎧⎨

⎩
minimize cT x

subject to x1F 1 + . . . + xnF n + G � 0

Ax = b,
�!�#�

���	 �� ��������	 �� ����
�

�
���	 � �� �	����	 x ∈ R
n' G,F 1, . . . ,F n ∈ S

k�
A ∈ R

p×n� c ∈ R
n � �� �	����	 �	� ��	���	��� 	 b ∈ R

p � �� �	����	 �	�
�	�
��� ����� (·)T �	���� �(��	�����	 �� ���������� )� ��
���� � �	���
�� ��� ������������
� �	�	����

��� �� ��� � ����� �
	��� �� �	���	 �	�
�	
������* �� ����
���	� )� ������� �� ������������
� � �� ������� 
�����
����	 ���	��	& +�	��� ���� �� ������� ���� ���� ��
	 ��� ���	��� ��
���

�	������
����  ,� "�� ,$�

����� ����
���� �
��
�� ����

)� �����	
� �� ����
�

�
���	 ����	��� �!�,� � �	��� �� �� �������
�
�� ���
����  !� "�� #$ �	 �� ���
���	 ���	����� � +��������� �����	 ��	 ����
�	����� 	 �	 �	 ���
���� ��������� ���� ����� %� �� ��- 	��	�	 	���	���
�	��� �	��	��	 ���
�&⎧⎪⎨

⎪⎩
minimize xT Px + qT x + r

subject to Gx � h

Ax = b,

�!�.�

���	 �� ��������	 �� ����
�

�
���	 � �� �	����	 x ∈ R
n' P ∈ S

n
+, G ∈

R
m×n, A ∈ R

p×n� b ∈ R
p 	 h ∈ R

m� /��+�	� �� �� �����	
� �� ��

���
�

� ��� ���
���	 +��������� ����	��� �� �� ����	�����

��� �������� � ������	
������ 
� �� ����	� ����� 
� 
���
���� � ���	������
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�� ��� ������	
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����� �������
 ������ ��
�� 
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 ��������
����

���� 
���� �� �������� ������
�� ���

��� 
� ������� �� ������
���
��

���� ��
��

���� ��������� �� ������	
 ��������⎧⎪⎨

⎪⎩
minimize xT P 0x + qT

0 x + r0

subject to xT P ix + qT
i x + ri ≤ 0, i = 1, . . . ,m

Ax = b,

�����

���� �
 �
��
���� �� �

�	���
����� � �� ��

��� x ∈ R
n P i ∈ S

n
+� i =

0, 1, . . . ,m� A ∈ R
p×n� qi� q0 ∈ R

n� r0, ri ∈ R� i = 0, 1, . . . ,m � b ∈ R
p�

!
�� ������	
 ������ �� ��	� �� ������ ����
 �� ������	
 ��
��

���
��� ������� ��
��

���� "� �� ����� ������� �� 	���	���
 ��
 ��������
��
��

��
 �������
 �� �� ��
 ������� 
		�������� �


 �
��#��
���������
�� ����������� ���
��� P i � 0)�

����� �����	
��	�� 
��� ������� ������

$� ������	
 ��
�	
	��
� ���

� 
��
 �����
		
����� ��
��

��
 � ��
���� �����	
���
�� ��	� ���
���� %�� &
� '(� ��� ������

 �
 ������
�
���	
�⎧⎨

⎩
minimize � T x

subject to ‖Aix + bi‖2 ≤ cT
i x + di, i = 1, . . . ,m

Fx = g,
���)�

���� x ∈ R
n � �
 �
��
���� �� �

�	���
����� � ∈ R

n� Ai ∈ R
ni×n� bi ∈

R
ni � ci ∈ R

n� di ∈ R� F ∈ R
p×n � g ∈ R

p� "� ��	���� ‖ · ‖2 ����


�
 	���� �����
��� "� ��	� �

� 
 ����
� 
��� �� ������	
 �����
 �
�
���	� ��������

‖Ax + b‖2 ≤ cT x + d,

����� ��� ������� ��	 �������	
���� �
�����	��� �������	
 ��
����

���
 ���	��
	�	 ���� ��� ���
��
� �
 
��
��
 �������
 ��� ����� �� ��	���

E = {x | (x − xc)
T P −1(x − xc) ≤ 1}�

���� �� ��	
��
�� �
 ���
�
����
��� � 
� �����	� x ∈ R
n� P = P T 
 0
 �� �����	�

xc ∈ R
n � 
� ����	� ��������
���
�� � �� ���	
�� P ����	�
�� ��	 ������ �
 �������

�����
���
�� 
� ���
 �
	��
��� �� xc




��� �����	
 ���
������� ��

��� ������	� � 
�������
� ��� 	� ��
���
� ��
� (Ax+ b, cT x+ d) ���� 
�	
���� �� ������� ������� �
 R

k+1 ���
 A ∈ R
k×n��

���
�� ci = 0, i = 1, . . . ,m� �	 	
�� ����� � ������	�
�� �� �


�
� ���� �� �����
� �	���
�� �	 ����
��� ���� � ����
� ��	 �
���
��
��	� ��	 �
��	��� �������

��� �����	
 ���
�������

�� ��
����
� �	 ��
�
��� �
��	��� �� ������������
� ������ �� �����
��
��� �	 ��� ����
�� D ��� 
�
 ������ �� �
����� ��
 p∗ �	 ��	�
� ������
�
����� � 
�
 �� ������ �	��
� ������� �� ��
������! ��	 �
��	����

"#���� �� ���� 
�		� ������� ����������� $�� %�� &' � �� ��
�
� �

��
�� � ��
��	� ��	 �
��	��� �
�
���
��
�� 	� ��
���
� ��������� ��

�
� ����� ������ ��		� ��
���
� ��
��	�
��
�� ��(
���� �	 ����������� L : R

n ×R
m ×R

p → R ��������� �	 �
��	���
����� ����)

L(x,λ,ν) = f0(x) +
m∑

i=1

λifi(x) +

p∑
i=1

νihi(x),

��
 domL = D×R
m×R

p. λi � νi ��
� ����� �������������� �� ���������
��
�
� � �����
� λ � ν ��
� 	� ���������� ��������� ����� ��������� �	
�
��	��� ������

�� ��(
����� ���� 	� �������� ����� �� �������� �� ����	�����
�� ����

����� ������ g : R
m × R

p → R ���� ���		� ��
���
� ��		� ��
����	� ���	�
��� 
���������� �	 ��	�
� ��
��� ��	 "��
�
���
� 
������� �	 �����
� x�
��
 λ ∈ R

m � ν ∈ R
p)

g(λ,ν) = inf
x∈D

L(x,λ,ν) = inf
x∈D

(
f0(x) +

m∑
i=1

λifi(x) +

p∑
i=1

νihi(x)

)
.

"� ��
���
� ���	� ��

���� ��� 	����� �
��
��
� �	 ��	�
� ������ p∗ ��	
�
��	��� �����) �
����� ��
 λ≥0 � ��
 ���	����� ν, �� ��)

g(λ,ν) ≤ p∗. ���*�

��� ���� �� ������� ������ � ���� �	
��
��

C = {(x, t) ∈ R
n+1 | ‖x‖2 ≤ t}.

�� ���� �	� �	����� �����	 � ��������
� ��

� ���	��� ����� �� ������
� ���� 	
������


��� ��
� ��	 � �	
��
� �� ��� ���	�������	 ������
���� � ����	 ���� ������� ��
� ��

��� ������
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���� �� ������������
�

������ �� 	�
���
���� ��� � ��
����� ��������
���� �� x� �� ��������

����� ����
� �� ������ −∞� �� ��� ���� �� ������������ ����� �������� ��
������ ������ 
� ��� � ��
���������� 	� �������� ����� �������� �� ��
���

��������� ��� ������ �� p∗ ���� ������ g(λ,ν) > −∞.

����� �����	
� �
��	 �� �������	

��  �� �
�� ��  �� �λ�ν� ��� λ ≥ 0 �� �������� ����� �� 	�
���
�

����������� �� ��
��� ��������� �� ������ ����
� p∗ ���  �����
� �� ��!

��
��������� ������ � ������ �"������� ����� ��� �� 
�
���� ��
��� ���������

�"�  �# ������ �������� ����� �������� ������ ������ ������� �������

���� ���
�������� �� �� �����  �����
� �� ����
����������{
maximize g(λ,ν)
subject to λ ≥ 0,

���$�

�"��
��� �������� 	
��� 	� ��
���
� ��������� ��  �����
� ������ %�

������ �������� ��  �����
� �������� ����� � �������� �"��
��� ��������

�������� �� ��������� �������� �� ��  �� �λ∗,ν∗� ������ 	
��� �� ������

��������� 	� ��
���
� ������� �� ������� ������ ����
�  �� ��  �����
�

���$��

%�  �����
� ����� �� 	�
���
� ���&� � ��  �����
� �� ����
���������

��������� ���� �"� �� �������� ��������� �� 
����
������ � ������� �

�� ������� � ��������� '�# � ���� ���� �������
���� ��� ����� �"� ��

 �����
�  ��
��� ����� ��� �������� � 
����

	� ��������� ����
� ���  �����
� ����� ���$� ������������ ������� ��


�
����� ��
��� ��������� ���� ��������� ����
� p∗ ���  �����
�  ��
���

������ %�  ����������� ��������� ��� d∗ �� ��������� ����
� ���  �����
�

����� �� 	�
���
��  �� ���� ���� �� ��
����� ����������

d∗ ≤ p∗.

������  �� ����( � ���� ��
� 	
����� 	������ � ���� ���"� �� ��  �����
�

 ��
��� ��� � ��������� )���  �� ����( �������� �� ������ ������ ���"�

������ p∗ � d∗ ��� ���� ��
������ ����� �������� ������� ��  �� ���
 ���

��  �����
�  ��
��� ��� � ��
����� ��������
����� ���� p∗ = −∞� �� ����

����� d∗ = −∞� ���� ��  �����
� ����� �� 	�
���
� � ���

���������

%������ �� ��  �����
� ����� ��� � ��
����� �� �����
����� ���� d∗ = ∞�
�� ���� ����� p∗ = ∞� ���� ��  �����
�  ��
��� � ���

���������

	� ������( ������  �# ������ �� �����  �� ������� �� ��
��� ��������� ��
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������ ������� �� 	������ ���������
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������� �� ������� ��	 �� 
�������� ��� � ������ 
���� �������� ����
������ 
�� 
��	��� � 
�� 
����� p∗ − d∗� ����� 
������ 
������ 
�����
�
��� ���� 
�������� � ��	
�� ������ ������

!�� ���� �� ��� ��� � �"� �� �������

d∗ = p∗,

������ #���
� �� 
�����$  �
 � 
��� � ����� ���� �� ������
 ��
���
%�  ������� �� 
������ ����� ��� ����� 	� �� �� 
�����	� 
��	��� &'�'( �
��������� ������⎧⎨

⎩
minimize f0(x)
subject to fi(x) ≤ 0 i = 1, . . . m,

Ax = b,

��� f0, . . . , fm ��������� �� 
������ ����� � ��
���	���� &����� �� ���
��	
��( ���������� )������� 
������ ��������� ������� ��� �	
�� ��� ����

������ �� 
�����	�� ����� �� ����������� ����� �� #���� ���� �� 
������ ������
*����� ���
������ ���� ����	��� �����
���� ��������������

+� ��	
���� ���	
�� 
� ���������� #����������� � ��

��������� 
����
���������� �� �����
 ,'� -�
 ./� �� ������ �� x ∈ 0�����D� ���� ����

fi (x) < 0, i = 1, ..,m, Ax = b, &'�'1(

������ ���� �� 
������ ������ 2�
���	���� �� ������� 
���� x � 
���� ��
���

������� ������������ 
��� ��� � ������� 
� 
��� �� ������ ���� ��

�������
��� �� �� 
� 
��� �� ������ ��������

3� ���
������ 
� ������ 
�� ������ ��
������ #���
� ������ 
���� ����
����� ��������� 
� 
��� �� ������ fi ���� ����� �� �� �� 
��	� k ��������
��������� 
� 
��� �� ������ f1, . . . , fk ���� ����� ������ ��� � �� 
������
����� 
��� ������ ��

������� �� �� ����� ���
������ &
�4 
����� 
� #�����
 �������(� �� ������ �� x ∈ 0�����D ���� ����

fi (x) ≤ 0, i = 1, .., k, fi (x) < 0, i = k + 1, ..,m, Ax = b, &'�''(

������ ���� �� 
������ ������ %� ����� 
������ 
�� � ������� 
� 
��� �� �������
��� �������� ����� ��� � ���������� ��� #����� ����� ��

������� ��� ��
�� �� 
� 
��� �� ������ ��������

�x ∈ ������D �����	 �
������� ���	��
� �� D�
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minimize xT P 0x + qT
0 x + r0

subject to xT P ix + qT
i x + ri ≤ 0, i = 1, . . . ,m,

�-�-. 

���� �� ��������� �� ������������
� � �� ������� x ∈ R
n" P i ∈ S

n, qi ∈ R
n�

� ri ∈ R� i = 0, . . . ,m� /����
� 	�
�������� �� 	��� �
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 �� �� ���

������� ����� ����	 
��	����� xT Px = �
(P (xxT ))
 ���� �
(·)
�����	 �����
	��
� �� �
	���	 �� ��	 �	�
���
 � ��������� ���
���
� ��
�
�����	 ������ ���� ������⎧⎨
⎩

minimize �
(XP 0) + qT
0 x + r0

subject to �
(XP i) + qT
i x + ri ≤ 0, i = 1, . . . ,m

X = xxT .
������

�� 
��	��	����� �� ������ �
�����	 �� ��� �� ���� �������� �� ����
� �!"
!����	�� ��
���	�����
 ����������� �� ������� ��� �������� �� ���	���	��	
X = xxT ��� �� ������� ���������� ������#���� �������� X−xxT � 0�
�� �	� ���� �� ������� �� ��$�
 ����� ��� �	��
� ������ ��� �
�����	
������ 
��������� �� �������� �
�����	 ���������⎧⎨
⎩

minimize �
(XP 0) + qT
0 x + r0

subject to �
(XP i) + qT
i x + ri ≤ 0, i = 1, . . . ,m

X � xxT .
����%�

&������� ������� � �������� � �� ����
� !�
���	�� ��	��� �	 ������	 ���
����������� �� '�(�
 )�
 *������+ *,�⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

minimize �
(XP 0) + qT
0 x + r0

subject to �
(XP i) + qT
i x + ri ≤ 0, i = 1, . . . ,m[

X x

xT 1

]
� 0,
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 �� � ��
 �	� ������ �(� � �(�	�	�� �������	
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����	�� ��� ���������
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 ������������� �	����	����
 ��� �	��
� ������ ��� ���� ���
���������

'� �������
� ����	����� �� �
�����	 �����	�� ������� �� 
��	���� &	"
�
	���	�� � �� ���������

L(x,λ) = xT (P 0 +

m∑
i=1

λiP i)x + (q0 +

m∑
i=1

λiqi)
T x + r0 +

m∑
i=1

λiri .
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����
�� x� �� �	�����
	��� �����	��� ��� R(P ) �
 �	��� ��

	 �	����� P � ��
��������	 
	 �����
	 �����	
� ����

inf
x∈Rn

xT Px + qT x + r =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

r − 1
4qT P H q , P � 0

q ∈ R(P )

−∞ ����������

	
�
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�� �������� ����� � �������

g(λ) = inf
x∈Rn

L(x,λ) =

= − 1

4

(
q0 +

m∑
i=1

λiqi

)T (
P 0 +

m∑
i=1

λiP i

)H (
q0 +

m∑
i=1

λiqi

)
+

+

m∑
i=1

λiri + r0
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�
�
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����� ��  �!���⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

maximize γ +
∑m

i=1 λiri + r0

subject to

⎡
⎢⎢⎣
(P 0 +

∑m
i=1 λiP i)

(q0
+

Pm
i=1

λiqi)
2

(q0
+

Pm
i=1

λiqi)
T

2 −γ

⎤
⎥⎥⎦ � 0

λi ≥ 0 , i = 1, . . . ,m
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����� #�������� λ ∈ R
m. $��!� ��� �� � �������� �� ���% ����� �����	

��
��
� ����������� ��� ���� ��� ���#����% �!� ����������� �� ��&��

����� ��� #����� ������ ��� �������� ��������� '�� ������ �������� ��
��������� ��� � ��� ���� �� ������������% ������� ��� �� ����� ����(�����% �

������ ���� ����������� )�� �������



��� ��������	��
�� 
���
��	�� ��

��	���� �
���

�� ������� �	
��	 ��
���� ��	 �� �����	 ������ �	� ��������	��� ���

��������� � �� ���	� 
���� 
	� �� 
��
�	�� ��������	� �� ������ ����


����������� ����	 ������ �� 
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�����	 �� �����	 �������

��	��� �������� ��	� ����� 
���������� �
��	��� � 
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�	�� � � !" 	� � � #"

�	��	 �����
��� x ∈ R
n 	 λi ∈ R� ���
	������	��	� $��������� �� ��	���

�����	 ������ ����	 �	 �� 
���� � ��� ����	����
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�	�� �� ������&&�&���	 �	�������	 �� 	�
���	

�	� ���� �	��	��	(⎧⎨
⎩

minimize (with respect to K) f0(x)
subject to fi(x) ≤ 0, i = 1, . . . ,m

hj(x) = 0, j = 1, . . . , p,
� � )"

�� ���� ��*	�	�&� ���
	��� �� 
��
�	�� �������� � � " � ��	 ��� �� ����
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	 �� ������ �� R
q 	 �� �
	����� �	� 
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���� 
��
��� K �����&&��� 
	� ���$������	 � ������ �	��� $��&���	 �
�	����
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�	�� �� ������&&�&���	 �	�������	 � � )" � �� ��	��
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��	 �	 �� $��&���	 �
�	����� � K�����	���� �	 $���

&���� ��������� �� ������������&� ���� ����	��	� 	 �	 $��&���� ��������� ��

���������&� ���� �+��� ,�	 ������ �	��� $��&���	 �
�	����� ����� ����
$������� ��� ��$	���	��� �� ���� K� ����� �	� �	��� �	��	 ������������&	

�	�	����&&��	 
�	�	�	��	�	��	 ���������	�

-�. ��	 �	�	����� �������	 ���$�����	 �	��/��
��� �	��/������&&�&���	

�	�������	 � ��	 ��	 ������ �	��� $��&���	 �
�	����� ��� �	���� 	��	�	 �	��

	�������	��	 ���$�����
���� ����� �� �����	 ��� �	�	 ��������	 �	�	�������

�	��	 �������	 �	��/������ ���� ��	� ���	�	� ��� 
���� ��� �	�������� �	�

���� �� $��&���	 �
�	����� ������	�
������ �� 
��
�	�� �� ������&&�&���	 �	�������	 �� �� �����	 �����

�� 	��� � ����	 ����� 	� � �� �����	 ������ �	��/����	�	 O �	� ������
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O =

{
f0(x) | ∃ x ∈ D, fi(x) ≤ 0 , i = 1, . . . ,m

hj(x) = 0 , j = 1, . . . , p

}
⊆ R

q

������ �� ������

����� �����
� ����� ��� ��
����� �� 
����������
�� ����
����� �� ���

������� ������ ��� �� �
�����
 ������� �
� � �
���
 �� �������
 �����
�

��� �
� �� ��
����� �
� �� 
� �
��
 �� 
����
 �� 
� ���
�� 
����
� �����

��
 ��� 
� �
��
 ����������� x � 
� ����� ������ �� 	
���� �� f0(x)
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������� ��
���� �����

���
�� ����� f0 ��� ������
 ����� �
��
����� �� ���
�� ��	���
�� �����

��� ����� �
��
����� ���
���
 
� ���
�� �
����
��� �� ��� ���
 f0(x)
� 
� 

���� ������ �� 	
���� ��� �� ��
����� �� 
����������
�� ����
�����

���� !�

"� ��
����� �� 
����������
�� ����
����� �
# ����� �
��� ���
�� 
��

���� �� $����
� �� ��� ���
 ��������� P ��� ���
�� 
����� �� $����
 �
�
����
�
 
 �
������ �
� �� ��������
 ����� ������� O ��� ���
�� ��������

���� ����� 	
���
�� 
�������
 ��������� �
� bd O!� 
��� ���
�� 
����
 ��

$����
 � 
� ���
�� ����������� ����� 	
���
�� 
�������
 ��� ����� �
���

	�
������ �� O�

P ⊆ O ∩ bdO

����� ������	

�
	��


%� ��
�
����
����� ����������� 
�� ������� �������� ��� ��
���� ���

������ �� 	
���� �� 
� ��
����� �� 
����������
�� ����
������
&�� �����
 
� '
������� λ �k∗ 0 � 
���� 
� '
������� ����
�� ��� ��� �
�����


��� ����
 ����� ���
�
�������� ������������� �
���( ���
�� �� �
������� ��

���
���� ��
����� ������� �� 
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minimize λT
f0(x)

subject to fi(x) ≤ 0, i = 1, . . . ,m
hj(x) = 0, j = 1, . . . , p.
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� λ �k∗ 0
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��	�� ��� ��� ����	� ��������� ��
������ ������ �� ��	��� ��	 �
 �	��
���
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� ���������� �� λ � �������
� ���
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$%� � ���!����� �������� ���� �!� λT
f0(x)
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� �������� ��������� f0(x) �!� �!�����
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� f1, . . . , fm ���� �������� 
� h1, . . . , hp

���� �-�� � 
� �������� ��������� F1, . . . , Fq ���� ��������
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���	���	�� �� ����� ������ x∗ �������� �

Fi(x
∗) ≤ Fi(y), i = 1, . . . , q

��	 ���� ����� y ���������
�
 (����� ������ �� ����� ������


� �������� ��������� ��� ��������� �	� 
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 .� ����� ���������
� xpo � �� ������ �� ��	��� �� �	���

��� y ���������
� ��	 ��� 	���
�� Fi(y) ≤ Fi(x
po) ��	 i = 1, . . . , q  

�

�	� ���� 	���
��	� �!� Fi(x
po) = Fi(y)  ��	 i = 1, . . . , q 
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�	� ���������
� ��
 ����� f0(x) 
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Fi(x) < Fi(y), i ∈ A
Fi(x) = Fi(y), i ∈ B
Fi(x) > Fi(y), i ∈ C
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���� ���� �������� ��������� ��� 
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minimize cT x + log detG(x)−1

subject to G(x) � 0

F (x) � 0

�#�$#�

���� �� ��
	��	�� �	 ���	�	����	��� � ���� ��� �����
� x ∈ R
m� �� �
��	��	

G : R
m → R

l×l � F : R
m → R

n×n ���� �%�	"

G(x) = G0 + x1G1 + · · · + xmGm

F (x) = F 0 + x1F 1 + · · · + xmF m

���� Gi = GT
i � F i = F T

i � �	�� ���� ���
	�	 ��		
���
�
�

&	 �	 
	��
	��� �� �
������ �#�$#� ���� �� 
� �
������ �	 ���	�	��

���	��� ������ 	� ��
�� ���������

 � ����	 ���	 	� ��
�	�� cT x �
' ����
� ������� � �	 ������ 	� �
������

�#�(� �	 
	�
�� ���� ����	�	����	��� ��� ����
�	����� ����� ���
	�� G(x)
�	������� ���� �) �

 � �
������ �#�$#� � 
� �
������ �	 ���	�	����	��� �������� 	� �
����

�� �
��	��� ��	���	�� cT x+log detG(x)−1 � 
�� �
��	��� �������� � ��	��

�	��� �	 ���	��	�	�	�* � ���������  � ��
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������ ������

� 
�� ������	��� ��	 �
�����	 �	 �
��
�����	��� ���	��+�	�� � ��
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�	 ����	 ���
�	 �	����	 �������	 �
� 	 �
��	 +�

���" �� �	�
�
���	����



�� ������	� 
 ��
��
�� �� ��������������

�������� ��	
�
�������� 

��������� �����		�� �� ����� ���������� ��� � �
������� 	
��� �
���������

���� �	����� �� ������� ��� �
� �		��� ���������� � ����� ��� 	�
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����(Σ) ≤ kmax, � �!!"

����� Σ ∈ C
N×N # 
�� ������� ���������� ������ kmax # 
�� ��	�����

���$�		������� ��� �� ��������� ����(Σ) 	� # �������� �� �
���� ��
��������������� ����� ������� Σ ��%���� �����

����(Σ) = λmax(Σ)

λmin(Σ)
,

���� ��� λmax(Σ) � λmin(Σ) 	� 	��� ��	������������ �������� �� ��&
������ �� �� ��& ������� �
�������� ����� ������� Σ�

'( 	������� ������ ��� �� � �!!" # 
� ������� 	
��� �
�������� �����
������� Σ �� ������� # ��		�)��� ��	����� ��� �		� �
� �		��� ��	������
���� 
� ������� ��� ��� ����� uI � Σ � kmaxuI ���# ���� �� 	��
����
�

���������

����(Σ) ≤ kmax ⇐⇒ uI � Σ � kmaxuI, � �!*"

���� A � B 	�� �� �������� ��� �� ������� B−A # ������	��
� ����
�
�
������ u ∈ R

++�
'( ��		�)��� ��������� ���)���� ���� 

���� ���	������ ����� � �*" ��

����� ��	�������� 

���� �(����)�� �������� �� 	����	���� � �� ������ ����(��$
+����������
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	������� �����	�
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�	 �	�����	 �� � �������	 ������ ����� �� ���	����	���� ����� �
	�'
�� ���
���� �� ����	�� ()* !(�����
 )�	��	��+ *����  	���+" #,%� �

()* � �� ���
������� �� ��� � ���
������ ��� �	����� �� �
�� �	
�����
�� ���
�����	��� 
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ρ = cos(μ) = cos(x,y) =
|xHy|

‖x‖2 ‖y‖2

, �7�5�

����	� �� ������ ����/	�
��� �������� 
�	 � ��� )�

��� ��������� x � y�
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��� μ ������� �	 	����� �	�	��
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���������� z = [z0, z1, . . . , zK−1]
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 ��� ����� ����	�� �� %
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H0 : z = d

Hk : z = d + sk k = 1, 2,
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fz/Hk
(z/Hk)Pk .

��	�	���� ��� �� $
 �
 ���������
 
 �	��	� �� P0� P1� P2 � ������ ��

�	���	�� !*� ��� � 
�����
�����

,��	
��� ��� �� 	�������	� 
 ���
��� ��
���� ������
��� ��� �� 
�-

��
 �
 ���������
 
 �	��	� �� P0� P1� P2� �� ���	���� �
��	
	� ��� ��
	����
��	� ���������� �
 ��� (��	� 
�
��
��+ �� �	��� 
�
��
�� 
� ��
�
��

������ �� ������� 
�
��
�� 
� �����	�� ���������
��� �� ��
���� �� ���	����

�
	� �� ���� ����.������� H1 ����	� H0 � H2 ����	� H0� 	��������
�����+

�� ��)�	���� �	
 �� ��
������$� �� ������ ��� ���� 	
��	������	����	� �


��
������
 ��� ���� H1 ����	� H2� ��	�	���� ��� �� $
 �
 ���������
 


�	��	� ��� �����	� �� ����
����� ��� �����	�� ���������
�� pj� ������ ���

� ��������� ����	��	� �� (��	� 
�
��
�� 
 �
�� ��
�
�� � ��	�
��� �
�� ����

��� � ���������
�����

�
�� ������ �������	
������ ����� �	������ ��� ��� ��$��
 �� 	���-
�
����� � ��
���(�
����� 
 ��� ��
��� �� �	��� ��
��� � �����
�� 
� ����

�� ������� �����
���
 {H1 ∪ H2} ����	� �.������� H0� /
�� ������� ��



�� ������	� 
 ���
	�����
 
 �	����������
 �� �
���	� �����

��������� � 	�
����


 ����
�
� �� ����

lAMF (z) =
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πK detK(M)
exp
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HM−1(z − s1)
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f(z/H2) =
1

πK detK(M )
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ΛCV (z) =
max

α
exp

[−(z − αp)HM−1(z − αp)
]

max
β

exp
[−(z − βpj)

HM−1(z − βpj)
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ΛGLRT (z) =
max

α
exp

[−(z − αp)HM−1(z − αp)
]

max
s2∈C

exp
[−(z − s2)HM−1(z − s2)

] H1

>
<
H2

P1

P2
= 1. %&�'(
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ŝ2 = arg min
s2∈C

(z − s2)
HM−1(z − s2) .
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L(s2, λ) = (z − s2)
HM−1(z − s2) + λ(ξ ‖s2‖2 ‖p‖2 − |sH

2 p|) ,

���	 ξ = cos2(θ)� θ %�
���
������	 � μ( 
 �/������ ��
���	
������	
�� 
	����	 ������ C� λ ≥ 0 
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��� Q = ξI−ppH 	 W = M−1 +λQ� �� �	���
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ŝ2ML
= WM−1z .
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	 λ �	�	 	��	
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� ��������� 0���
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����
	 ��
�	
� �	��� �������	 g(λ) = zHM−1W−1QW−1M−1z �	��/���	
1
����� λ ∈ [0,−1/γm]� ���	 γm 
 �� ��2 ������� ��������
	 �	������
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��	 T = M 1/2QM 1/2� ���	 �	
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 ����� ���� �� ��
	�1
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lGLRT (z) =
|pHM−1z|2
pHM−1p

−2�{
zHM−1ŝ2ML

}
+ ŝH

2ML
M−1ŝ2ML

=

lAMF (z) − 2�{
zHM−1ŝ2ML

}
+ ŝH

2ML
M−1ŝ2ML
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���� �PC)


 � ���	�	�
��� 
� ��
�� �

���� ! ���� ��		� �������	��� �� ����������

	� ������
� �� �����	� ������������� ��	����� � �	 ������	�� � �	 ��������

�����
����	�� ������ 	"������� ��		� ! ���		� ��������
 #���������������

PFA = Pr {lAMF (z) > η/H0}
 $� �������� ��� ��	 ���� �� ���	��� ����	��
PFA = exp(−η)
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PD =
P1

P1 + P2
PD/H1

+
P2

P1 + P2
PD/H2

,

����� ��������� ��� H1,2 = H1 ∪ H2�

PD/H1
= Pr

{
Ĥ1,2/H1

}
= Pr {lAMF (z) > η/H1} ,

PD/H2
= Pr

{
Ĥ1,2/H2

}
= Pr {lAMF (z) > η/H2} .
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PC =
P1

P1 + P2
PC/H1

+
P2

P1 + P2
PC/H2

,

���� PC/Hk
= Pr

{
Ĥk/Hk

}
� ��� k = 1, 2� ������ ��� 	"'() � ��� �	

* +, �� ����&

PC/H1
= Pr {lAMF (z) > η, lGLRT (z) > 0/H1} , �-
.%

PC/H2
= Pr {lAMF (z) > η, lGLRT (z) < 0/H2} . �-
/%
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SNRt = σ2
α/σ2
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 ��������� ��� ������ �*���	���� ����� ��"	�
�

��
	�� C� μ ( 	� JSEA
 �����
�� � ��
���
�� 0	"��� �
1 � 0	"��� �
2

�	 ������� ���� 	� �	����� ��������	�� ����	��	��� �������	�
	 �	"�	��	 	
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	 ��
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� 	
���
 ���������� α �������
 � 
�� �
������

���������������
��� �� ��������� � �������� ��

��	
� 	
���
 ���������� α ��� ������� ����
����
��

� �
������� �
�� 
�� ��������� �����
��� �
������� ��
������ � ����� � � ��������

σ2
α� �������������� α ∼ CN(0, σ2

α)�
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� �� ���� �
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	 ������� �	��	 ���	��
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• 	� �����
� ���
	�� 	� ������� �� ��	��� � ����	��	�� 
� �� �����	��

���� "#$%� %��� ���	��� � �	���� ���� ���� 
	 �����	 ���	����

&�� ����� �'� 	�  ���� ��� 
������ �� �������� 
	 �� ������� �	��	 ���	���

	� �����
� ���
	� �����	 �'��� 	� ������� �	��	 ���	�� ���� ������� ��	�� �

���� 
	������ 	�����	������ � �����
� 
���� ������ 
���(��������	���

����� ����	
 �� 
����
����� � ��
�����
�����

)� �������� 
	 �	�����	��� � �����	 ���	��� � *�	 ��������� ���� ��

���� 
	 	�����	 ����	��� ��� ������� ��������	�� z = [z0, z1, . . . , zK−1]
T �

��*�	�	�� 
�� ��
�� 
������ 	� %�%� 
��� K � 	� ������ 
	 ����	��	
������	����	 
�� ��
�� 
������ �� �	����� 	������� #(�������	� *�	 ��	+

�	����� � *����� 
	 �� �	���	���� � 
�� ���
	� 
��� �� 	�������	��	 � ��	��	


	����	�	�	 ��� ���� 
	 ����	�	� ���	� �� ������ ���	�� 
�� ���������

,���� �(	�����	 ����� H0� �(��������	�� ������ ��	������� 
	 ������

�������� d 
������ ����	�� �	- ��������� ,���� �� 
�� 	�����	 ��������	��

� 	���	�	������� ������� �'� �(��������	�� ������ 
���� ����� 
	 ������

�������� � 
	 ������� �����+
	.��� 
�� �������	� � ������ 
�� 
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	������ ���	���

/��*��� �	 ������� 	� ���� �
 	�����	 ����	��� ���� ������⎧⎪⎨
⎪⎩

H0 : z = d

H1 : z = p + d p ∈ C1

H2 : z = q + d q ∈ C2 − C1 ,
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��� p� � 	� ������� 
	 ���������� 
�� ������� ��	��� q � 	� ������� 
	 �����+
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�� 
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)� 
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"����	��� ��� ��
	� ����� � ����	�� 
	 �����	���� M = E[ddH ]� )� ��+

���	��� �	����	�� d ∼ CN(0,M )� 2���� �������� �������	��� �	 	���	���
�'� M �	� ��� ����	�� � ����� �	��� ���� � ��	��	� )� ������ M 
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������ ��	���� 
� 
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���	� �����

������������	
�� ��� 
��
 �	 	�

��	 ���
	��� ������ �	 ��	��� ��� p

�����
	��� ����	��	��� �	 �
��� �
�	�� C1� ����	

 �
���

C1 =
{
p ∈ C

K : pHR1p ≤ 0
}

���
�� q �����
	��� ����	��	��� �	 �
��� �
�	�� C2 −C1� ����	

 �
���

C2 − C1 =
{
q ∈ C

K : qHR1q ≤ 0,qHR2q ≤ 0
}

,

�
���

R1 =
ssH

‖s‖2 − γ2
1I , R2 =

ssH

‖s‖2 − γ2
2I , ������

�
� γ1 > 0 � γ2 > 0 �γ1 � γ2 �
�
 �	���

	�����
� 	 �
���	 ����	 ���
�	

θp � θq ����

��	����
	 �� ���	
�	 �
�	��� C1 � C2�� s � ������ ��� �
�
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�
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�
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	 	�  	���� ��!�

������ ��	
 � ��� ������� �� 	
��� 

��
� C1 � C2 − C1�
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������ � ��� 	����� �� ���
� 	������ ��

����� ��� ��������� � s�� � �������� �� ��	� �� ������������ �����
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����� �� ���	���� �� 	������ 	�����
����� � ��	����� ����� ���	���� ��

	��� ��
��� �������� � 
���� ��� 	������� ��	�!

lAMF (z) =

∣∣sHM−1z
∣∣2

sHM−1s

H1+H2

>
<
H0

η. �"�#$�

�� �� 	����� η � 	������� � ��
������� ������������ �� 	����� η � �		��� ��

�������� ����� ���%�%���� �� ���	� �����
� PFA 
�� �� 	�	��
� ����� ��&

���������� '� 	�
���� 	����� � ����
��� ���� ��	� �� 
��		��
������� (��

����� ��
������ �� ���	���� �� 	������ 	�����
����� �� ����� ���������

���� %��

� ��	
��
��� �� ���	���� �� 	������ ����� ����� ���	���� �� ��	)

���%� ������������� *��� ��	� �� 
��		��
������ � �
���
������ � 
����

��� 	������� ��	� +�,*!

ΛGLRT (z) =

max
p∈C1

exp
[−(z − p)HM−1(z − p)

]
max

q∈C2−C1

exp
[−(z − q)HM−1(z − q)

] H1

>
<
H2

P1

P2
= 1 ,

�"�#-�


�& �.������ �!

ΛGLRT (z) =

exp

{
− min

p∈C1

[
(z − p)HM−1(z − p)

]}
exp

{
− min

q∈C2−C1

[
(z − q)HM−1(z − q)

]}
H1

>
<
H2

P1

P2
= 1 .

�"�#/�

0������� �� �������
� �������� �� �����
%� � 
�
%�� ����� �"�#/� 	�

�������� ���� 	������� ������ �� ��
�	����!

lGLRT (z) = − min
p∈C1

[
(z − p)HM−1(z − p)

]
+

+ min
q∈C2−C1

[
(z − q)HM−1(z − q)

] H1

>
<
H2

0 .
�"�#1�
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� ���� ���� ������� �
��� ����

�� �
�������� 
� ������� �
�

min
p∈C1

[
(z − p)HM−1(z − p)

]
. ������

 � !�� �
 ����
�
��
� ���� "���
� �
�
��# $
����� "�����
� �� ��
����
�

%� �
 p� &
����� ����
��
�
� ��� �
'�
���
 ���
�

{
�
� z /∈ C1

�

� z ∈ C1

.

�
� (� 
� "����
� ����
"�$
�� z /∈ C1# �� ��
����
� %� ��� "����
� �

���������� ��� ������� ��
�� )�

p̂ = arg min
p/∈C1

[
(z − p)HM−1(z − p)

]
.

���� �
�
�
		�	
��� ��� �
������ ��� ����	
��� 
� *�
�� �+
���#
�
 �
 ��
"� ,��-# ��
��
# ����� ����
�� ��
 ����
��
����

 �
 ���
�����

L(p, λ) = (z − p)HM−1(z − p) + λ(|pHs|2 − ξ ‖s‖2
2 ‖p‖2

2) ,

��"� ξ = γ2
1 � λ ≥ 0 ) 
� ����
��
����
� �
 ���
�����

.�!����� �� ���

�
 Qu = ξI−ppH �W = M−1+λQu# 
� "����
�
p̂ML ) ���� ���

p̂ML = W−1M−1z , ����/�

��"� ��
 ����
�
��
� 
� "���
� �
 λ ����

� �������
� �� *��	
���

g(λ) = −zHM−1W−1QuW−1M−1z

����0
���
"���� λ ∈ [0,−1/γm]# ��"� γm ) 
� �
1 �
����� ����"���
�
�����
"� ����� ���

�� T = M1/2QuM1/2� ���� 	�
� ) ��
�� ����
�� ��
���� �������
� ����� *��	
��� g(λ) ,��-� 2�� "���� ����
3
�
���� �0��
�� "���
� �+� ������� �� *��	
��� g(λ) ����0
���
"����
���
�
��
����# �
 ) ��
"�������� ����
�
���� p̂ML�

�

� �
��"�
��# �� 
� "����
� ����
"�$
�� z ∈ C1# �� ��
����
� %� ���
"����
� �
 ���������� ��� ������� ��
�� )�

p̂ML = z . ����4�
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 �	�[
(z − p̂ML)HM−1(z − p̂ML)

]
������

�
�� p̂ML � �	
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��

min
q∈C2−C1

[
(z − q)HM−1(z − q)

]
, ������

������� �!���	�� 	 ���
����� �� ������
� "�
����	 �� 


�����	��
���⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

minimize
q

(z − q)HM−1(z − q)

subject to qHR1q ≤ 0

qHR2q ≤ 0 .

������

#�$ �!���	�� 	�⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

minimize
q

[
zHM−1z − 2�{

zHM−1q
}

+ qHM−1q
]

subject to qHR1q ≤ 0

qHR2q ≤ 0 .
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	���	
	���
� �� (��� #	" )*�
�� 	� +�� �� �
�,
��	��� 	��	 
�	

	��
�� ����� 	�

��� �� ��+����
�
 ��
�	
���� B0� B1� B2 � B3 �
���

B0 =

[
zHM−1z (−M−1z)H

(−M−1z) M−1

]
,

B1 =

[
0 0

0 R1

]
, B2 =

[
0 0

0 R2

]
, B3 =

[
1 0

0 0

]
.

-	�� �	
���� �
�
 �	
���� 	 ��
��.�� /�	 Bk �	 �������	 �	
���� �� ��0
�����
�� (K + 1) × (K + 1)� � �� ���

� �
� (Bij)m×n �	 ��	 �������	
�



0�	
���� 	 ��
��
 �� "
����
�� (i, j) � �������
�� m × n� �� �
�

�.��

Bk =

[
(B11)1×1 (B12)1×K

(B21)K×1 (B22)K×K

]
.
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qHR1q = 
�

(
B1

[
1 qH

q qqH

])
= 
� (B1Q)

qHR2q = 
�

(
B2

[
1 qH

q qqH

])
= 
� (B2Q)

	�� �� �����
� Q � ������� 
	��

Q =

[
1 qH

q qqH

]
, ������

�� ��	����� ������� ��� ������ �
����	 ����� �����������  	��� �����
�����⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

minimize
q


�

(
B0

[
1 qH

q qqH

])

subject to 
�

(
B1

[
1 qH

q qqH

])
≤ 0


�

(
B2

[
1 qH

q qqH

])
≤ 0
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	���� �	�	 �����  	���
��������
�� 	�	$����� %�� �����	�� 	�	$���� ��� ��	����� ����!� �

���� ��� ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

minimize
q,t


�

(
B0

[
|t|2 tqH

t∗q qqH

])

subject to 
�

(
B1

[
|t|2 tqH

t∗q qqH

])
≤ 0


�

(
B2

[
|t|2 tqH

t∗q qqH

])
≤ 0


�

(
B3

[
|t|2 tqH

t∗q qqH

])
≤ 0

����&�
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����	
�� 	�� �� [t,qT ]T � ��
 ��������� ��� �������
 �������

����
 q/t � ��
 ��������� ��� �������
 ������� ��
���
 �
���� �� q �
��
 ��������� ��� �������
 ������� 
����
 
�	�� [1,qT ]T � ��������� ���

�������
 ������� ��	�� � 

���� ������ �� 
��� � �������� ������ � ������
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��� �� �������
 ������ � �"��
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��
���� �� ��������
������ �� �
 �� ���
��
����� ��� �������


������% ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

minimize
Q

&� (B0Q)

subject to &� (B1Q) ≤ 0

&� (B2Q) ≤ 0

&� (B3Q) = 1

Q � 0 .

����'�

&
�� �������
 
��
������ 
��
 	�
��� (�) �� � �������� �� *���
 ��
�$

�
��� +� �������
 ��
�� 
���	�
�� 
� ���� � �
�� �
%⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

maximize
y1,y2,y3

−y3

subject to Y = y1B1 + y2B2 + B0 + y3B3 � 0

yk ≥ 0, k = 1, 2.

����,�

������� ���������
��� 	�

� ��
������ ����

(� ������!
 	�� +�� (C2 − C1) �= ∅� (� 
���� "�� �������
�� �
 ������


�����������- ��� �������
 ����'��

(�
 qs ��
 ��������� ������
����� 
���������� ��� �������
 ����
��

����.�� 	��� �
�� 	��%

qH
s qs = 1 , qH

s R1qs < 0 , qH
s R2qs < 0 .

(�
 Qs �
 �
���	� �� ���������� (K + 1) × (K + 1)%

Qs = (1 − η)

[
1 01×K

0K×1 qsq
H
s

]
+ η

[
1 01×K

0K×1 IK×K + qsq
H
s

]
,

�� ��
� 
����	
�� 	�� �
 �
���	� Qs ������*
 �� ��� ��!����� 	���������%

/� &�(B1Qs) < 00
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���� � ��������
���� �� ������� 
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�� ��(B2Qs) < 0�

�� ��(B3Qs) = 1�

�� 	
��
������ ��
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��� ���� �����
������� �� 
����� ��������� ���
�� ����
�� Qs 

� ���� 	� 
�		

���� �� ��� ���	
�
��
 
����
�	
�����
�
 �

���
 ����

��(B1Qs) = (qH
s R1qs) + η��(R1)

��(B2Qs) = (qH
s R2qs) + η��(R2)

��(B3Qs) = 1 .

�� ���
�� ������ ��� ��� 
����� ��������� 	
 η ���	� Qs ��� 
����
���

����������� ���



 
��� 
� ������ ��(QsR1) < 0 � ��(QsR2) < 0�
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�� % 
�����������
���
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������� ŷ3 = 1� �'���% 

� 
�		

����� 
� �
���(
�� Y � 0  

���� ���
)���� ��� �� ����
�� "B0+B3$ 

� 	�)�
�� ��

�
���
!�� ���� ���
��� % 
���� ���

	����� �� 
�		���� ����
���

B0 + B3 =

[
1 + zHM−1z (−M−1z)H

(−M−1z) M−1

]

� 

 % �������� 
� ����������� 	
 ����� �

����� ������������ M−1� 	�(
�� ��� �� ����
�� M % ��� ����
�� 	�)�
�� ��

�
�� "% ��� ����
�� 	

�����
����$�

S = 1 + zHM−1z − (M−1z)HM(M−1z) = 1 > 0 .
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 V SDP �� �����	 ������ �	� �����	�� ������� ���	��

V SDP

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

minimize
Q

�� (B0Q)

subject to �� (B1Q) ≤ 0

�� (B2Q) ≤ 0

�� (B3Q) = 1

Q � 0 .

������

�������	
�� �
 ������ � ������ ������ �� ������ 	 ������� ���� ����	������

�	
�	 �
 ���� � 	 ������� �� !��
!	 ���� �	!�	
�	 �	!��� �� �	
����
	"

V SDP − [
(z − p̂ML)HM−1(z − p̂ML)

] H1

>
<
H2

0. ���# �

����� �����	� 
���� �
�	�������

$	� �	�	���
��	 �	 ��	���%��
� �	� ����	�� 
����	������ �� ������
�"

�� ����������& �� '���� ������	 �PFA)� �� ����������& �� ���	��%��
	 �PD)
	 �� ����������& �� 
���	��� 
�����(
�%��
	 �PC)�

)� �	����	 �� ��
���	
�� �	� �������� �
�	
%��
��	 q * ����� 
������

�%%��� �� (
	 �� ��	�	 �� ��	��� 
���� �� p� $	� +��
�� 
�

	�
	 ��

�����
	 �� 
������
%� �	� �����	 
������	� �� * ���	����� �,	�	�	
�� ��

����� (i, j) 
��	 {M}i,j = σ2
dρ

|i−j|� +��
�� ��
� �
���%%��� ��	 ��-	�	
��


���"

�� �����	 �������
� ���

�.

�� �����	 �������
� 
������� �ρ = 0.9��

)� 
��	�� �� 
�����
� �����%%��� K * ����� �
	��� �!���	 �� / �
 	
�����	

� 
���� 0	��� ��	
�(
� ��
� ����� �
���%%��� +������ ���	��� 
���"

• �	���!�� 
�
 1�����
�� �
 ��	�	
%� �� �����	 �������
� ���

�.

• �	���!�� 
�
 1�����
�� �
 ��	�	
%� �� �����	 �������
� 
�������.

• �	���!�� 1�����
�� �
 ��	�	
%� �� �����	 �������
� ���

�.

• �	���!�� 1�����
�� �
 ��	�	
%� �� �����	 �������
� 
��������
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�� � �� ������ 	
�
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��


����� �� �������� �������������� PC ��� 
������� ��� ��������� �� �������

����� ������ θp � θq� ��������������� �� �������� ����� ������� ������� C1 �

C2� �� �������� �� ������ 
�����
  ���� �������� �� ������ 	
�� �� � ���

���� θq = 25◦ � �� � !���� ������� θp ��������������� [5, 10, 20, 25]◦ � ������
�� ������ 	
�
 �� � ������ θp = 10◦ � �� � !���� ������� θq ���������������
[25, 30, 35, 40]◦ 


"��� �� ��# ��������� �� ���� ����� θp � �� ��������� ������� ������

���������� �� ����������� ����������� �������� ���� ���� �� ���������� �� θq

���������� �� ������� ���� ������������ �� �����������
 "�# �������� ���

�� �������� �� θq = 25◦ ����� ������� C2 � ��$������ ��� ������������
�������������� �� ������
� ������������
 %� �������� �� θp� ����������� ���

����������� ����������� �� ��# ��������� �� ��������� ����� PC ��� ������

��� ��� �������� ��������� �� �������� �����SNR& ��!���� ��� �� ��������
����� ������� ������ C1 � θp = 20◦ �� ����������� ������� ��� ��� ������
�����SNR ������ � 20�'


�� ������ 	
�� � �� ������ 	
�� � �������� ����������� ����� ���
��

����� �� �������� �������������� PC �� �������� �� 
������� ��� ���������

�� ������� ����� ������ θp � θq� ��������������� �� �������� ����� �������

������� C1 � C2� ��������� ������ �������� (ρ = 0.9)
  ���� �������
�� �� ������ 	
�� �� � ������ θq = 25◦ � �� � !���� �������� ������ ���
������ θp ��������������� [5, 10, 15, 20]◦ � ������ �� ������ 	
�� �� � ������
θp = 10◦ � �� � !���� ������� θq ��������������� [25, 30, 35, 40]◦ 
 "��������
����� ��� ���� ������������ ����� *�� �� ��������� ������� ���������������

�� ����������� � θp
 +� ������ 	
�� �� ��# ��������� ���� �� �������� ��

θp� ��� � θp = 15◦ �� ������� �� ���������� ����� �����������


�
����	� ���������

�� ������ 	
,� � �� ������ 	
,
 � �������� ����������� ����� ���
��

����� �� �������� �������������� PC �� �������� �� 
������� ��������� ��

������� ����� ������ θp � θq� ��������������� �� ������� ������� C1 � C2�

��������� ������ 
�����


 ���� ��������� �� ������ 	
,� �� � ������ θq = 25◦ � �� � !���� �������
θp ��������������� [5, 10, 20, 25]◦ � ������ �� ������ 	
,
 �� � ������ θp = 10◦

� �� � !���� ������� θq ��������������� [25, 30, 35, 40]◦ 
 "��!�������� ����
����������� ��� � ���������� �������� �� �������� �� 
������� ��������� �
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����� 	������ ������ C2 �� ����	�� 
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����� 	������ C1�

!� "��
	� #�$� � �� "��
	� #�$� � ����	��� ����������� ����� 
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�� � 
��
{sn}N

n=1 �� 
������� ��������� ��

��� sn = ejϕ� n = 1, . . . , N��  � 
��!
���� �"� �		��� �� 	�������	� ��� 
�
���� 	���	 ����� �	��� ���������� �
��	���� �� ����� ��
�� ��	 ��� �

�	� �����	���� �� ��������� � ���������
��� {yn}N
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������� �� ���
�	�� ����� 
������� 	������� �����	!
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⎥⎥⎥⎦+ α1

⎡
⎢⎢⎢⎣

0
s1
���

sN−1

⎤
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���	��� ���

�
����- ������ α0 ��		�
����� ���� ,�� ��� 	���� ��� �� ����	�
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yn =

N−1∑
k=−N+1

αksn−k + εn, n = 1, . . . , N,

�� �
� �� ���
�� sk = 0 ��� k /∈ [1, N ]	 ���� ����� � �������� 
����

�� ����� ����� ��	
�� �� ��� � ������ ����� �� ����� ��	
� ��� ������� ��

������� �����
�� � ��� �����������	

��� ��� ��� ���� ���������� ��� !"# �������� ������ 	
��
���
� �� 
�
������ � ������������� ����� ����� ��� ��������� {αk} � ������� �����

������������ {yn} � � ��� �
�������� ����������� �� ������� �� $
���� ���

�����%������� ���� �� ������ ��������� ���� �������� �� 
�  �������� �����

����� ���������	 !���� ��	
� �� ������ �&� ��� �� ������ �� 
� ��� ����

 ������ �� ������������ �� ���� ���� �� �
���� ��� ��������� {αk}k �=0

��������
�� ��� �������� ��� �
���� �� ������������ {yn} 	
'�� ������� � ������������ �(���
��� ����%���� 
�� ��� ������ ���)

��������� 
��������� ��� �� ����� ����� *+" �  ����� �
� %�������� ��������

�,-�� ���� �� *+" ��������� �� �����  �� �� ��������� � ������� ����

α̂0 =

∑N
n=1 sH

n yn∑N
n=1 |sn|2

. ��	��

.� ��	�� ����������� �� ����� �� ������ $
������ �."� �� α0 � ��

$
���� ����� &�  
��� ��������/ ���������&� ���� ����� ������� �� �
� ��
������� �&� ���������� α0 ����� ��	
� ��� �$
���� ���������� ���� �����

������� ����(�$
������ ������	 ,��������������� $
���� ���������� �
�

������ ���0 ���������∣∣∣∑N
n=1 sH

n sn−k

∣∣∣∑N
n=1 |sn|2

� 1, k = −N + 1, . . . ,−1, 1, . . . , N − 1 , ��	1�

�� �
�� �� ���
�� sk = 0 ��� k /∈ [1, N ] 	 .� ��	1� ������ ��������������
$
���� �2������ �� ����������� �� �
�������� ��������� �� ������� �� k �
�
��� � ������ ��� �� � �������� ����(�
�������������� ��� ������ ���������

{sn}3 ���� ������ ������ ������� �� ���
��� ����� ������ ��� ����� ��� �� �
�������� ���� ���(������� ��� ������ ���������	 "������� �� ���� �����������

�� ���������� ,- ���/ �����  
��� ��������/ �� �����	
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���� {sn} ����%���� ��� �� ���� �&� �� �������� �2���� 
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�������� 4���� ����/ �5��&� ��� ����������� �� ��	1�	 �
������ ���� ���



��� ������� �	��
�
�� 
�

���� ������ ��� ���	��� 
���� �		���� � ����� 
���������	� ���	� 
������	�
��
 ��
��
� ��� ��
�������� 
���������� ���������	� ��� ��
�
�� ���	��
�� 
�
�
 �� �	������ ��� �������� ��
����	� �� ����� ���	� ������ ����
���
��� �������� 
� ����
�
� �� �� 	
����		�	�
�� ����� 	
�		������ ������
	�� � ��	�
�� �� 
����������� � � 
����	�	� �		���	� ������� ��
 �������� 
�
��
��� {sn} �
��	
�
���

������ ����	� ��� �����
�
����� ��		�
�	�
� �� ��
�	� �� �
���		� 
�
�������� ����
�� ��� ����� �
��
��	 
� ��	���

�������� !""# !"$# !"%#�
��� ����	� ������ �������� ����
�� ��	� ��
 �� ����� �� 
����
	� ����� &$�%'
������ ����
� ������� �� �����
� ��

�������	�� (���		�� �
� 	��� ���������
�� ��� ������� ����
� 
� 	��� 
����
	� � ��
��	� 
�� ��
��� ����
�� 
� ��
)�
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 � ��
� � ��
�� −22.974
�* 	�		����� ���� ���

����	� ��+����	����	� ����� 
� ��

����
� ���	� ������������ �
�	�����
(���	
�� �� 
���������� �� 
���� ��
��	� 
�� 
���	��� ��
��� ��� 
����	�
����		����� 
�	� �� ����
� 
�
�		� 
� ������� �	���������� �� 	
�����������

(� ��	
����� ,,- 
���
����	� �� ���
����� ���� ����
������� 
����
����� �� ��� �
��	������ �� 	�
���� 
� 
�������� 
������	�
��
���� &���		�
'
������� 
����	�
� ������
� 
����		� �� ���� ,- ����� 
� ���	� �

��� 
�
�
��
�����

����� ������� �	 
���
��

.� ������ ��� �� ���	��� 
�
�
 �	������ �� �	���� �������� 
� ��
���
��
����	� {sn} �����
�
�	� �� �
���
����� � �� ������ ��� �� ��		�
� 
�
����
������� �	������	� ��
 �� �	��� 
���� /0. ����� ��������� 2M + N
������ 
� N � 
��� ����	�
� M ���	�	����� �� ��
���	
� 
� �
���		�� .��
{yn}2M+N

n=1 �� ����	
� 
� ����
������� 
���� �������� 
�����	� 	����
���
���	� �������	� ��� ����� 
���	��� �� ����
� 
� 
���� 
� ��	�
����� 1���
��
��		� �������� ���	��� ��� ��������� ��� 
���	� �� �
���
��	� �������
	
������� �

��� �� 
�����	�
� �
��� 
�� 
�	�
�� 
���	� ����������� ��
�

��	�� �������� ��
���
� �� ��
���� 
���� ��

�		� ����	
� 
� ����
�������



��

������	� 
 ���
���� �� ��	��� ����������� ��������

�������������� ��������

��� ���� ���	��
��

⎡
⎢⎢⎢⎣

y1

y2
���

y2M+N

⎤
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���� 0M ����
� 	� ��

��� �� ���� �� ���������� M × 1� ���

Jn =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

n+1︷ ︸︸ ︷
1 0

� � �

1
0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ = JT

−n,

n = 1, . . . ,M + N − 1


����

	�� ��
���� �� ����
 �� ���������� (2M + N) × (2M + N)� � ���

s =
[
0

T
M s1 . . . sN 0

T
M

]T
. 
����

������ �	��
� ��
������ �������� �������� �� 
���� �� 	� ���� �� 

�����

��

y = α0s +

M+N−1∑
k=−M−N+1,k �=0

αkJks + ε, 
��!�

�� �	� � ��

��� y �� ε ���� ��"��
� ����

y =
[
y1 y2 · · · y2M+N

]T
, ε =

[
ε1 ε2 · · · ε2M+N

]T
.

#��	������ ��"��� ��� �� ���	���� �� �	���� ��� $%�����&� � 
��� ����

E{εε∗} = σ2I . 
��'�
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�� �� ����� �������
	��	�	 ���� � 2M�� ��������� �� ��� 
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�� � �� ���	����� ��������� ��������� �	��!���������	 �� ���	��� 	��	��
�
�"� ����	��� �� ���	��� �
�#�� $� ��	��!������ 
��� �� �������� ��� ��
���	�� �� �����	��� �
����
���� 	� �� ���	�� �� ���	�������� � ���� ��%

2N − 1

N
,


�	 � ���������������	��	 �����	 � ��	 �	� ������ �� N ������	����	��	
������� &���!����� ����� �� ��	��� �������� �	� �� �
�"� � �����	 �%

2M + 2N − 1

2M + N
,


�	 � 
��
� ���� �� ��� �	� M � N � '��� �
��� �� ��	�	 M � N � ��
����	��	� �� �	����� ����	�	�	 N �	�������	��	 ��

���� (	���	 �� �� ��)
�� 
�� ������� ����������� �	�
�� �	��	��	 �� ������	�	 ��* �	����
	�	��	
�� �����	�� �	� ����	��� �	��� �	��	��� {sn}N

n=1 ��� 
����	����+ 
��)
����������	 �� ���	 �����	�� 
�	�
	 	����	������	��	 
�� N�� ����!�����
���� �	��	��	 �� 
���
	 ��	�� ����� 	��	�	 ��	���,
��	 ��* ��
���	��	 	
������ �� ���� �������� ��� ���	����	 �� ����������+ �� ���	�
	�������	� �
�	�� 
�	 ��� �� 	���� �� ���������	 �	��	��	 �������� ��	� 	�	���� � 
��)
�
� �� -��.	��� 
��� 
�	 � �����	��	 ��

�������� ������� �� ����������+
�� ���	�
	�������	 ������� �� �����	��� ���������	�

/��	 ��+ � 	����� �� ��	
	�	���� �	 �	��� �
�"� ��� �� ����	�� �
�	����� �� ���	��	�	���� ������ �� ����� (0 �� α0 ���	��	 	

	��	���
������	�+ ��������
�	� �������� �� 
��������	 �� ���	��� �� ���	��	�	���
��� � ����� ��� ����������� �	� �� ����	�� �� ���	���	��� ������� &�

���	��	���� �	� ������	 ���� �	
	����+ �� ��	��� 
��������	� �� 
�����	��
�� �	���� ��* �	�	���	 �	� �� ����� �� α0 � ����� �� ,�������� ������������
1� ����� ((0 �� α0 � ���� �� 2#"3 2#43 2#�3%

α̂0 =
xHy

xHs
, �
�56�

���	 x �����	�	��� �� �	����	 �	� 
�	7
�	��� �	� ,���� �� ���	�����	
(2M + N) × 1 �
������	��	� �	� x = s �� �
�56� �� ����
	 ���� �����
(0 �� α0 ��
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������	� 
 ���
���� �� ��	��� ����������� ��������

�������������� ��������

�� �������� 	
� �� 
����� � ����� ��� 	�������� 	�����������������

�������� ���� ����� �� �� α0 � ������� ������  ����������� ��� ��	
����

��������	������ ��� 	��� �� ��� �� 	���	� {sn} !������� �� ����� ���

��	
���� ������ (2M +N) ��������	������� "� ��##��� ����� ��� �������

���	������ ����� ���� 	���� �� �!!������� ������� ��� #������ �� ����

������� 	�� ������	��$% �������� �� ��##���� 	���������$ 	�������������

� 	������������ 	��������� ��� #����� �����##�� ����� 
����� �� �������

�� ����������� ��� �������� &������� ��� �� ����� ��� �� α0 �'�	
�

��� ����������� ��� 	��������� �����#� ���� 
��(�� �		���� 	
� x ���

 ����� ����#����� �� ������� 	
� ��������	��� #�� {αk}k �=0 ����� 
��)��

*��	
� � 	��'	����� ��� +���� x ��� ���� ���	����� �� ������ ����� ��

�� ������ !����� �� �� ������ ������ ���������� ���� 	��������� �������� ��

#������ �� �!������� ��� ������	� �� ��##���#���� *�� �� ���� �� ������

�� #���� �� ��!���$ �� ����� ���������� ��� ��##���#��� ���� �	��� �������

������������� �� M � � ������� ��� ����� 	
� �� ������� 
��)� � �� ���������

�������� �� 
��,��

"��!������� ����� ��#����� ����������� �  ����� �� ������� �� �������

x� ��� �� 	���	� s �� �� ������ M ���+������ 	
� �������� ��� �����

�		����� �� α0 ��� 	��� �� ��� �	������ ����� 	�� 	�������

����� �����	
� 	��
�������

*�� �� ���#���� ��� +���� ����������� �������� 	���������� ���� �� ��#���-

�� �����	
� ������������ ��� ��������� 	
� �� ������� ����� ����� �������.

• &���#����� /�����!� "���� 
ISL�

ISL =

∑M+N−1
k=−M−N+1,k �=0

∣∣xHJks
∣∣2

|xHs|2 
�����

• *��0 /�����!� "���� 
PSL�

PSL = max
k

∣∣xHJks
∣∣2

|xHs|2 ,

��� k = −M − N + 1, . . . ,−1, 1, . . . ,M + N − 1


���,�

• &������ /�#���-��-1���� 2���� 
ISNR�

ISNR =
‖x‖2

|xHs|2 
�����
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 ��������� 
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�� ���
��� �� 	
��� ��	� � ����	� ��
������ �� 
�� ���� ��
�
 ��	��
�
�

��
 α̂0 �
��� ��� !" ��� ��� �
��� ����	�
� �� α0 � #
	 �����
	�	��

�����
����
�

� ���
�
����� �� ���$" �
��� ��� !" �


�
���%

α̂0 − α0 =

M+N−1∑
k=−M−N+1,k �=0

αk

[
xHJks

xHs

]
+

xHε

xHs
��� &"

'�

� �(���

�� �� 	���	
 ������� �� ��	����� �
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	���	
 �
��� ��� &" 	����
� ��	� � σ2ISNR � ���
 σ2 � �� ��	�����

�
� 	���	
) �� ���
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��� �
��(
		�	
 �� �
��� ��� &" ��� PSL 
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%⎧⎨
⎩minx maxk �=0

|xHJks|2
|xHs|2

subject to xHs = N,
��� 4"
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���� �� ��	��� ����������� ��������
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��� ���� �	 
��
 
��
 ����� ��� x = s �� � ��� ��� �� ������� x ���
������ ��������� ��� �������� �����

x = s + Uz � ��!�

���� �� ������� U " �� ���������� (2M +N)× (2M +N − 1)" �����������
��� #��� �������� ��� $����� �� sH " ����� � ���� �%� UHs = 0 �
UHU = I �
&����� '����� ��������(���� ����� � ���� ��������� �� �������� )��(����
�� ������

max
k �=0, k=−M−N+1,...,M+N−1

∣∣sHJks + zHUHJks
∣∣2

‖s‖4 . � ��*�

+����������� �� ���#���� �� )���� ���������" �� ����� � ������ PSL �
���� ����� ����(���� ��� �������� ���#���� �'����������⎧⎨
⎩

minz,t t

subject to
∣∣sHJH

k s + sHJH
k Uz

∣∣2 ≤ t ‖s‖4 ,
��� k = −M − N + 1, . . . ,−1, 1, . . . ,M + N − 1,

� ����
�� ��� t � �� �����#��� �����������

,�� ���� �� ��� �� ����� ���������� ��� � ������ ����� �� ���#���� � ����
� �� �������� ���#���� -. 
�!
 
�/
� 0�����������" ��� ���� � ������
���������" ���� ���#���� � �� ��1 �������� ���� 
��
 �2�����34����
5��� .������� �%� ��� ������ �6����������� ������� �� ����� �����������
��� �� ���������� ��� ���#���� ������� �7�����((� �� ��)�8��� �� �������
��##���� ���� ������� �� ���� 
� 
 � 
�9
��

:������ ����� �� ���#���� ��������� �� ������� ��������" ���� ���
����; �%� ���������� ������ �� ����� �� ������" ����� �� '���� ���; ���3
��#��� ���������� �� ������� �6������ ���������� �� ��������� #����� ���
������ ��� ����� ���������� 0� '����� ����� �� �����" �� ��������� '��
���������� ������� �������� �� '����� ���#����� �� 
��
" �� ��� ������ ���3
������� �� ��������� ��������� �� �� ��� �<������ ��������; �� ���������(�
��������� ������������

�� ��� �� )��������� �7�������(���� ��� ���#���� �������� � ������
��)�8��� ����������� ��� �� ������(���� ��� ���#���� �� ������((�(����" ��
� ���� ��� ������ ����������� �� ��7��������� )���� �'���������� 2� ����
�%�� ∣∣xHJks

∣∣2 = (xHJks)(xHJks)H = xH(JkssHJH
k )x, � ��/�



��� ������� �	��
�
�� 
�

� ��� ∣∣xHs
∣∣2 = (xHs)(xHs)H = xH(ssH)x �����	


���
���� �� ������������� x = s + Uz ����� �����	 � ����� �����	 ��
��������

(s+Uz)H
[
JkssHJH

k

]
(s + Uz) =

= sH
[
JkssHJH

k

]
s + zH

{
UH

[
JkssHJH

k

]
U
}

z+

+ sH
[
JkssHJH

k

]
Uz + (Uz)H

[
JkssHJH

k

]
s =

= sHBks + zHCkz + sHBk(Uz) + (Uz)HBks,

�����	

�

(s + Uz)HssH(s + Uz) = sHssHs, �����	

���� Bk = JkssHJH
k � Ck = UHBkU �


� ����������� �� �
������ �����	 ��� ����
� 
���
���� ��� ��������
����� ⎧⎪⎨

⎪⎩
minz,t t

subject to sHBks + zHCkz + sHBk(Uz)+

+(Uz)HBks − t(sHssHs) ≤ 0

�����	

��
 k = −M − N + 1, . . . ,−1, 1, ...,M + N − 1�

 ��� ��

! ����
��� ��� �������" #����� �� ������ s" $ ���������
������
� �� ����
� ��� PSL ���������� �� ����
� �� M � %����� �
����&
����� �� #��
� ��' ������

����� �����		� 
 ��
��� ISL


� ����
������ ���� �� ����
���� �
�����" �� �
������ � ������ ISL
��� (�
��
� ������
� �
��������� )��* )��* )��* )��* )��* �� ����� 
�������
�� �� �
������ � ������ PSL ������� ��
���� �� +�
�#�� ���
������, ��
����
�����  �� $ ��
�" �� �������" ��� ���� �� �� ������
 +�����," �����
��� ���� �� ��� �����
�� ��� ������
 ���(�
������� ����
������" �� ���

������
� ��
� ����� ��
 ��� �����
�� ��� ����� ������
���
� (�
��� 
�(����"
���� ����
� �-����
�����" �� �
�#�� ��� ���� ����
��� �� �� #��
� � ������
PSL $ ��������� ������. ����
� �� PSL �� ���� #��
� 
������ ����
� ���
PSL ��� ��

���������� #��
� � ������ ISL" $ ����� ��
� ��� � ����
����
��� ��� #��
� � ������ PSL ��������
���� ��-�
�� ������
� 
�������
�� ��

���������� ���� ����
��� ��� #��
� � ������ ISL� /� �����������"
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	� �� ���
	���� �	 �����	��� �� 
�

� ��� 	�
�� �	
� �� �����

� 	 ������

ISL �	 �	������ ��

�����
� �� ������ �������� ���

	����� �� 
������ ��



��	 � �� �����	���
��

�� �������	 �� �

�����	����� ���
����	
� �� ���

	 
������ ���
�

�

����	 ��������	����� �����ISL ��
��

� 	� x � �	
� �� ������ s �� ��

�	���� �� M ����

	
��

min
x

∑M+N−1
k=−M−N+1,k �=0

∣∣xHJks
∣∣2

|xHs|2 . � �!"#

$�	

R =

M+N−1∑
k=−M−N+1,k �=0

JkssHJH
k ; � �!%#

� ��

������ 	����	� ��
������� �	 � �!"# ����	 
�����
� ����	 �����	���
� �

��& ����	

	�

min
x

xHRx

|xHs|2
. � �!'#

$� ��( ����

�	�� ��� �	 �	
���� R � ������������ ��	�
�� ���
�

��

$�	 R1/2 � R−1/2# �	 �	���� ��	��	
	 )����
�	�	 �� R ��� R−1#�

*�����	��� �	 ��
���	���	��	 �� +	���,-$��.	�
� 
� �

�����

∣∣xHs
∣∣2 =

∣∣∣xHR1/2R−1/2s

∣∣∣2 ≤ (xHRx)(sHR−1s). � �!/#

0	 ��
���	���	��	 ������	 ����

ISL =
xHRx

|xHs|2 ≥ 1

sHR−1s
, � �!1#

���� �� ����
� ��������� � �

���
� ����

x
◦

= R−1s. � �!2#

*� ��
�� �

��� � �!2# �����
����� �� ������ �	���� �� ISL �

��������

�	�� 	�

ISL
◦

=
1

sHR−1s
. � � 3#
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 ����
 �	
 �� ���	
 x �� ��

�
���� s �

����� �����		� 
 ��
��� ISNR ��
 ��
���� �����ISL

������ �� �	
����
 �
��
 ����	�  
	���
�
 �
�� �
 ��������
��
��

�����ISL �
� �� ����
�
 �����ISNR� �� �	
!���
 ��� ����� "�� �
������

	
�
 � "����
 ����
 ��������
��
�� �����ISNR �
� �� ����
�
 �����ISL�

#���� 
�����
��
�� �	
������ �� 
���� �� ������	
�
 ISL 	�����
 ����	� �����

���
�
 ��$  
�������� ��� ������	
�
 ISNR� �
 �
��
����
�
 ���� !�����

�� �	
����
 ��
 ��
�
 ����
�
 ��	 ��"����� s � �
�
	� �� M �	����
��� �
��
���
 �� �	
!���
 �
� ��% �	�������	� �
 ��
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�
 �	�������
�� ��

����� � �
	
���	� ��� ������
 
� ��� �� 
�����	� �� ���	
 �
��� �	���
��
��

������	
���

&� �	��
 �
��
 ��� �	
����
 � "����
 �� �������
	� �� �
�
	� �� N �

�
���� �� ������	
�
 ISL ��� ���
��
�
 �
� η� '
�� � �
�
� �� ���

�	
 () �
 �� ��$ ����
�
 �
�
	� �� ISNR ����
 ��
��� ��� ���	� (()

* ISNRMF = 1/‖s‖2 +� �
	� 
 1/N ��	 ��"����� !��
	��� &� �
�
	� �� N
��% ����	� �����
� "������ �� �
�
 �
�� ��� ISNRMF 
����
 �� �
�
	�

	
��
���
������ ����
�
� �
�
 ��� ��ISNR 	��
���
 
� ���	
 (() ���

��		� �� ������
 �	
����
�
 �
	� �
�
 �� �
�
 �����
	� �� "����
 
��
��
�



� 	��
���
 ���	
 ()�

)���
�
 �� �
�
	� �� N � ��
� �
 ��������
 ��� �
���� �
 �	
������	�� ��

��% ����
	� �� �������	� 
��
	���
����� ��
 ��"����
 s 
 ���
��
 �����

�
	
���	������� �� 
��
�
		��
��
�� ������	
��� � "����
 ����
 �� �
�
	�

�� M ��% ����	� �����
 �
��
�
��
 ��ISL
◦

��	 �
�
	� �	������� �� M ��
 
�

	
�����������
 �� �� �
�
	� ISL
◦

< η� &� 
��� ��ISL
◦

� ��� 
�����
�
 �
�

�	
����
 
 �����
 ISL *��	 ���
�� N � s � �� M+� 	
��	�����
 �� �����


�
�
	� �� η ��� ��% ����	� �
�����	
�
, 
� �� �
��
 �� �
�� ������ �� �	�
	�
�� �	
!���
 ��� 
��	��
 
 �
�����	
	� ����		�!!� ��
������!���� -�
��	


�
��
� �� �
�
	� �� ISLMF  
	���
 �
� ���	
 
�
��
�
� ��� � 
��
��
�
 ��

�����
 �
�
	� 
�����!��� �� ISNR� � �����
 �
�����	
�
 �	
��
 �	
���

�� �
��� ����
��
�� �	
������ -
 "����
 	
��
�
����
 �
������ ���� ��	

���
�� N � s � �� M � �� �
�
	� �� η �
 �����
 �
�� ��� ���
 ��
 �
��	��


���������	�
��
 [ISL
◦

, ISLMF ] �



��

������	� 
 ���
���� �� ��	��� ����������� ��������

�������������� ��������

� ������ ��	��
 �� �
������ �� ������������	� ��� �������� ��	����
�
�
� �� {

minx ISNR
subject to ISL ≤ η.

������

������ �	� �����	� �� x 	�	 ���� �� �!ISL � �!ISNR
 	�	 �� � ����	
��������	�� 	���!����

� ��� xHs = ‖s‖2 
 ����� 	���!����

� �� xHs ��
������ ��	�����	� �	�
������� ���  ��
� "#� $� �
������ ������ ��% ����
�

���	��
 
�&�
������ 	�� �����	�� �����⎧⎨

⎩
minx ‖x‖2

subject to xHs = ‖s‖2

xHRx ≤ η‖s‖4.
����'�

(����� � �	 �
������ �� ������������	� ��	����� ��� ��% ����
� 
������
�	 ���� �)���	�� ���	�� �� ������ ��� ������������
� �� *��
�	�� +�,-�
�� ���  	� 
���
������ �
��� �� �
������ 	�� �����	�� ���� ��������	���⎧⎪⎪⎨

⎪⎪⎩
minw wHR−1w

subject to wH

(
R

−1/2
s

‖s‖2

)
= 1

‖w‖2 ≤ η‖s‖4,

������

���� �� � �� 	��� w = R1/2x� ����
� 
�������

w
◦

(λ) =
R1/2(I + λR)−1s

sH(I + λR)−1s
‖s‖2 � R1/2x

◦

(λ), ����,�

���� λ � �	 ������������
� �� *��
�	�� � ���	�� ��	������ �� ����
�
��
������	�� ���������$�  ��
� ������ ��� �������� ����	�
� � ���� ���	��
���

x
◦

(λ) =
(I + λR)−1s

sH(I + λR)−1s
‖s‖2. ����.�

��
 �	 ����
� �� η ����
��	���	�� ������
 �� �������	� ��� �
������
����'� � ���� �� x

◦

(λ
◦

)
 ���� λ
◦

� ����	��� 
������	�� �!�������	�
‖w◦

(λ)‖2 = η‖s‖4 
 � �	 �	� &�
�� ��/ ����������

sH(I + λR)−1R(I + λR)−1s

[sH(I + λR)−1s]2
= η. ����0�

1� ��% ������
�
� ��� ���� �������	� �� �	!�	��� �������	� ��
 λ > 0

��	�
� ��% ���
	� ����� ��
 λ < 0� 2�������
 �	 ��
�/ ��� ��	���� �� 	�	



��� ������� �	��
�
�� 
�

���������� 	�
 ��
��

������� 
���������� 
��
���� ���	������ ��� �����
��� � ����������� ���
���� �� 
�� ����� 	��������� ��� �
 ������ ��������
	�

���������� ������  ��� !������� ��������������� 	���������� 
��
��
��� 	� λ > 0� "� ������ ������������ �������� ��� 
� ��
������ 	�
#

� ������ 
�� ������ ��
��
��� �� ��	� �$������ ���������� �� ���

���
�
������� 	� ����������

����� ������ 	���
� ��� 
��� �� ����� �������

%���	� �
���� ������
� �

������� 	�
 ��	�� �� �
������ ��� ��
�����
� 	�������� ������������ �

��� �
� ���!� "�


�� 	����� ������ 
���� ��
�����	�������� ��
 ��	�

� 	� �����
� �����	����� � ��

� �����������
���
���� �� 
������
���� ����� {ωk}M+N−1

k=−M−N+1 �
� ���!� "�


�� ���������
�� ���� ��
��� 	� ����� �� �����	�������� � ���

s(ω) = [0T
M s1e

jω · · · sNejNω
0

T
M ]T ����&�

��� �������� �������� 	� ��	��� ����#
�		�	 �'���� 	� ���!� "�


�� ���
������ ��� s(ω)  � ��
��� ���

���� ����� ����	� s  � ��
��� ���
���
(

��� �
 ��	�

� 	� �����
� ���)� 	������� ������ ��	������ ���� �����
���
��� �
� ���!� "�


�� ��� ����� ����������
� *+,-.

y = α0s(ω0) +
M+N−1∑

k=−M−N+1,k �=0

αkJks(ωk) + ε. ����)�

/�ISL � 
�ISNR ��������� �

� ����)� ���� 	��� 	�

� �������� ���������.

ISLD =
M+N−1∑

k=−M−N+1,k �=0

∣∣xH(ω0)Jks(ωk)
∣∣2

|xH(ω0)s(ω0)|2
. ����0�

�� ���
������������

ISNRD =
‖x(ω0)‖2

|xH(ω0)s(ω0)|2
, ���12�

�� ��� �	����  ���	���� 
� 	�
��	���� 	�
 �
��� 	���	������ x 	� ω0 �
ωk�

3��

Ω = [ωa , ωb]; ωb > ωa ���1,�



��

������	� 
 ���
���� �� ��	��� ����������� ��������

�������������� ��������

�� ���� ����	
���� �� ��

����� 
���	� �� ω0 �� {ωk} � �� ��� ����
�	�	�
��� �������� ����� 
���� ������	 ��� � �	�
��	����� 
��� 
� ������	
���� Ω
� 
������������� �	���� �����  � ��	������	�! 
� �� ����	��"� (ωb −ωa)
��� � �� �	���� ��# ������� �� 2π/N � ����������! $�����! ��� (ωb −
ωa) ≥ Δω ��
� Δω � ������	���� �� π/(10N)! ����	� ��� 
���� ������	
��� 
��� �	�
��	������

���������� ��� �� 
������� �	�����

{0,±Δω,±2Δω, . . .} %&�'()

���	� ������	
���� Ω * � 
�� L �� ����	� �� ����� ����� %&�'()� +����
��
��

���� ��� 
���� 
����		��� ��� ω0 �

��� 
���	� �������
����
%&�'()�

,����� ��� ������� ��

��� ����
���"� � �	��	� ����� 
���� ������	
{ωk} ���	� �� ����� ��� � ��	� 
���	� ����	������� �� Ω ! ��ISL ��� ���
�

�	� ��������� ��
- ���� �	�
������ ����� %&�&�)�  � ���� ��# 
�������
��	 �

��	� � ���� �	������ � $����� �� 
�
�����	� ���� ���	��� ��� ��

������� 
�	
���� ������� 
��������	
���� Ω .

ISLD =

M+N−1∑
k=−M−N+1,k �=0

(
1

ωb − ωa

) ∫
Ω

∣∣xH(ω0)Jks(ω)
∣∣2 dω

|xH(ω0)s(ω0)|2
.

%&�'&)

���

Γ =
1

ωb − ωa

∫
Ω

s(ω)sH(ω) dω. %&�'')

����� ��� ��ISLD ��� �

�	� 	�
�	���� ��� ���� 
�������.

ISLD =
xH(ω0)RDx(ω0)

|xH(ω0)s(ω0)|2
, %&�'/)

��
�

RD =
M+N−1∑

k=−M−N+1,k �=0

JkΓJH
k . %&�'0)

,�	 �� 1

��� 
���	� �� ω0 ! ��ISL � ��ISNR ����� �� 
��

� ��	��
����� ��		�
�������� ���	���� ���
���	��� ��� ��
� �� ��� ��� 
���� ������	

���� �	�
��	�����! ��� �� 
��� ����	��"� ��� �� ���	��� R ����� %&�(0)
� 
�
������� ����� ���	��� RD ����� %&�'/)� �� ���
�����"�! ���	���� �
�	������ � ������ ISLD �� � ������ ISNRD ��� 
������ 
���� ISLD



��� �����		� 
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�	�� �		
�� �����
� ����	� ��

������� ������ ���	��
����
� �

���
	 �
	
	������ 	 ��
��	 �����	

	 ��	
�������� ��������
	�

��	��� ω0 ��� � ��
� � ��	��	� �	����� �����

��� 	
 �

�� ���	����
�
��� 
�

	 �
	 L ��
��	 �	 ω0 ��

�	��	��� �������  �

�	 x(ω0) � ���
ω0 = 0,±Δω,±2Δω, . . . � ���! �

���
	� � ��� ������� ������ �����
��
�
	�
������� �
	
	���
	 �
 �	���	
��� ��� 
� �
	�� �	� �	 α0 ��� �	 ω0 �

��� 
� �
	�� �	 α0 �	 ����	���� "�������
�
���
� 
� �
���� "����
�
����	����
� 	� ���������� ����	 
� ���#$��%

α̂0 =
xH(ω̂0)y

xH(ω̂0)s(ω̂0)
=

sH(ω̂0)R̃
−1
D y

sH(ω̂0)R̃
−1
D s(ω̂0)

����&�

���� R̃D = RD ��� 	
 �����

� �	 �

�� �	����

�
� � �	�	�� ISLD�
���
�� R̃D = I + λRD ��� 	
 �����

� �	 �

�� �	����

�
� � �	�	��
ISNRD ��� �	���
� ��

�ISLD� '� ��
�
� ��� ��

� "����
� ���	���
���
� ω̂0 �
 ���
� �	 ω0 � �� 	��	���� ��� 
� �
	�� �	 α0 �� �(�

��
�
����	� �
	�� ��

� ��	"
 )���
�� �� �
	
	��� ��
 ����	�������
� �

���

*� �
	�� ω̂0 �	 ω0 ��

� ����&� � �

���
� ��

� ��
��	��� ��

������
� ����
��� �	 ����	�	����	���%

max
ω0∈{0,±Δω,±2Δω,...}

∣∣∣sH(ω0)R̃
−1
D y

∣∣∣2
sH(ω0)R̃

−1
D s(ω0)

. ����+�

��� �����		� 
�� �
�	�� �		
�� �����
� ����	�

,��
	����� 
� 
���	� ��

��

	�	����	��� ��

��	�
� � ����	�	
� ���-
��

��� �� �

�� �

������� 
��

	�	����	��� ����	��
� �	 �	. ��
�	����
��� ������� ����	�	
� ����

	�	����	��� ����	��
� �	 
�

� 
� ��
�	���
����	����
� �PSL� ISL� � ISNR�� /��

� ��� /�	 �	��� ����	����
� �
�� ����
��� �	 �

	�	����	��� �	-��	
��	� 0�$1 	� ��	 
� "���	��	 ��	�
-

	�� �� �	�	�	����� ���� 	
 PSL � 
�ISL 0�$1� 2	 ����	���	� /�	��	�

� ������
� "���	��� ��

��	�
� ��

	��	�

	��� 
� ��	 ��������
	 ���
��	
���������
��� 
� ��
�	��� ����	����
�%

f0(x) = [ PSL , ISL ]T =

=

[
max
k �=0

∣∣xHJks
∣∣2

|xHs|2 ,

∑M+N−1
k=−M−N+1,k �=0

∣∣xHJks
∣∣2

|xHs|2
]T

.

����3�
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������	� 
 ���
���� �� ��	��� ����������� ��������

�������������� ��������

���� ����� �� �	���
��
 �� �����
	� �� ��� ���	� 
������
�

 ��� ��	�
��

�� ������
���	� �
 ���	��������� ������ 
 ������ ���� ! �"
���
�����

����#� �
��� 	�
���
 R � $���
�
� ���%

Bk = JkssHJH
k ; ���#��

�� ���
�� �������
 	��
����


��� ��&� ������� 
��
�
 
���
��� �
� 	���
�
'�
�

%

f0(x) =

[
max

k �=0,k=−M−N+1,...,M+N−1

xHBkx

xH(ssH)x
,

xHRx

xH(ssH)x

]T

.

���#��
(��� ! �
 	

��� 
 ������
��

 ���� ��������
� �
� ��� ������' �� x�

��������
���	� �� �

��� ���	��������
 ����)� �
������
� �
� ���'


� �
	���	� PSL� ���
�� x = s + Uz� ���
 U ! ��� ���
 ���
���� �
�
*
��
� �� sH � 
 ���
�
���	� 
��
 
���
�����
 �
��� ���#�� �


�
��� ��
�
'�
�

 �����
	�%

minz

[
maxk �=0

(s+Uz)HBk(s+Uz)
sHssHs , (s+Uz)HR(s+Uz)

sHssHs

]T
.

���#��
$� �����
	� ���#�� �����
�
�
� �� �����
	� �� �

�	��������
 �

�


�����
 �� ���	� ����
��� +�, +�#,- �
� 
��
 ������ �� �����
	� ! ��������

�


�
�
 �� ��������� �

�	� �� (��

� �

���
��� �� ��������������
 �
�
�����
	�� � 
�� �������
�� ��� λ = [ λ1 , λ2 ]T �� �


��
 �
� �
�� ��
(��

�- �� �����
	� ����������
� ! �� �
'�
�

%{

minx λT f0(x)

subject to λ � 0,
���#��

�����% {
minx [ λ1PSL + λ2ISL ]

subject to λ � 0
. ���#.�

$� ������
� λi/λj 
�� � �
�� �
��� ��
��	� �������
 ���


��� Fi 
 ��
/�
��	� �������
 ���


��� Fj ��& 
��
�
 ��

���

�
� ��	
 �� ���� �����	
�

�
��� ��
��	� �������
 ���


��� ����


� ���� /�
��	�� 0� �
��
	
�
� ��
Fj �� �� ��

��
 α ! 
������
�

 �� �� ����
	
�
� �� Fi �� ��� ����
�
1
���� � (λi/λj)α� (
� 
��
 	�
��� �� �
�� �
� PSL� �
� ���
�� �����
	�
������

���� ��& 
��
�
 	
��� ���	� �� 
���
���%{

minx λ1 [ PSL + γISL ]
��� γ = λ2/λ1

���##�



��� �����	� 
���� �
�	������� ��

� ��� ����	
����� ���	
� ���������������� �����ISL ��� � �������� �� ������

����� �� k �������� ���	������ �� �������� �	���������� ������ ��� ����

���
�����

minz maxk �=0

{
(s+Uz)HBk(s+Uz) + γ[(s+Uz)HR(s+Uz)]

sHssHs

}
.

������

��� ������� �� ��������� ��	��� ��� 	������� �� ����
��� �� �
����

����� � �� ��		������ � ���� ��������

sH (Bk + γR) s + zH
[
UH (Bk + γR)U

]
z + sH (Bk + γR) (Uz)

+ (Uz)H (Bk + γR) s =

sHDks + zHEkz + sHDk (Uz) + (Uz)H
Dks,

����!�

����

Dk = Bk + γR , ����"�

Ek = UH (Bk + γR) U = UHDkU . ����#�

$� �
% ������ &�	������� 	��� ������������� ����� &
������ ��������
�� 	
� �������� ����������� ��� ������ � '
���� ��� �������� � ������

PSL ����� ���� ������
��� Bk 	�� (Bk + γR) � (����������� 

'
���� �� �������� ����� ����������� ����� &���� ������)	� �'
�������� 

���
����� �� �
� &���� )�����⎧⎪⎨
⎪⎩

minz,t t

subject to sHDks + zHEkz + sHDk(Uz)+

+(Uz)HBks − t(sHssHs) ≤ 0

����*�

��� k = −M − N + 1, ...,−1, 1, ...,M + N − 1 �� 	
� �� �����	� Dk �

Ek ���� &
������ ��� ���� γ� (�	
� �� ��� 	��� � &�	��� 	��������� 	��� 

��� 	��� � ������ ����� �� �������� ��� 
� )����� ������ �� γ �� ���
	� ��


� �������� +�, ������������ ��� 	��� � ������ 	�������� �� �-�����


� �������� �� �������������� 	������� �� ���� �����

��� �����	� 
���� �
�	�������

.�� �������) �
		������ ������� ���
������ � ���
����� �
����	� �����
��

����� ���
������� ��� ���� �������� �� )���� //0 	����������� 1� ������

	����� �������� 	���������� �
� ������� 	���	� ���
��� 	��� ��'
���� ��
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 	 �	� �����
�� �� 	��� �	������ �������� � ���
����� �	� ����
�	��� � ������ ISL
 � ������ ISNR ��� ������� �
���ISL
 � ������
PSL
 	� ����	 �	� ����	��� �� ����� ������ �	����� ���	��� �� �	�
���
�� ������	�� ��� P �� �
���	��� �	� ����� �� ����	����	
 ���� � 2M + N 

���	 N � �� �
���	��� �	� �����	 s 	� M � �� �����	��� �� ����	���
������	���� �	� ���	��� 	��	�� �� �	����	 ���	�
�� ������

����� ����	
 �� ��
�

 � �����
��� 13

 � !
	��� �������"� ������	����� ���	 �	!
	��� �� �����������	 s

�� �����	 #������ �� $��%	� � �
���	��� 13 &�'(� )�� � ������ �� $��%	�
�������
��
 !
	��� �� �
���	��� *� � �� �����	 �� �
���	��� �������+ 	���
�� �� ������	�� �� ����	�	�	
 �	��� ������� �
������	������	
 ��#� ���	����

������ 	� ��"	����� �� 
� "�����	 1/13
 ����	��� �� ����� �	� ��#� �	�����	

������ �� ��, ������� �����	 �� PSL "�� �
��	 �	 �	!
	��	 #�����	 ���	�
�	� !
	��	 ������	�������	 	��� � ������	��	 
��������� ��� ���� �	� ��
�����	�����	 �����
��� �� ����	 �	� ����	�� ��	 
��������� �� �	����� ��
�����������	 �--- ����	�� -	!
	��	 -��	�� -�	���
���

���
���� � ������ ISL ��� 	��
����� ��	 �	��� P = 13 � P = 33

 � !
	��� �	����	 �	����� ��	�	����� � ���
����� �	� ����	��� � ����
��� ISL� ����� �� �
��� ��	�	 ��	�	����� �� ����	��� �	� ����� ../
�	��� ��	��� �
���	��� �	� �����	 �����	���
 !
���� �	� P = 13
 �� ��	
�� ����������	 �� ���������	��� �	��	 ��	��������
 �� �	����� �� 	�	����
����	�� ���� "
�����	 �� ����	������	 �� 
�����
 ����	��� �� ���
�	 �����
��������� -
��	������	��	 ��	�	 ��	�	����� �� ����	��� �	� P = 33
 ��
��	 �� ����������	 �� ���������	��� �	��	 ��	�������� �����
�	����	 �	���
�
���	��� �	� ������ -� �������
 ��"����
 ��	 � �����#��	 ���������	 ��	
��ISL

◦

� ���	����	��	 ������������	 �� M 
 	 !
���� � P �	� N �������

 � ��
�� ���0� �� �	����� � ���"����� � ���
�� �	��	 ����������	�������
�	� �����	 ��� �� ����� �������� 	 ��� �� ����� ����������� ���	�
�� ���
����	��� � ������ ISL �	� P = 13� 1� )�#	��� ����* ������ �	 ��2	�	��	
�� ��	�������	�

3�	�	��	�	��	 ��� �� ����	��� �� ����	���
 ������� 
� ���������	��
�� �	���ISL �� ����� 4.2�$
 ����������	��	 �� 
� �
������ �
���ISL �	�
62% ����	��� �� ���� ./�  � ����	��� �� ����	 ������� �� 
� �������
���	��� �	� PSL
 �	���	 ��ISNR �	��� ��	������ ���������
 ��� 
�
�	�������	��� �	���1, 6% ����	��� �� ���� ./�
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������ ��	
 �� ����� ��	
�� 	�����
��
����������� 	�� 
�	�
� 	� ������ 13� �� ������

��	
�� 	���� 
�����
����������� 	�� 
�	�
� 
�� ����� � ������ ISL 	� �
������� 13�

�� ���

ISL���� ���	
��� ��
	����

PSL���� ���	���� ��
	��



ISNR���� ���	���
 ���	���


���
��� ���
 ��������� 	� ����������� ��� ����� �� � ����� ��� � ������ ISL ���

P = 13 ��� 
��� 	� 
�	�
� 	� ������ 13�

�� ����� ��	�� ������� �� !"!� �# ����#� �!##� "�����"���!#�$���! �!#�

��� � �##� ��!��� %���!��� %�!"!�!��! �� %!� P = 33	 &� ��# "��� ����#��

��"��� %�' ! ��!��! #� ������$���! �!##(��!� ����!�� ��� #�)� #��!��#� ��

��"��� �# �#��� ����������� ���%!��� �# "��� ��	

&� *�)!##� �	
	� ���� "��+������! #! %�!���$���� �!# %���� %���!���
�P = 13� "�� �# �!"���� �P = 33�	 ,��- "��! %�! ���� #(ISL �!# �!"����

"��� %�!�!��� �� ���#�����!��� ��"��� %�' ��#! ���!� ������!��� �� �#���

12�� ���%!��� �# %���� "���	 .���!����! �� �#��� %�' #���� �!# "���"! ��

�����������! /� %������ ��"/! �� �� ���! �#! ���#�����!��� �!# PSL�
�!���! #(ISNR /� ��)��� �� %!�������!��� ��"��� ���  �#�� %�"� ��#!�

 ���!	 0 �!"���� �!##! %��%��! !���!�$! 1� 2������ %����)�#! ���!����! �#

 �#��! �� M �!# %���!��� �!# �#��� ��� �# ����������!��� �!# �!���!����

 �#��! �� ISL3 �# "��%���!��� ��� �!# �������! "���� "��%���$����#!� !

2����� !"�����"�� �!# ��"! ����!	

�� ����� ��	
� ������ � �� !���  �#��� �� ISL
◦

�� �� "/! �� ���!��

���� ��# %���!��� � ������ ISL �#  �����! �!# %����!��� �� %���!���

M 	 �� "�� � ���!����� ��������"��!��! �!"�!�"!��!� ! ��!�$�� #(��"�!�
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������ ���	 �� ����� ��	
�� 	�����
��
����������� 	�� 
�	�
� 	� ������ 13� �� ������

��	
�� 	���� 
�����
����������� 	�� 
�	�
� 
�� ����� � ������ ISL 	� �
������� 33�

P = 13 P = 33

ISL���� ����	
�� ��
�	
��

PSL���� �������� �����
�	

ISNR���� ������	� ������
�


���

� ���	 ��������� 	� ����������� ��� ����� ��� � ������ ISL ��� P = 13 �

P = 33 ��� 
��� 	� 
�	�
� 	� ������ 13�

����� ����� ����������� ��� ����� ������������� ����� ��� ��� !���� ���

N �������

���
���� � ������ ISNR ��� �����	� ��		�ISL ��� 	��
�����

��	 �	��� P = 13 � P = 33

"� #����� ������� ��������� � ��������� ��� ��� ���� � ������ ISNR
$�� %��$��� ISL ≤ η� &��$!' �� ���(���� ' �������(��� ���� �� η ∈
[ISL

◦

, ISLMF ] ) �� ��� �� �������� �� %����� �������(���) ��� ��� ����

' ����� $��$����� ��������������� �� %����� �� ISLMF �$��' ��� $��� ���

����� ���������) �� �� %����� �� ISL
◦

������ #����� $!� �� ������� ��� ����
 ���� � ������ ISL�* #�����) ' ����� �$���� �� %����� �� η ���� �� $�����

����������%���� �������(����

"� � ��� ����� �� ��������� � ������ ����� $�����$����������� ������%�

�� $��� +, �� �� $��� ++, ��� P = 13�

"� -�(���� ����� �� $��.������� �� ����������� ��� ����� �����������

#�� $���������� $�� #����� ��� ������%� ����� �������� � ��� ������%� �����

� ������ ISL� "� ��� ���� $� �������� �� ����� ��� ����ISL ����������)
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���������	������ ��	 ������ �� ������ 13� �� ������

����	� ��		� �����������	������ ��	 ������ ��	 �	��� � ������ ISNR� ��� �����	�

��		
ISL� �� 	�������� 13�
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������ ��	
 �� ����� ��	
�� 	�����
��
����������� 	�� 
�	�
� 	� ������ 13� �� ������
��	
�� 	���� 
�����
����������� 	�� 
�	�
� 
�� ����� � ������ ISNR� 
�� ���
���

�
���ISL� 	� �
������� 33�

������� �� ���	

��� ������ �
 η 
� ��� ���� 

 ��� ������� 
� ������ �


ISNR �������� � ���
������ �
� ������ �
 ������ ����
�� ��� 	���� ��

�� �

���� 
����
��� �� ��
��
 �
��
���� �

����� �� �������� � �
�
��

ISL�

�� �
��ISNR �
��ISL

ISL���� ���� !"� ��#�$%&& ��'�&!($

PSL���� �((�("!% �((�" %! �( �$$ '

ISNR���� �����#% �����("$ ��$�%%& 

���
��� ���
 ��������� 	� ����������� ��� ����� � � �� � ������ ISNR � �� 

� ������ ISL ��� P = 13 ��� 
��� 	� 
�	�
� 	� ������ 13�

)� 	���� �#�&� ��
��� 
� ���	*� �����
�� �� �������� ��� P = 33�
+�	�� 
� ,�-���� #�'�� �
��� �.������� �� *�������� ����� ���
��/
��


�

�������

�� �
��ISNR �
��ISL

ISL���� ���� !"� �� �#% � �("�&"  

PSL���� �((�("!% �( �'"&% �# �("#&

ISNR���� �����#% �����((# ��$�%#"#

���
��� ���
 ��������� 	� ����������� ��� ����� � � �� � ������ ISNR � �� 

� ������ ISL ��� P = 33 ��� 
��� 	� 
�	�
� 	� ������ 13�

+� ���
�� *�
� ������� �� 
��

� *��

����/
��
 ���*�����
� ������� 
�



��� �����	� 
���� �
�	������� ��

�������� � �	
	�� ISNR ��
 �	
��
� ��

�ISL ����	��	��� �
 �������

����� ��� 	
 �
��� �������� �� 	
 �
��� � �	
	�� ISL� �
��� 	
 ��
 ����


��	��� ��

� �	����
�� �	
	�� ��� ���
�� �	������ 
�ISNR�

�	 ��� 
������ 	
�
���� ��� 
�ISNR ����
��� ��� P = 33 � �	� ���
��

���	
�	 ����	��� ��

�ISNR ��� P = 13 �����
����
�� ��
 !���� ��� ���

P = 33 ����
	��� �
 ��
��� �	 η � � ��	
�	 �	 ISL� 	
!��	���� � ��	
�	

	
 �	
	�� ��
��� �	 ISNR ����	�
�	"	
� � �	� ���
�� �	������ �
 ���� �	

P = 13�

�� 	
���� �	 	���
� �
��� 
�
 ����
�� ���� �P = 33 
� ������ ��
���

�	 η ��
 ��	�� ����� ����
	��� �
 �
��� ��
 
� ������ ��
��� �	 ISL ��


��	�� ����� ����	���
��
�� �
 �	
��
� ��
�	������� ���	 � −13.0966�#�

��
��� �
 ��
��� �	 ISNR ���	 � −11.1334�#� ���	� �
 ��
��� ������
��
�� �	�
	��� �	������ �
 ��	�� ���� �−11.1270�# � $
 ��
�
��	�
�� �
���

	
 ������ �	�� �	 �������� �� �
 ����
�� �	 M ����	���
�� �
 �	�
	����

��
�� ��

� �������	�
	 ��
 �
��� �	������ �

� ����	�� ��� 	
 �
��� ���
�

�	
	�	������ 	
 ��
 ���� 
�ISNR� � ����� �	 ��
�	������ ������ 
� ������

�	
��
� η ��

�ISL�

�
������ � ������ PSL ��
 ��������� 
�� ���
� P = 13 � P = 33

$
 ������ ���	�
� ��
�	���	��� 	
 �������� � �	
	�� PSL� %�	��� 	


���	�� 	
 �����	��	�
� ��
�	������ � �
 ���	�� "	
��	�� 	 �
��	 ���������	

� ����	�� �� ���� ����

� ������ � ���&�	�
�	 ���
	� %�� ��
 ���	���

���

� ��� 	
 ��
 ���� ����' ����
���� � �
 ���"
��� �	 ����������	�
�


	
�����

(� ����� �)�* ������ 	 ����
	 ��

� �����������
��	�
	 ��
��	�� �
 ����

+, �� �
 ���� ++, ��� P = 13� �	 ��� 
����� ���� 	 
�"	 
�����
	 	
 ���

�	�� �
 �
��� �	��������� �	�
� ��������� �	���	� 	
 ��� � �
� ��������	��	��

�	�	�� ��	 �������	 � �	
	�� PSL�

$
 -�"�

� )�.�/ �	 ��� 
����� 	
 �	�
	�����
�� ��
 PSL �	 �
� ���
�

�	�' ���	 � 3.5�# �	������ �
 ���� +,� $
 �������� �� ������� �
��� ��
�
 �	�
	�����
�� ��

�ISL �� 	
 ����� �
 ����� �	 �
 
	��� ����	�����
��

��

�ISNR�

$
 ����� �)�0 � �����
��� 	
����� 	
 ������ ��
��	�� �
 �������� ���

P = 33� $
 ��
 ���� 
����	���	��
�� ��	 
�"	 
�����
	 � ��
�� �	� ��	��
��

�	������ �
 ���� �������
��� (�����
�� �	 M �������� �
 ����
�� ��	

����	 �	 
	"���' � �	����	�	�
� ��
 �
���� ��������
�� ��	
�	 �
� �	�

�&���� ���	�	����	�
� ��

� ����	�� PSL 
�

� !��� �	 ���������	�
��



��

������	� 
 ���
���� �� ��	��� ����������� ��������

�������������� ��������

−10 −5 0 5 10
−70

−60

−50

−40

−30

−20

−10

0

Ritardo
M

od
ul

o 
de

lla
 c

ro
ss

−c
or

re
la

zi
on

e 
in

 d
B

 13 bit Code Matched Filter − filter length = 13 

−10 −5 0 5 10
−70

−60

−50

−40

−30

−20

−10

0

Ritardo

M
od

ul
o 

de
lla

 c
ro

ss
−c

or
re

la
zi

on
e 

in
 d

B

 13 bit Code Optimal PSL Filter − filter length = 13 

������ ��	
 �� ����� ��	
�� 	�����
��
����������� 	�� 
�	�
� 	� ������ 13� �� ������

��	
�� 	���� 
�����
����������� 	�� 
�	�
� 
�� ����� � ������ PSL 	� �
������� 13�

−30 −20 −10 0 10 20 30
−70

−60

−50

−40

−30

−20

−10

0

RitardoM
od

ul
o 

de
lla

 c
ro

ss
−c

or
re

la
zi

on
e 

in
 d

B

 13 bit Code Matched Filter − filter length = 33 

−30 −20 −10 0 10 20 30
−70

−60

−50

−40

−30

−20

−10

0

RitardoM
od

ul
o 

de
lla

 c
ro

ss
−c

or
re

la
zi

on
e 

in
 d

B

 13 bit Code Optimal PSL Filter − filter length = 33 

������ ���
 �� ����� ��	
�� 	�����
��
����������� 	�� 
�	�
� 	� ������ 13� �� ������

��	
�� 	���� 
�����
����������� 	�� 
�	�
� 
�� ����� � ������ PSL 	� �
������� 33�



��� �����	� 
���� �
�	������� ��

�� ���

ISL���� ���	
��� ��
	�
��
PSL���� ���	���� ���	����

ISNR���� ���	�
�
 ���	���


������� ���	 ��������� �� 	��
����
�� ��� ����
 �� � ����
 ��� � �����
 PSL

	�� P = 13 ��� ��

 �� �
���� �� ������ 13�

���� ���� �� ������ ��� �������� �  ��!!����!� ��� ��"� ��!����� � ���

������ �� ��!�!� �� #�"���� 
	�	�	

P = 13 P = 33

ISL���� ��
	�
�� ��
	���


PSL���� ���	���� �
�	����

ISNR���� ���	���
 ���	��



������� ��
	 ��������� �� 	��
����
�� ��� ����� ��� � �����
 PSL 	�� P = 13 �

P = 33 ��� ��

 �� �
���� �� ������ 13�

$�  %& ��!��� %� %�!������ ��!����� �����������!� ��� PSL �� %��

'%��!�!(  ��� � 13.84�� ��� �!!� ��  ���� ����	 )�  ����!!� *�  ��!�!�

���*� �� %� ��!����� �����������!� ����+ISL �� �� !%!!� �� ���!� �� %�

�����  ����������!� ����+ISNR	

,� -�%�� �
	�� ���!�� � ������� ������ �� PSL ���� �*� �� �!!������

���  ����!!� � ������ PSL �� ������� ���  �����!�� ��  ����!!� M .

���/������� '%��!� �0����!� ����� �� ������ !�� �%��*�11� ��� -�!��

�������!� �� ��������!� �����  ���!�1����	

�
������ 
�� ����
� ������ 	����
� ��
��� ��
 ��������� 
��

���
� P = 13 � P = 33

)� '%��!�  ������/� ����� ���!��!� �+�  ����1���� ����� !����� ����+�!�

!���11�1���� ��!!������ � ����� �!!��� �� 2���!� ��  ����!!� �� -�!�� ���
���!���!� � ���!��� �� ���������!� �!!��� ���� � �����	 )�  ��"���� ��!�

!������ �0���!�!� *� �������!� �%� ����� ��!���*� �������!�. ���3 �� PSL
� �+ISL	 2���*3 �� !�� ���� �� ��������� ���� ��'%��1� s %� ������ ��

���4�� "������. �� -�!�� �� ���� �������!� ���( ��� �� � ������ �����.  ��

�%�. ���� ���  ����!!� � ������ PSL. ���*� �� !�� ���� �� 3 �0���!�!�

���  ��"���� �� �!!���11�1���� ������� �,2�	



��

������	� 
 ���
���� �� ��	��� ����������� ��������

�������������� ��������

0 5 10 15 20 25 30
−75

−70

−65

−60

−55

−50

−45

−40

−35

−30

−25

M

P
S

L(
dB

)

Curva del PSL(dB) associata al codice di Barker a lunghezza 13

������ ��	
 ��������� ��		
PSL �� �
������ �� M ��	 ���� �� �������� � ������

PSL ��� ������ �� ������ 13�

���������	
� �� ���
���� ��� ����� ��� P = 13� �� ���
���� � ��	��

�	����	�� ��� ������� �	���� ��� ���� γ �����ISL� ��	���� �	���� �� γ �	

���
���� �� ����	�� �� ������� ����
� �� �	���� x� ��������
���� ���

��	��� 	����� �	��	 �����	� ������ ��� ����� � ���
���� �������� ���� ��	��
�	����	�� �� ������������	����� ��� �� ������ s � ��� 
����� ���� ��	��


���� 	 ��������� �� �
��	 ��� !"�

#���	�
���	�� �� γ 	�
���	 �� ���� �����ISL �������� 	� PSL ���

���$��
	 �������	�� ��	�	����	��� %������ ��������	
����� �� ��& ��
�
�������� ��
� 	���	�
���	�� ��� ���� �� �����
	 
	� 
	�� �� ����� ���

�����	����� ��
��� 
�
����� �� ���
��� �� ISL� '	 �
��	 ������
	 ��	��

�� 	(��
	��) 	���	�
���	�� �� γ �� �����
��� ��� ����� ���	�	��	�� � ���

��$� �	���	�� �� �����	 ���������� ��� 	��	 
	� 
	�� ��
��� ��* ������	�

+� � ���� ��� 	�
���	��� γ 
�
����	 ��ISL� � 	���� ���� ��� �	��

�
����	
���� 	������ 	 ����	���� ��� PSL� ,�� ���$��
	 �������	�� $��

�������� ��������	�� ������� ������� �� ��	����( ��	 �� ��� 
������� ��� ���

� �����$��� 
�
����	�� �� �	���� �� ��	 �������� �$�������� 	�
���	����� ��

���� ���	���� ��� ���
����� 
	 ���� 	 ����� ��� ��

���	
���� ��� �	����

�����	���	� �� �
��	 ���  " ��	���� ����� ����	 ����	 �	��������	 ��	

�����	 �� �	���� �ISL��-"� PSL��-"" ��	����	 	�����	�	 	� �� �������

�	���� �� γ � ������ 	� �� ������� ����
� �� �	�����

.	�� ����	 � �	 ����� ����	� 
� ������ ��� �������� ����� � �	���� ����
�

�� �	���� ��� ���$��
	 ��������	�� � 
�	�� ����	 ��������	 ����������
� O
��� �	���� 	

����$��� ����	 �������� �$�������� /� �	���� ����
� �� �	����



��� �����	� 
���� �
�	������� ��

−10 −5 0 5 10
−70

−60

−50

−40

−30

−20

−10

0

Ritardo

M
od

ul
o 

de
lla

 c
ro

ss
−c

or
re

la
zi

on
e 

in
 d

B

 13 bit Code Matched Filter − filter length = 13 

−10 −5 0 5 10
−70

−60

−50

−40

−30

−20

−10

0

Ritardo

M
od

ul
i d

el
le

 c
ro

ss
−c

or
re

la
zi

on
i i

n 
dB

 13 bit Code Pareto OPS Filter − filter length = 13 

γ = 0.01
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Pareto optimal curve for γ = [0.01 : 100] 

γ increasing
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Pareto optimal curve for γ = [0.01 : 100] 

γ increasing
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 34 bit Code Pareto OPS Filter − filter length = 68 
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��� ���
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���

���� ����	�
��� ��� ��
����� �
 �� ������ �� 	�������������� �� ���

�����	� Σ � 0 � ������� 	����

����(Σ) =
λmax(Σ)

λmin(Σ)

���� 	�� λmax(Σ) � λmin(Σ) ���� ����� ���
����������� ����	��� �� 
��

������ �� �� 
�� 
�		��� ���������� ����� �����	� Σ�

���	�� �� ����� ����� �����	� �� 	��������� Σ ������� ������ ���

	�����������
 �� 
������� ����� ��������������� ����� �������� �� �����

����������� ���� ��  !��" � 
�������� ���������� �� ���	��� ��� ������

�� 	�������������� ����� �����	� �������� #�����
 � 
�������� ��	�������

	�� ���� $������% ��� �������� ��
����������
 	����

����(Σ) ≤ kmax

���� kmax � ��� 	������� ���������� ��� �&�������� �� ���� ���	���
 ��


������� ����� ����� '( ����� �����	� �� 	��������� Σ �� 
������� 	����{
maximize l(Σ)

subject to ����(Σ) ≤ kmax

.  !�)"

*� � ������� ������� 	��� ���	��� ��
��	��� 	�� �� �����	� Σ ���

������� 
��������

�� 
�������  !�)" � 
�������� ���� �� ���� �� ����	 
� ��
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�� ���	��	��	 ��� �����
� ��
 ������ �� ���������	������ +& �������

��� ������ 	�� �� 
�������  !�)" � �$��������� �� �������� 
������� ��

��������������� {
minimize −l(Σ)

subject to ����(Σ) ≤ kmax

;  !�,"

���������� �� ��� ����� �������������� �� ��� ��������
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�������� ����� �������� ���������

���� ��  !��"� -�������
 �� 
������� �� ��������������
 �� 	�� ���������

������	� �� ����� '( 	�� ���	��� ��� ������ �� 	�������������� ��{
minimize .�(Σ−1S) − log det(Σ−1)

subject to ����(Σ) ≤ kmax

.  !�!"
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minimize  �(ΩS) − log det(Ω)

subject to �I � Ω � kmaxuI
. ���(�

)� �������
� �� 	

��������	�� �� ����
	 ��	�
��� �	�	 Ω � 0 ��
u ∈ R
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minimize
∑N

i=1(liμi − log μi)

subject to � ≤ μi ≤ kmaxu i = 1, . . . , N ,
���1�

�	��� l1 ≥ · · · ≥ lN �	�	 �
� ��
	��
	�� ��

� ��
���� �� �	��������
�����	������ ���
�� μ1, . . . , μN �	�	 �
� ��
	��
	�� ��

� ��
���� Ω ��
	

���������

�N(N + 1) ��������� ������
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����� 	��
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����
 μ∗
1, . . . , μ

∗
N �	 u∗ ��� �� ��
�����

������ �� �
��
�
�� 	�� ��
����� ��� � !"

Ω = QΛ̂QH , ���#�

	
�� �� ! ��	����� �
� Q �� ������� �������� 	� 	������
�� N ×N ����

�� ��� �
�
��� �
�
 	���
��� ��� ���
����
�� 	���� ������� 	� �
������
�
�����
����� ���
����� ��������������� �	 l1, l2, . . . , lN � ������ �
� Λ̂ �� !
��	����� �� ������� 	���
���� �$� �������� ����� 	���
���� ���������� ���
���
���
�� μ∗

1, . . . , μ
∗
N � �
��
�
�� 	�� ��
����� ������

%���� ���#� ! �
������� �������� ����������
�� 	���� ����� 	���� �������
	� �
������
� 	�� 	������
 ������� ��� �������� 
����
�
�� 	� �������
��"

Σ̂cond = QΛ̂
−1

QH . ���&�

�� ���&� ! ��
���
 ����������
�� ��������� 	���� �
��
�
�� 	�� ��
�����
	� 
�����

�
�
�� ���'�� (� �
�� �$� �� ��
����� ����� ! ����������� ��
��
�����"

minimize

N∑
i=1

min
u≤μi≤kmaxu

[
liμi − log μi

]
���)�

(� 
������ �$� �� *��
�
�� 
�������
 	�� ��
����� ���)� ! ��� *��
�
��
���������� 	���� ��������� μi, . . . , μN � �$�� �
�� �
�����
 �� +�#,� ��� ��
-����
 u� �� �����
 	� ������� ������� ������
 	���� ���)� $� �� ��������
��������
��"

μ∗
i (u) = arg min

u≤μi≤kmaxu
(liμi − log μi) = min{max{u, 1/li}, kmaxu}

�������
� �� ��
����� ����� �� ��	��� �	 �� ��
����� 	� 
�����

�
�
��
�
� �� �
�
 ����
�
 u > 0"

minimize �kmax
(u) , ���./�

	
��"

Jkmax(u) =

N∑
i=1

J
(i)
kmax

(u)
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� ����	
��� ��

� ������� �� �	�������� ��


�������	 �����

������

�
(i)
kmax

(u) =�iμ
∗
i (u) − log μ∗

i (u) =

=

⎧⎪⎨
⎪⎩

�i(�maxu) − log(kmaxu) u < 1/(kmaxli)

1 + log li 1/(kmaxli) ≤ u ≤ 1/li

�iu − log u u > 1/li.

�� ��	
���� �
���� � �� ��	
���� �� 	����������	�� �	������ �� �����

�	 �������� ����� J
(i)
kmax

(u) � ��� �����	�� �	������ �� u� ������ �	����
����	�� �	������ � ������ ����� �����	 li = 0 � ����	 �� �	���������
1/li = +∞� ��	����� �� ��	
���� �
���� �������� �� ����� �����
��� ��
	����������	�� �� �� �	�	 ����	�	 u > 0� !������	� �� ��� ���	����	�� �	��
����� ������������� ����	 �������� �� �����	 �� ��� �����	�� �	������ ��

��� �	�� �����
���� "�������	 �� �	�	�	��� ����� �����	�� J
(i)
kmax

(u) ���
u > 0 � �	���
��� �	���� ��� ���� �� �������� �	������ ���� ���������	#[

1

kmaxli
,
1

li

]
,

$� �����	�� J
(i)
kmax

(u) � ������������ ����������� �� u < 1/kmaxli � ������
������� ��������� �� u > 1/li� !������	� �� �����	�� 	
������	 ��� ��	
�
���� �
���� �������� ��� ��%�	�� ����� ����� � �	������ � �� �����	 �� �
�	������� �� � ���������	�� ��� � �������� ���������� � �	� ��	��#[

1

kmaxl1
,

1

l1

]
∩
[

1

kmaxlN
,

1

lN

]
�= ∅

	����	 �� �	�	 ������������ �� 1
kmaxlN

≤ 1
l1

��	� kmax ≥ cond(S)�
"� �	�� ��� �� kmax > cond(S)� �� ����	 �� ������	 u∗ �	� � ����	 ��

�� �� �	�	 ��&���� � �	�	 ����� ���� ��� ��� μi(u
∗) = li ��� i = 1, ..., N ��

�� ��� ���	 �	 ������	�� ����� ������� �� �	�������� �� ������ ���� �������
�� �	�������� �����	����� ��� �������	 ��� �������� ����� �� ������	�

'�� ���	 kmax < cond(S)� ��� � �����	 �� ��%%�	�� ��������� �� ��
��	
������ �� �����	�� �	������ Jkmax(u) �	� �� ��� ��%�	�� �	������ � ����
����� �� �	�	 ����	 �� �����	 ��� ���( �������	 �	�� u∗� �� ������	�����
�	�� �	�����	 �� )
*+� u∗ � ���� ��� ���

u∗ =
α + N − β + 1∑α

i=1 li +
∑N

i=β kmaxli
�
����
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���� α ∈ {1, . . . , N} � �� ��	 
��
�� �
���� ��� �� ����� 1/lα < u∗ �
β ∈ {1, ...N} � �� ��	 ������� �
���� ��� �� ����� 1/lβ > kmaxu∗�

�������� ��������� ��
��
��
� �� �������
��� u∗ � ������� ��
�� �����
������ ����� ������� S� �
 ������������ �
 ���� ���
� �������� �
 ��
������
��� �����
�� �
� ����������� ���������
� �� 
��
��  � �� O(N)�

!���� ���� ��
� u∗ ��� ���"���� #��$%& � �����"��� �������� �� ���� ��
�
��� ���"���� #��'&� (��������
��� �� ����� )* ����� ������� �� ������
��
 � ��� ������"� ��
 ��
���� ��� 
����� �� ��
�� ��
���
�� � ����
��+

Σ̂cond = Q���
(λ̂∗
1, . . . , λ̂

∗
N )QH ,

����+

λ̂∗
i =

1

μ∗
i

= min

{
1

u∗
,max

{
1

kmaxu∗
, li

}}
*� ��������� ���, �������
��� ���
��� 
���� ����
���� ��
�� ��������	

	�
���
����� -�� ���������� ����.������ �����
��
� �� ��
��
�� .����+

λ̂i = min(max(τ∗, li), kmaxτ∗) #��$'&

����+

τ∗ =
1

kmaxu∗
=

∑α
i=1 li/kmax +

∑N
i=β li

α + N − β + 1
.

*����������
� #��$'& ������� �
��
�������� ��
� ���������� ����� ����
�����+ 
�� ���������� ����� ��������� Σ̂cond ��
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Y + σ2I
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��� σ2 �� � �����	�� �� ������� ����	 ������' �����
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��	�� ��
�"⎧⎪⎨
⎪⎩

minimize �
(ΩS) − log det(Ω)

subject to �I ≤ Ω ≤ kmaxuI
1
σ2 I − Ω ≥ 0

#,�/0%
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���	����� ��� �
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	 #,�/0% ���� �	 
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���
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minimize
∑N

i=1(liμi − log μi)

subject to � ≤ μi ≤ kmaxu � = 1, ...,�

μi ≤ 1
σ2 � = 1, ...,�

. ������

����� ��

	
 μ∗
1, μ

∗
2, . . . , μ

∗
N , u∗� 
� ��
�� 	
 ���
�� 	�� �������� �������

�� ��
�� ������� � 	��� 	�

Σ̂ = QΛ̂
−1
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 � 

	
���� ��
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N + 1 ���
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�
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�
�� ��
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������� kmax

$
 ������� �!� � ��
� �����#�
	
�� � ������ 	���� ������ 	���� �����
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�
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� 
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�
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���� �
 �������
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���
 ��� �� ������ 	�� ��������� kmax� �
 �� �
��

��
 �
� �������
 ��� �������
�

(��� 	���� 

 �����	�
��� 
� 
����� 	
 ��
	
�
�
���
�� 	���� ���

��
�� Σ � 	�)

�� �����

����(Σ) =
λmax(Σ)

λmin(Σ)
.

*
����� λmin(Σ) ≥ σ2�

λmax(Σ)

λmin(Σ)
≤ λmax(Σ)

σ2
, ����+�
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λ̂max(Σ) = λmax(S). ������

 ��������	�
��	�� ��� ��������� ����	� ����� ���	��	� kmax ��� ����
�

kmax =
λmax(S)

σ2
����!�

"������ ���� ����� �����
�� 
���
 �� ��� �� �� 	
��� �� ���
�
�� � ���#
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�� �� λmax(Σ)� �
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�
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�
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����
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� �� ������	�
%��������

1

�

K∑
i=1

|ZT
i p(θ)|2, ����&�

���� ���

p(θ) = (1, ejθ, . . . , ej(N−1)θ)T ,

�� � ������	� �� ��		�
� �� ���	�
��	� ����� ��
������ θ� '� ����&� %�
�����
��� ����� �	�
� ��
 λmax(Σ)� ��
	��	�� ��� ����	� ���������� ��
 ��
���	��	� kmax � ��	� ���

kmax =
1

σ2

1

�

K∑
i=1

|ZT
i p(θ̄)|2 , ����(�

���� θ̄ 
���
����	� �)������ ��
 �� *���� �� ����&� � 
����
��
+�		����� �� ��������� ��� ��
�
�	
� kmax ��� ����
� ��		�	� �� ���#

����
������ ��, �
�		�
��	� 
�	�
�	����� ��%�		�� ��
� 
��	
�	� ��

-��������  � � ��������� ��
��	
�
� ��� ��
 ��� 
�	
��� A ∈ C
N×N

��� �������
� �� ��

�	���� ���� �� ������	� ����� ��� ��� ��
�
� ��

����������
��	��

����(A) ≤ 2

|det(A)|

(∑
i

∑
j |aij |2
n

)n
2
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����(S) ≤ 2

|det(S)|

(∑
i

∑
j |sij |2

N

)N
2
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� S ���� ��
�� 
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kmax =
2

|det(S)|

(∑
i

∑
j |sij|2

N

)N
2
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R̂ = S + αI



���

�����	
	 � ���
� ����	
��� ��

� ������� �� �	�������� ��


�������	 �����

���� α � �� �	
	���
� ���� 
��� ������� �� 	���	�
����� �� 
��	
� 
��
��	������	 ��� ��
���� αI 	��	 �	�
�
� �� 
��	
�	��	 
	�����	
�	 �	 ��
�
��� �� 
	
�
	
� �	 ��	���	�� �
��
��	�� ����	 �	�
�
� S ��� �	���
� α� ��
�	
��
��	
�� �	�� ���
	����� �� 
	
�
	����� ��� ����
� ����
�
��	�	 
���
��	������	 �� �� 
���
� ��	�
� 	
���
�	���

��	 �
��
���� ���
��	����� ����
�	��� �����	��
�

�� � !� � "���#
�	 �� �	
	���
� ������
�������� ����	 �	�
�
� �� 
��	
�	��	 
��$ ����	�	
������� �	 �	�
�
� �� 
��	
�	��	 
	�����	
�	 ����	 ����
� � ���� ��#
��
�������

�� ��
���������� ��� � !� �
	������	�� � �	�	 �	���	�����	 �� ��
������ 
���
��� ��
 �	 �
���	 ��� �	���
� �� 
	
�
	����� α� �� �����
	��
	
���� ��	�� �
������ ����
�� ������� ��
 �	 ��������� �� �	�� �	
	���
��
��	 �� "����� �����
��
�� 	� �������� �� ��������	
� α ����	 �	�� ����	
����	 ����	 ������	 �� 
���
�� %�
 ����
��
� 	��
����������� 
��	����
	��	 �
���	 ��� �	���
� �� 
	
�
	����� � ��
���	
�� 
���
�
�� 	 &'()�

����� ��������

�	 ��
��
	 �
� *��
��� 
����� ���������+ �
����� �� 	����	
� �	
�	�
�
� �� 
��	
�	��	 
	�����	
�	 
��� ����	 ����	 �	�
�
� �� 
��	
�	��	
��� �����
���

 � � ��� 	���	����� 	

���	�� 	��� ��
���������� �
�����	�� �	 �	��
����	� �� �	
��
��	
�� � ��
���	
�� 
�
�
�	
� 
�� �	 �	�
�
� �� 
��	
�#
	��	 
	�����	
�	 
	��
�����	 ��	 ����	 !� ��
 �	 �	�
�
� Σ ���� ���

	�� �� 
�� K ≥ N � �� 
	�� 
���
	
��� �	 �	�
�
� S �� �
�����	 
���
������	
�� ,�� 
	�� �� 
�� K < N � �� 	��
�

�� 	���
�	���� 	�����������
���������
�	 ����	 �	�
�
� �� 
��	
�	��	 ����	�	 � "����� �� �������	
� �	
������#����
�	� -	�� ��
��
	 �
���� �� ���� �� ��
� *������ ��
���


����� ���������+�

����������� ������������� ����	 ������#����
�	 � "����� �� ������
� ��	
�	�
�
� 
��� ��
 "�	��� ���������� �� 
����
�� 
��� �	 �	�
�
� ����
�	�
�� �	 ���	
� 
�� �	 ������ ����
�	 ������ ��
 ��	 "�	���"�� �	�
�
� �
"�	��
	 ��	 �	�
�
� ����	 ����
� ����
���	� �	 ��	 ������#����
�	 � �	
��	 ����
�	 
���
������ .�� ���� ��
� 
��� ����
	��� 
�� S∗ �	 ������
����
�	 ����	 �	�
�
� �� 
��	
�	��	 
	�����	
�	� S∗ = S−1 	���
 "�	���
K ≥ N �

�� ���� 
	��� �	 ��
��
	 % !�# !� ��� ��
���
�� �� ����
	��� ��	
����	 ����	 ����	 �	�
�
� �� 
��	
�	��	 ��� �����
��� %�
�	���� �� 	�	��#
��	 
�� �	 �	�
�
� 
	�����	
�	� 
� �� ���� 	�����	
� 
�� �	�� ��
��
	



��� �������� 	
����	��
� ��� 
	 ����	 ��

	 �	����� ��

��
	��	��	 ���

�������� �	 
��	 	����� �� ���
��	� 
�� �������� � ��	������� �� ��������

����	�� 	���������	�� �
������� �� �	�������� �	 
����������� � 
��������
���������� ��� �� 	����� �� ���
��	� 	��������� 
�� ����	��� �	 ���	

���� �� �		������	�� ������	�������	�� � 
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R = R0 + σ2I , �#�$$�

���� R0 � �	� ������� %�������	� ����&��!	��� 
������� ��	 ��	
� M0 ≤
N � � σ2 � �� ������� �� '() ��� ������ �������� *�������	��� R0 � �	 ��	&
������� ��
��� �� �������� 
����	�� ���������	� ��� ���������� ����� ��	���
�� ����	�� ����	�� � ��
��� ���� ���������+ �	���	���� ��� �����������

'����� �	 ����� ���	��� �� �	�������	�� � 
�������� �������� ���� 	���
�� 
���	�� �� ������ �������� ��	�� ����	� 
������ �� 
�	������+ � 
��&
������ 
���� σ2 = 1 	���� �#�$$�� ,

��� ������ ��� ���	��� �����	� 	�	
	��� 	���� �#�$$� � 
��
��� �� ������� R0�

�	 -#./ � ���������� ��� �� ����� �� ��� ���	� ��	�� ��� ��	���� �#�$$�
�

RML = QΛ0Q
H , �#�$.�

����"
Λ0 = ���
(l1, . . . , lM̂ , 1, . . . , 1)

l1 ≥ · · · ≥ lM̂ ≥ · · · ≥ lN ��	� 
�� ���������� S� Q � �� ������� �	������

����� �����
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�������� ��	������ ��������	�� �� ���������+ �	���	��&
�� ��� ���������� �� �� ��	���� 
�� ���� �	 ������ �	�������� �	 ��� �����



���

������	� 
 ����� 
����	��� ��		� ������� �� ���������� ��	

�������� �����

�� ������� 	� �
������
� 	�� 	������
 �� ���
�� �� ��������� ��	����� ��

������ �� σ ≥ σ0 	
�� σ0 � ������
 ������ �
�
� �
 ������
�� �� ���
��

�� ��������� ��	����� �� ������ �� ������ �
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Λ0 = 	���(l1, . . . , lM̂ , σ0, . . . , σ0).
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s = 1 , � �'(�
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φ =
2πd sin(θ)
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Σnm =

J∑
i=1

α2
i �	��[0.5β(n − m)φi] exp[j(n − m)φi] + δnm , � �!"#
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kmax1 =
λmax(s)

σ2
, kmax2 =

λmax(s)

2σ2
, kmax5 =

λmax(s)

5σ2
,
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����� � �������� ���	������� 	� ������� �� ����� ��		� ������� �� ���������� ��� �����	�

��	 ������ �� ���������������� �� �������� �� ������������ ���� �������� � �������

� ����� 	���� ��� β = 0.03 ��� ����	� �� ���� φ = (41◦, 182◦, 273◦, 281◦, 299◦)�
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 ��������� ������ ��� �� ��� ����� ���������� �� ������

��� ������������� �� ������� �� ��� ��� �� ������� ����������� ��� �
��������


���������� ��� � ��� ������ ��! �������� �� ������� �� ����"���� �����

�������� kmax�

kmax1 =
λmax(s)

σ2
, kmax50 =

λmax(s)

50σ2
, kmax100 =

λmax(s)

100σ2
,

����� ������ 	
�
� �� �� ������ �� ������� ��� ��� ��� ����� ��� �

�������� ��� ��� ����"���� �� kmax = kmax1� �� #� �������� ��� kmax =
kmax50� ���� �� #� �������� ��� ��� ������ �� kmax = kmax100


$� %����� ���� �� ������������ ����� ������"���� �� ������� �� ��� 


���������� �� �� �������������� ��� ������� �� ������""�"���� ��� �����

���� ��� �� 
 �������� � ���������& ��'����� �� �������� �� ����������� �

�������� �������� �� ������""�"����(⎧⎪⎨
⎪⎩

minimize )�(ΩS) − log det(Ω)

subject to uI ≤ Ω ≤ kmax1uI
1
σ2 − Ω ≥ 0
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������� � ����� ������� ��� ����	� �� ���� φ = (20◦, 30◦, 40◦, 50◦, 60◦)�

⎧⎪⎨
⎪⎩

minimize ��(ΩS) − log det(Ω)

subjectto uI ≤ Ω ≤ kmax50uI
1
σ2 − Ω ≥ 0
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⎧⎪⎨
⎪⎩

minimize �	(Σ−1S) − log det(Σ−1)

subject to cond(Σ) ≤ kmax

Σ � a2I

. ������

���������� �
 ��
���
���� �� ��	����
� Ω = Σ
−1 �� ��������

⎧⎪⎨
⎪⎩

minimize �	(ΩS) − log det(Ω)

subject to cond(Ω) ≤ kmax

Ω � a2I

.

�����
� �� ����� cond(S) ≤ kmax  �!����
���� �

uI � Ω � kmaxuI,

���� u > 0� �
 �	��
�
� ������  �!����
���� �
 �	��
�
� �� ����
��"
�������� ⎧⎪⎨

⎪⎩
minimize �	(ΩS) − log det(Ω)

subject to uI � Ω � kmaxuI

Ω � a2I

, ����#�

�$�  �� �	��
�
� �� ����
��������� �� ���� �������

�#%
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��� �����	
 �� ���� �� ��������� ������ ��� �
������⎧⎪⎨
⎪⎩

minimize �
(ΩS) − log det(Ω)

subject to uI � Ω � kmaxuI

Ω � a2I

, ������

�� �� ��
��
Ω

∗ = QΛQH , ������

 ��! "�� ����#����
� ������  ��� �����  �� "�� ����#����
� �� S� $��������%
�� �� ������ �� ������ "�� ����#���
� ����� ����� &' ����(��#�
�� �����
���
� � ��  �#�
����� ���� �� ��������� ��� �
������⎧⎪⎨

⎪⎩
minimize

∑N
i=1(liμi − log μi)

subject to � ≤ μi ≤ kmaxu � = 1, ...,�

μi ≤ a2
� = 1, ...,�

. ������

��������� 	

$�� A ∈ C
n×n ��� ���
� � ��� ���"���
� �� ��
������� � �����

σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ σn

� ���� #���
� ���"���
�
  ��! σ2
i 
 i = 1, . . . , n
 ���� "�� ����#���
� �� AA∗�

'� ����� "�����
� � ��"�� n ����
� σ2
1/2, σ

2
1/2, σ2

2 , . . . , σ2
n−1 ! ����

��) (
1

4
σ4

1σ
2
2 . . . σ2

n−1

) 1

n

=

(
1

4

σ2
1

σ2
n

. . . σ2
n−1σ

2
n

) 1

n

=

=

(
1

2
����(A)|det(A)|

) 2

n

.

*������
����
 ��#� �
 �� ��
� ����� �
������ �

1

n
(σ2

1 + σ2
2 + . . . + σ2

n−1) ≤
1

n
(σ2

1 + σ2
2 + . . . + σ2

n−1 + σ2
n) =

=
1

n
�
(AAH) =

1

n

∑
i

∑
j

|aij |2 .
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(
1

2
����(A)|det(A)|

) 2

n

≤
∑

i

∑
j |aij |2
n

�� ��� �
��
�

����(A) ≤ 2

|det(A)|
(∑

i

∑
j |aij |2
n

)n
2
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