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PREFAZIONE

Questo testo & una versione espansa delle note del corso di dottora-
to Introduzione al Flusso di Ricci tenuto nell’anno accademico 2025/26
da Carlo Mantegazza al Dipartimento di Matematica e Applicazioni
“Renato Caccioppoli” dell’Universita di Napoli Federico II.

Segnalazioni di errori, commenti o suggerimenti sono graditi, nel
caso scrivete per favore a carlo.mantegazza@unina.it.

Un ringraziamento particolare va a Nicola Pio Melillo per aver letto
con cura e corretto vari errori e imprecisioni durante la stesura di queste
note e ad Alvise Muliari, che ha collaborato all’appendice sul teorema
di esistenza per tempi piccoli.
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INTRODUZIONE

Nel corso vogliamo presentare alcuni risultati di base e una panoramica
delle recenti applicazioni del flusso di Ricci per ottenere conclusioni
geometriche e topologiche sulle varieta.

L’idea di deformare una struttura geometrica tramite un’equazione
di evoluzione parabolica per ottenere possibilmente un limite “ottima-
le” o semplicemente per migliorarne le proprieta, affonda le proprie
radici nei lavori sulle mappe armoniche di Eells e Sampson nel 1964.
Tuttavia, I'introduzione esplicita di una famiglia di flussi geometrici
di metriche guidati dalla curvatura di Ricci risale a un’intuizione di
Jean—Pierre Bourguignon nel 1981 [15, Question 3.24], prendendo le
mosse da lavori inediti di André Lichnerowicz degli anni sessanta e
dall’articolo di Thierry Aubin [2]. Bourguignon propose lo studio della
seguente famiglia di equazioni di evoluzione temporale di metriche
riemanniane g(t) su una varieta differenziabile, al variare del parametro
reale p:

d .
5:8() = —2(Ricg(p) — PRy 8(t))

(dove Ricy(;) e Ry(y) sono rispettivamente il tensore di Ricci e la cur-
vatura scalare relativi alla metrica g(#)). Tali flussi sono oggi noti
in letteratura come flussi di Ricci—-Bourguignon [25] (RB—flows). L’anno
successivo Richard Hamilton® nel suo celebre articolo del 1982, Three—
manifolds with positive Ricci curvature (J. Differential Geom. 17, 1982,
255-306), restrinse l'attenzione al caso p = 0, definendo il flusso di Ricci,
cioe il sistema di equazioni differenziali alle derivate parziali

d .
gg(t) = —ZRICg(t) .

Dal punto di vista analitico, questo sistema puo essere interpretato
come una sorta di equazione del calore “geometrica” per la metrica.
Infatti, in un’opportuna scelta di coordinate locali (dette coordinate
armoniche), la “parte principale” del tensore di Ricci assume la forma

1
Ricg ~ —EAg,

' Richard S. Hamilton & scomparso il 29 settembre 2024.



cosa che mostra formalmente la natura parabolica del flusso di Ricci.
Pit1 precisamente, come vedremo nell’appendice, il flusso € un sistema
parabolico quasilineare (degenere) di equazioni alle derivate parziali su
una varieta.

Nei primi sei capitoli affronteremo in modo rigoroso i fondamenti
analitici e geometrici della teoria: discuteremo 1’esistenza e 'unicita
del flusso per tempi piccoli su varieta compatte e mostreremo come le
quantita geometriche rilevanti evolvano e soddisfino stime sulle deri-
vate del tutto analoghe a quelle delle equazioni paraboliche classiche
nello spazio euclideo. Introdurremo vari strumenti tecnici, come le
disuguaglianze di interpolazione e il principio di massimo parabolico
per funzioni e tensori, allo scopo di studiare il comportamento del
flusso al tempo massimale di esistenza. Infine, arriveremo a dimostrare
con tutti i dettagli il teorema originale di Hamilton: la metrica di una
varieta tridimensionale compatta con tensore di Ricci positivo viene deformata
asintoticamente dal flusso di Ricci normalizzato in una metrica a curvatura
sezionale costante positiva, dunque la varieti & un quoziente della sfera.

Sfortunatamente, senza l'ipotesi di positivita della curvatura, questa
conclusione non é piti valida a causa della possibile formazione di
singolarita in tempo finito. Lo studio di tali singolarita costituisce il
punto cruciale dell’analisi del flusso di Ricci. Nellultimo capitolo, in
modo discorsivo e omettendo le dimostrazioni, illustreremo 1’architet-
tura generale della teoria sviluppata al riguardo da Hamilton prima
e Grisha Perelman poi, nonché la procedura di chirurgia topologica
quantitativa che ha condotto quest’ultimo alla dimostrazione della con-
gettura di Poincaré e della congettura di geometrizzazione di Thurston, di
classificazione delle 3—varieta.



PRELIMINARI DI GEOMETRIA RIEMANNIANA

Richiamiamo alcune nozioni e fatti di geometria riemanniana che ci
serviranno in seguito. Un riferimento per questo capitolo & il libro [48].

In tutto il testo adotteremo la convenzione di Einstein di somma sugli
indici ripetuti. Inoltre, a meno che non sia esplicitamente indicato, tutte le
varietd, le funzioni, i campi e i tensori considerati saranno di classe C™.

Sia (M, g) una varieta riemanniana di dimensione 7. In una carta
locale, le componenti della metrica sono

8ij(x) = (%) (;xi’ aaxf)

e sia g/ I'inversa della matrice gij, che dunque soddisfa

ik _ sk
8ijg" = di.
La misura riemanniana canonica di (M, g) & data da

dVg = detgi]- dx.

Possiamo estendere la metrica g ai tensori, ottenendo sempre un
prodotto scalare: per ogni coppia di tensori T e S dello stesso tipo (p, q),

definiamo
k.. kp

11...1 i
8(T,8) =T, 3"S) "y 8irky g

ovvero, la contrazione totale di tutti gli indici tramite la metrica o la
sua inversa.

In generale, questa operazione di contrarre due indici controvarianti
o covarianti di un tensore con la metrica o la sua inversa, rispettivamen-
te, verra detta “prendere” una traccia o “tracciare” il tensore.

Abbiamo dunque una norma sui tensori:

|T|* = g(T, T)
e si vede facilmente che vale la disuguaglianza (di Cauchy-Schwarz)

8(T, S) < |T]1S].
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Indicheremo con V la connessione di Levi-Civita di (M, g), con
simboli di Christoffel in una carta coordinata definiti da

3 4 9
V- =Tk,
a% ax] Y axk

che possono essere ottenuti esplicitamente dalla metrica g con la for-
mula

1
Ty = §gkl (0igjt + 9jgi1 — 018ij)- (1.1)
1.1 CURVATURA

Definizione 1.1 (Operatore e tensore di Riemann). Per ogni terna di
campi vettoriali X, Y, Z, si definisce 'operatore di Riemann, che denotiamo
con Riem, come il tensore di tipo (1, 3),

R(X,Y)Z = Vx(VyZ) — Vy(VxZ) ~ VixyZ (12)

(dove [X, Y] sono le parentesi di Lie di X e Y) e il tensore di Riemann
(sempre denotato con Riem) di tipo (0,4),

R(X,Y,W,Z) = g(R(X,Y)Z,W)

(si noti l'inversione di W e Z), per ogni quaterna di campi vettoriali
XY, Z,W.

In una carta coordinata, I'operatore di Riemann ha componenti R?jk

definite da
3 9\ o _ _, 9
R (a2 ) o ~ Ry

ed esplicitando la formula in termini dei simboli di Christoffel, si ottiene

d
h ho phrl _ phpt
Ui = aTerik + Ll — Tk (1.3)

n )

Ry = o

Usando la metrica per “abbassare” l'indice di controvarianza in alto,
abbiamo le componenti del tensore di Riemann:

h
Rijox = R 8nes

dove si noti che tale indice “scende” in terza posizione.



1.1 CURVATURA

Osservazione 1.2. Sottolineiamo che va prestata molta attenzione alla
definizione e alle convenzioni riguardanti I'operatore e il tensore di
Riemann nei vari testi e articoli, in quanto non vi & uno standard in
letteratura. Per esempio, spesso il primo e il secondo indice sono
invertiti rispetto alla nostra definizione (le derivate covarianti in X e Y
sono scambiate nella formula (1.2)), dunque l'operatore di Riemann ha
segno opposto al nostro.

Per una sfera con la metrica usuale, assumendo le nostre convenzioni,
si ha

R(X,Y,X,Y) = R X' x*Y/Y! > 0,

per ogni coppia di vettori linearmente indipendenti X e Y.
11 tensore di Riemann ha le seguenti proprieta di simmetria:

1. Antisimmetria nella prima coppia (per definizione):

R(X,Y,Z,W) = —R(Y, X, Z,W).

2. Antisimmetria nella seconda coppia (segue dalla compatibilita di V con
la metrica g):
R(X,Y,Z,W)=—-R(X,Y,W, Z).

3. I Identita di Bianchi — algebrica (segue dal fatto che la torsione di V e
nulla, cioe VxY — VyX = [X,Y]):

R(X,Y,Z,W)+R(Y,Z, X, W) +R(Z,X,Y,W) =0.

4. Simmetria per scambio della prima con la seconda coppia (segue
algebricamente dalle precedenti):

R(X,Y,Z,W) = R(Z, W, X, Y).
In coordinate locali, queste simmetrie si scrivono:
Rijke = —Rjike, Rijke = —Rijok,s
Rijke + Rijkie + Ryije = 0, Rijke = Ryijs
perognii,j k¢ € {1,...,n}.

Da queste proprieta di simmetria del tensore di Riemann, si vede che
esiste un’unica traccia (a meno del segno) non nulla, infatti,

e La traccia sul 1° e 2° indice & zero (g"/ Rjjxe = 0) per I'antisimmetria e
analogamente, la traccia sul 3° e 4° indice & zero.
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¢ La traccia sul 2° e 4° indice ¢ uguale a quella sul 1° e 3° e all’opposto
di quella sul 1° e 4° 0 2° e 3°.

Definizione 1.3 (Tensore di Ricci). 1l tensore di Ricci, che denotiamo
con Ric, di tipo (0,2) & definito in coordinate locali come la traccia

Rij = ¢ Rixje

del tensore di Riemann.
Si vede allora facilmente che per le simmetrie del tensore di Riemann,
il tensore di Ricci & simmetrico.

Definizione 1.4 (Curvatura scalare). La curvatura scalare R € C®(M)
e la traccia del tensore di Ricci:

R = g'Rij = g"g" Ryye.

Definizione 1.5 (Curvatura sezionale). Sia 7 C T,M un piano (un
sottospazio di dimensione 2 dello spazio tangente in p € M) e sia {u, v}
una base che genera tale piano. Definiamo la curvatura sezionale K(7r)
(0 Sec(7r)) di 77 come

_ R(u,v,u,v)
K = PP — g, 02

(si ha che K(7r) non dipende dalla scelta della base {u,v}, dunque
questa definizione & ben posta).

La curvatura sezionale in un punto p € M determina il tensore di
Riemann in tale punto (serve conoscere la curvatura sezionale di futti i
piani in T, M). Per una sfera con la metrica usuale (con le convenzioni
che abbiamo adottato) la curvatura sezionale € positiva (e costante) in
ogni punto e per ogni piano.

Definizione 1.6 (Operatore di curvatura). Per le sue simmetrie, il tenso-
re di Riemann puo essere visto come una forma bilineare simmetrica R
sullo spazio AZM dei bivettori alternanti, definita come segue:

R(uANv,wAz)=R(uuvw,z).

Essendo R simmetrica, esiste allora un operatore autoaggiunto ‘R :
AZM — AZM, detto operatore di curvatura, tale che

RuNv,wAz)=g(RuAv),wAz).



1.2 CALCOLO TENSORIALE

Definizione 1.7 (Varieta flat). Se tutte le curvature sezionali sono nulle,
il tensore di Riemann & nullo e viceversa (equivalentemente, 1’operatore
di curvatura e nullo), dunque anche il tensore di Ricci e la curvatura
scalare sono nulli e la varieta si dice “flat” (piatta).

Definizione 1.8 (Varieta con curvatura costante). Se tutte le curvature
sezionali sono uguali a una costante, si dice che la varieta ha “curvatura
costante”.

Definizione 1.9 (Varieta di Einstein). Se esiste una costante A € R tale
che in ogni punto di una varieta riemanniana di dimensione n > 3 si
ha Ric = Ag, la varieta si dice “di Einstein” (di costante A),

Se una varieta ha curvatura costante, si mostra che allora il suo
tensore di Ricci & proporzionale alla metrica e la curvatura scalare e
costante. Vale inoltre il seguente fondamentale teorema.

Teorema 1.10 (Teorema di uniformizzazione — Classificazione delle
varieta con curvatura costante). Sia (M, g) una varieta riemanniana
di dimensione #, connessa e completa, con curvatura costante K € R.
Allora, il suo rivestimento universale riemanniano M & isometrico a
uno dei tre seguenti “modelli standard”:

1. la sfera §"(1/+/K) di raggio 1/VK, se K > 0;
2. lo spazio euclideo R", se K = 0;

3. lo spazio iperbolico H" con la sua metrica canonica riscalata di un
fattore —1/K, se K < 0.

In particolare, M e isometrica al quoziente del relativo modello per
un gruppo di isometrie che agisce in modo libero e propriamente
discontinuo.

1.2 CALCOLO TENSORIALE

La connessione V si puo estendere ai tensori (covarianti e controvarianti)
con le seguenti proprieta, per ogni campo vettoriale X:

1. Vxf = Xf,se f € C*(M);
2. VxY e la connessione di Levi-Civita, per ogni campo vettoriale Y;

3. Vx commuta con le contrazioni;
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4. Vx soddisfa la seguente “regola di Leibniz”
Vx(T®8) =VxT®S+T® VxS,
per ogni coppia di tensori T e S.
Per esempio, se w € una 1-forma, cioé un tensore di tipo (0,1), si ha

(Vxw)(Y) =c(Vxw®Y) =c(Vx(w®Y) —w® VxY)
=Vx(c(w®Y))—c(w®VxY) = Vx(w(Y)) —w(VxY)
=X(w(Y)) —w(VxY).

Se T & un tensore di tipo (p, q), allora VT & dunque un tensore di
tipo (p,q+ 1), dato da

(VT)(X, Xq,...,Xy) = (VxT)(Xy, ..., Xy).
Inoltre, la compatibilita con la metrica & mantenuta:
Xg(T,S) = g(VxT,S) + g(T, VxS).

Segue che si ha Vg = 0 (esercizio), il che implica che nei calcoli si
puo sempre “scambiare” o “portare fuori” il tensore metrico dalla
connessione V.

un indice covariante rappresentera una contrazione del tensore con
I'inversa della metrica su tale indice. Analogamente, se “abbassiamo”
un indice a un tensore, stiamo contraendo un indice controvariante
con la metrica (formalmente, si tratta dell’applicazione degli operatori
musicali — si veda [48]). Per la compatibilita con la metrica, queste
operazioni commutano con V.

Indichiamo con V;V,T o Viij le componenti della derivata cova-
riante seconda di un tensore T. Per esempio, se T & un tensore di tipo

(0,4), abbiamo

VAT, = ViViT. = (V(VT));.. = (v<w>><3 f;)



1.2 CALCOLO TENSORIALE

e si ha, esplicitamente,

k=1
? 9 9
aTCZaTC]T(XL -,Xq)_k;aTqT(Xl' 'VJXk' "X‘7)
9 q
—(VT)(va?ciaxerLM/X'?) _,;(VJT)(XL ViXy, ’X‘i)

Notiamo dunque che considerando la differenza V;V;T — V;V;T, il
primo termine si cancellera, in quanto simmetrico in i, j, per il teorema
di Schwarz e lo stesso vale per il terzo, per la torsione nulla della
connessione.

Riguardo al secondo termine, abbiamo

q p) q
—ZTT(XL...,vjxk,...,xq):—Z(V{[)(Xl,...,ijk,...,xq)
k=19%i k=1
q
- Y T(Xy,...Vi(ViXe), ..., Xy)
k=1

e osserviamo che il primo termine a destra & uguale al quarto sopra,
scambiando gli indici i e j, dunque entrambi si cancellano nella diffe-
renza V;V;T — V;V,T.
Concludiamo allora che

(ViV,T =V, ViT)(X1,..., X,)

q
=~ Y T(X1,..., Vi(ViXe) = Vi(ViXg), .., Xg)
k=1

1 p)
-y T(Xl,...,Rh‘ZX,f,...,Xq),
= ik 9y,
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dove abbiamo riconosciuto 1'operatore di Riemann (poiché [9;,d;] = 0).
Si ha quindi, per ogni tensore completamente covariante T di tipo (0, g):

q
_ h
ViViTy 4, = ViViTy 0, = — kz R, Toy.ty_yhty .0,
=1
! h
— .. m
= - kE Rijme, 8" Toy ..t 1ty 0,
=1

q

— g mh

= kZ Rijoem8™ " Toy. by 1ty -
-1

Nel caso di un campo vettoriale, si ha un calcolo analogo,
ViV]-vk — V]Vl-vk = Ri-‘]-gvé = g’”kRijmgve
e in generale, per un tensore T di tipo (p, q), abbiamo che la differenza
ViT — V3T = V;V,T - V,;V;T
& uguale a una somma di termini come segue:

* per ogni indice di controvarianza (alto) ¢, si ha un termine del tipo

* per ogni indice di covarianza (basso) &, si ha un termine del tipo
“RE T
ohe

E quindi chiaro che I'operatore (o il tensore) di Riemann ci permette di
esprimere 1’errore nello “scambio” di derivate covarianti iterate di un
tensore. Osserviamo infine che nel caso speciale di una funzione f €
C*®(M), cioé un tensore di tipo (0,0), il suo hessiano V2 f & simmetrico
(per la torsione nulla della connessione), quindi V,;V; f = V;V; f.

1.3 OPERATORI DIFFERENZIALI E TEOREMA DELLA DIVERGENZA

Data una funzione f € C*(M), il suo gradiente V f & I'unico campo
vettoriale su M tale che

§(Vf,X) = df(X) = Xf,

per ogni campo vettoriale X su M.



1.3 OPERATORI DIFFERENZIALI E TEOREMA DELLA DIVERGENZA

Definiamo 1'hessiano di un tensore T come Viij (ricordando che in
generale & simmetrico solo se T ¢ una funzione) e il laplaciano come la
traccia dell’hessiano:

— oliv2
AT = gViT.

Definiamo la divergenza di un campo vettoriale X come la traccia

del tensore VX:

divX = V;X' = tr VX = ¢V, X;.

Analogamente, per una 1-forma w, la divergenza € definita (coerente-
mente con la dualita data dalla metrica) come

divw = gijViwj.

Pit1in generale, per un tensore T la divergenza divT e un tensore ottenu-
to contraendo l'indice di derivazione con uno degli indici (controvarianti
o covarianti — solitamente il primo):

(divT): = V, Tk oppure (divT). = gijvil"j::_'
Osserviamo che (come nel caso di IR”), si ha
AT =divVT

Si ha il seguente fondamentale teorema della divergenza, perfetta-
mente analogo a quello in R”.

Teorema 1.11 (Teorema della divergenza). Sia (M, ) una varieta rie-
manniana compatta e senza bordo. Allora,

/ divX dV, = 0.
M

Corollario 1.12. Per una funzione f € C*(M), il laplaciano ¢ la diver-
genza del gradiente. Dunque, su una varieta (M, g) compatta oppure,
se f ha supporto compatto,

/Adeg:/ divVfdVy = 0.
M M

Dal teorema della divergenza segue la formula di integrazione per
parti: poiché
div(fX) = g(Vf, X) + f divX,

11
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segue che
[ raivxave= [ aiv(rxav; - [ g(V5,x)0dv;
M M M

= —/ g(Vf, X)dvg.
M

Questa formula si estende poi ai tensori (almeno uno tra T e S a
supporto compatto):

/Mg(T,diVS)dVg _ —/Mg(VT,S)dVg,

dove T e di tipo (p,q) e S di tipo (p, g+ 1). In coordinate,
TiVKSE dVy = — / VETES) dV,. 1.
/M Jeo ki..”"8& M Jooo ki Y8 (1.4)

1.4 LA SECONDA IDENTITA DI BIANCHI

Il tensore di Riemann soddisfa un’identita differenziale fondamentale,
detta “seconda identita di Bianchi” (differenziale) . In coordinate locali,
si ha

ViRjkem + ViRiiom + ViRijem = 0. (1.5)

Se contraiamo questa identita con g"", tenendo presente le simmetrie
del tensore di Riemann, otteniamo la “versione contratta”

VmR]'kgm + V]'Rickg — VkRiC]'g =0, (1.6)
da cui
diVRiemgkj = Vmngkj = kaiC]‘g - V]'Rickg.
Contraendo ulteriormente con g/* (cioé contraendo due volte I'identi-
ta (1.5)), si ha
0 =g g™ (ViRjkem + VReiom + ViRijem)
= &' (8" ViRjkem + V;Ricgy — VRicjy)
= 8"V iRim + §/'V;Ryy — ViR
=2div RiCk — VkR,
cioe,

div Ric = dTR (1.7)
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Lemma 1.13 (Lemma di Schur). Sia (M, g) una varieta connessa di
dimensione n > 3. Se il tensore di Ricci e proporzionale alla metrica in
ogni punto, ovvero

Rij(p) = AMp)gii(p),
per ogni p € M, allora la funzione A é costante, uguale a R/n. Dunque,
la varieta (M, g) & di Einstein di costante A.

Dimostrazione. Innanzitutto osserviamo che si ha
R = gl]Ri]' = )\gl]gi]' = I’l)\,

da cui A = R/n.
Se prendiamo la divergenza di entrambi i membri dell’equazione R;; =
Agij, otteniamo

divRic; = gV (Ag) = 8% ViAgij = I Vid = VjA = ViR/n,
dunque, per la formula (1.7),
VjR/Z = div Ric; = V]'R/n.
Poiché n > 3, deve essere VR = VA =0, ovvero A & costante su M. [
Osservazione 1.14. In dimensione n = 2 vale sempre R;; = Rg/2, ma

questo non implica che R sia costante.

1.5 DECOMPOSIZIONE DEL TENSORE DI RIEMANN

Sia (M, g) una varieta riemanniana di dimensione n € IN. Analizziamo
lo spazio vettoriale dei tensori che soddisfano le simmetrie algebriche
del tensore di Riemann. Fissato p € M, definiamo C(T,M) come lo
spazio delle 4—forme covarianti A;jxs su Ty M tali che:

* Ajjer = —Ajike = —Aijuks
* Ajjke = Aaijs
* Ajjke + Ajkie + Agije = 0.

Date due forme bilineari simmetriche 1 e k su T, M, definiamo il
loro prodotto di Kulkarni-Nomizu h ® k come

(hok)(X,Y,Z,W) =h(X, Z)k(Y, W) + h(Y, W)k(X, Z)
— (X, W)k(Y, Z) — h(Y, Z)k(X, W).

13
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Si vede allora facilmente che 1 ® k & un elemento di C(T,M).
In coordinate, si ha

(h ® k)ijke = hickje + hjgkix — hickji — hjxkig.

Esercizio 1.15. Si dimostrino le seguenti formule:

g (g ® g)ijke = 2(n — 1)gj0,

e (g™ &)ijke = 2n(n—1).
Esercizio 1.16. Sia S una forma bilineare simmetrica su T, M con traccia
nulla, cioe g'/ Sij = 0. Si mostri la formula

S (S®g)ijke = (n—2)S

e si osservi che dunque g//¢™* (S ® g)ijke = 0.

Il teorema di decomposizione sotto 1’azione del gruppo ortogonale
O(n) afferma che lo spazio C(T,M) si decompone in tre sottospazi
ortogonali e irriducibili:

C(TyM) =R(gng) d (S g) d+W

dove Sy e lo spazio vettoriale delle forme bilineari simmetriche con
traccia nulla e W, detto spazio dei tensori di Weyl, & definito dalla
proprieta che per ogni suo elemento W tutte le tracce sono nulle, cioe
(tenendo presente le simmetrie degli elementi di C(T,M)),

& Wijee =0,
perognij € {1,...,n}.

Osservazione 1.17. Il termine “irriducibile” si riferisce alla non esisten-
za di ulteriori sottospazi invarianti per 1’azione del gruppo ortogonale
O(n) (& la parte difficile del teorema).

Esercizio 1.18. Usando le formule degli Esercizi 1.15 e 1.16, si mostri
che i tre sottospazi di C(T, M) sono ortogonali tra loro.

Per mezzo di questa decomposizione dello spazio C (TpM ),sen =3,
possiamo scrivere il tensore di Riemann come la somma di tre termini
ortogonali tra loro, come segue:

Lo R 1 . R
Riem = mg Og+ — (RIC - ng) O g + Weyl. (1.8)
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Il tensore Ric — Rg/n & detto tensore di Ricci “tracefree” e denotato
con Ric. Il tensore Weyl & chiamato tensore di Weyl e come detto
sopra ha tutte le tracce nulle. Inoltre, si mostra che e invariante per
trasformazioni conformi della metrica. Possiamo raggruppare i termini
contenenti la metrica per riscrivere la decomposizione in una forma pitt
compatta (spesso usata in letteratura):

Riem = LRic: g -— > g ® g + Weyl, (1.9)

R
n—2 (n—1)(n—2)
dove questa volta i primi due termini non sono ortogonali tra loro.
Chiaramente, questa decomposizione evidenzia come il tensore di
Riemann sia univocamente determinato dai tensori di Ricci e di Weyl.

1.6 LA CURVATURA IN DIMENSIONE BASSA

I casi di dimensione bassa n = 2,3 sono particolari. La formula (1.8) con-
tiene n — 2 al denominatore, quindi ¢ valida solo per n > 3. In dimen-
sione 2, il tensore di Riemann ha essenzialmente una sola componente
indipendente. Per le simmetrie di Riem, si ha infatti

Ri212 = —Ro112 = Ro121 = —Ryoo1.

Lo spazio C(T,M) dei tensori di curvatura ha allora dimensione 1 ed &
generato interamente da g ® g. Segue che

R
Riem = —¢Bdg
4
e il tensore di Ricci tracefree & nullo, cioe Ric = Rg/2. Il tensore di

Riemann ¢ dunque interamente determinato dalla curvatura scalare.

In dimensione 3, lo spazio dei tensori di Weyl ha dimensione zero (si
puo dunque dire che il tensore di Weyl e nullo), dunque le formule (1.8)
e (1.9) diventano

. R . R
Riem = Eg@g—l— (RIC - 3g> Og, (1.10)
: . R
Riem = Ric® g — Zg@g. (1.11)

Esplicitando i prodotti di Kulkarni-Nomizu, in coordinate, abbiamo

R
Rijke = Rikgje + Rje8ik — Rie§jk — Rjx&iv — 5(8ik8]’(e —8igjk)-  (1.12)

15
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Poiché il tensore di Ricci & simmetrico, possiamo diagonalizzarlo in
una base ortonormale {eq, e, e3} di autovettori in un punto p € M. Se
A1, Az, Az sono gli autovalori associati, si ha

3 3
Ai=Rj =) Ryjj =) Sec(ee),
=1 =1
per ogni i € {1,2,3}. Ponendo K;; = Sec(e;, ¢;) = R;j;; e sostituendo
nella formula sopra (ricordando che g;; = 1 e g;j = 0 per i # j),
otteniamo un legame diretto tra gli autovalori del tensore di Ricci e le
curvature sezionali:

A = Rq1 = Sec(ey, e2) + Sec(ey, e3) = Ky2 + Ky3
/\2 = R22 = Sec(eZ, 61) + SEC(Ez, 63) = K12 + K23
A3 = Ra3 = Sec(es, e1) + Sec(es, e2) = Ky3 + Kp3

e possiamo poi invertire questo sistema lineare per esprimere le curva-
ture sezionali in funzione degli autovalori del tensore di Ricci:

1 1
Ki2 = Ryp1p = Sec(eq, e2) = §(R11 + Ry — R33) = 5()\1 + A2 = A3)
1
K13 = Ryz13 = Sec(e, e3) = 5 (Rq1 + R33 — Raz) = 5 (A1 + A3 — A2)

—_

N
N

1 1
K3 = Rozpz = Sec(ep, e3) = E(Rzz +Rzz —Ryp) = E(AZ + A3 — A1)

Cerchiamo di esprimere col tensore di Ricci la condizione che la
curvatura sezionale di ogni piano di (M, g) sia positiva. Sia m =
(e1,€2) € TyM un piano generato da due vettori unitari ortogonali tra
loro e sia e3 un vettore unitario che li completa a una base ortonormale
di T,M. Allora, argomentando come sopra (anche se la base ey, e, €3
non diagonalizza il tensore di Ricci), si ha

1
Sec(eq,e2) = E(R“ + Ryy — R33),

dunque, la condizione che tutte le curvature sezionali siano positive

& equivalente a richiedere che per ogni base ortonormale ey, 7, €3, si
abbia

R11 + Rop > Ra3 = R = Rq1 + Ry + Raz > 2R33.

Segue allora che tale condizione & data dal fatto che R/2 sia maggiore
del massimo autovalore del tensore di Ricci (scegliendo la base in modo
che e3 sia un autovettore unitario associato a tale autovalore).
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In tutto il sequito del testo, per una forma bilineare simmetrica (o per un
tensore simmetrico di tipo (0,2)) T, scriveremo T > 00 T > 0 per indicare
che T é definita o semidefinita positiva e analogamente, T < 00 T < 0, se
T ¢ definita o semidefinita negativa. Inoltre, per due forme bilineari, T < S
(T < S) significhera T—S <0 (T —S <0).

Con questa convenzione,
Rg—2Ric >0 <= curvatura sezionale positiva. (1.13)

Notiamo che Sec > 0 implica Ric definito positivo, ma il viceversa non
vale, infatti la condizione sopra ¢ piti forte che Ric > 0. Analogamen-
te, invertendo le disuguaglianze, la condizione per avere curvatura
sezionale negativa é data da

Rg—2Ric <0 <= curvatura sezionale negativa.

Anche qui, questa & una condizione pil1 forte di Ric definito negativo.
Inoltre, allo stesso modo, si ottiene

Rg — 2Ric

>0 <= curvatura sezionale nonnegativa,
Rg —2Ric <0

<= curvatura sezionale nonpositiva.

In ogni dimensione, sappiamo che se tutte le curvature sezionali
sono nulle, la varieta ¢ flat e il tensore di Ricci e nullo. In dimensione 3,
per la formula di decomposizione (1.10) (non essendo presente il tensore
di Weyl), vale anche I'implicazione inversa: se il tensore di Ricci € nullo,
la varieta e flat.

Osservazione 1.19. Questo vale solo in dimensione 3 (e 2). In dimen-
sione n > 4, esistono varieta con Ric = 0 ma Riem # 0. In tal caso la
curvatura & concentrata interamente nel tensore di Weyl.

In generale, vale la seguente proposizione.

Proposizione 1.20. In dimensione 3, una varieta e di Einstein se e solo
se ha curvatura sezionale costante.

Dimostrazione. Se la varieta ha curvatura sezionale costante uguale a
K, allora e di Einstein, in quanto dalle formule viste sopra i suoi tre
autovalori coincidono con 2K in ogni punto della varieta (questo vale
in ogni dimensione n € N, in tal caso Ric = (n — 1)Kg).

Mostriamo 'implicazione inversa usando la formula di decomposizione
del tensore di Riemann in dimensione 3. Se R;; = Ag;j, prendendo

17
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la traccia, si ha R = gifRij = 3A, quindi A = R/3 e Ric = Rg/3 e se
sostituiamo nella formula (1.11), otteniamo

) ) R R R R
Rlem:Rm@g—Zg@g:gg@g—zg@g:Eg@g'

Questo implica che la curvatura sezionale e costante e vale K = R/6 =
A/2. O

Osservazione 1.21. Sottolineiamo che questo risultato e specifico della
dimensione 3. Se n > 4, una varieta di Einstein non ha necessariamente
curvatura costante (a meno che il tensore di Weyl non sia nullo).
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IL FLUSSO DI RICCI

2.1 DEFINIZIONE ED ESISTENZA DEL FLUSSO

Sia M una varieta differenziabile C*.
Un flusso di Ricci su M & una famiglia g(¢) di metriche C* su M che
soddisfa

d .
Eg(t) = —2Ricy ()

per ogni ¢ in un intervallo I C R, dove Ric, ;) € il tensore di Ricci
rispetto alla metrica g(t) e la dipendenza della metrica che evolve dal
punto di M e dal tempo ¢t € I & C*.

Dal punto di vista analitico, questo & un sistema parabolico quasi-
lineare degenere (il simbolo principale ha degli autovalori nulli dovuti
all'invarianza dell’equazione per diffeomorfismi — si veda 1’appendice).

Esempio 2.1. Supponiamo che (M, gp) sia una varieta di Einstein,
ovvero
Ricg, = Ago

con A € R e cerchiamo un flusso di Ricci che faccia variare la metrica
solo per un fattore di dilatazione dipendente da t e soddisfi ¢(0) = go.
Poniamo dunque g(t) = a(t)go con la condizione «(0) = 1.
Sostituendo nell’equazione del flusso e osservando che il tensore di
Ricci e invariante per riscalamenti della metrica, otteniamo

9
ot
Si ha dunque,

g(t) = o/ (t)go = —2Ricy ()4, = —2Ricg, = —2Ago.

a(t) = —2A = a(t) =1-—2At,
da cui la soluzione g(t) = (1 — 2At)go.

* Se A < 0, la varieta si espande nel tempo. La soluzione esiste per
ognit € (1/2A, 400).

* Se A =0, la metrica ¢ stazionaria, g(f) = go per ogni t € R.

* Se A > 0, la varieta si contrae fino a collassare al tempo finito
T = 1/2A. La soluzione & definita nellintervallo (—oo,1/2A).
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Il seguente risultato di esistenza e unicita & dovuto a Hamilton [50].
DeTurck [40] ne ha poi fornito una dimostrazione alternativa piti sempli-
ce dell’originale, in seguito ulteriormente raffinata dallo stesso DeTurck
(si vedano [3, 41]) e da Hamilton [55]. Rimandiamo il lettore all’ap-
pendice per tale dimostrazione, essendo questa di natura prettamente
analitica e tecnicamente indipendente dallo studio del comportamento
a lungo termine del flusso che affronteremo nel seguito.

Teorema 2.2. Per ogni metrica iniziale go di classe C* su una varieta
differenziabile compatta M, esiste un unico tempo massimale T =
T(M, go) > 0 e un’unica soluzione regolare g(t) del flusso di Ricci
definita per t € [0, T), tale che g(0) = go.

Osservazione 2.3. Nel caso in cui la varieta (M, gg) sia completa ma
non compatta, la questione & piit delicata. E necessario richiedere che
la curvatura sia limitata, cioé |Riem| < C < +oo0. Si vedano [88, 89] per
I'esistenza del flusso e [30] per 'unicita.

2.2 EVOLUZIONE DELLE QUANTITA GEOMETRICHE

Calcoliamo le equazioni di evoluzione per gli oggetti geometrici rilevan-
ti durante il flusso di Ricci, determinate dall’equazione per la metrica
g

918ij = —2Rjj

in coordinate locali.

EVOLUZIONE DELL'INVERSA DELLA METRICA. Derivando la rela-
zione g;yg" = 5? , otteniamo

98" = —" (9gum) 8" = —§" (—2Rm)g™ = 2R, (2.1)
dove R = gilgl™R,,..

EVOLUZIONE DEI SIMBOLI DI CHRISTOFFEL. Fissiamo un punto
p € M e calcoliamo in coordinate normali centrate in tale punto, dove
quindi la metrica e l'identita, le derivate spaziali della metrica si annul-
lano (si veda [48]) e le derivate covarianti coincidono con le derivate
in coordinate. Osserviamo poi che sebbene i simboli di Christoffel Fifj
non siano dei tensori, la differenza tra tali simboli di due connessioni lo
. In particolare, i rapporti incrementali e dunque (passando al limite)
la loro derivata temporale atr{fj e un tensore. Dunque, il risultato del
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calcolo varra poi per ogni generica carta coordinata.
Si ha quindi, per la formula (1.1)

1

1 1
= iatgké (9igje +9jgic — 9¢gij) + Egkf(ataigjf + 019;gir — 019,8ij)

1
= Egkg(aiatgjé + 0,018ir — 900:8ij),

da cui concludiamo, per quanto detto sopra, che la variazione dei
simboli di Christoffel in una carta locale & data dalla seguente formula
generale per una metrica che varia nel tempo:

1
atr?j = Egke (VZ‘ atg]‘g + V]' 0t3it — V¢ atgi]-) (2.2)
Dungque, nel nostro caso del flusso di Ricci, abbiamo

1
oiTj; =28 (Vi(=2Rj0) + Vj(—=2Ri¢) — V(~2Ry))
= — gk[(viRjg + V]‘Rig — vaij)
= — V,R}‘ - V]-Ri-‘ + VkRij- (2:3)

EVOLUZIONE DEL TENSORE DI RIEMANN. Seguendo la linea di
Hamilton [50], calcoliamo come sopra, in coordinate normali centrate
nel punto dove vogliamo calcolare la derivata temporale del tensore di
Riemann e dove dunque i simboli di Christoffel sono nulli. Derivando
la formula (1.3) per 1’'operatore di Riemann in termini dei simboli di
Christoffel, si ottiene

R}, = 01T, — 9;9;T}y = 9;0:Tjy — 9;9,T},

da cui

Rijkr = gk (9ideTy — 9,0y ) + iRl

21
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Sostituendo 1'espressione (2.2), per I'evoluzione dei simboli di Christof-
fel, abbiamo allora

1
OtRijke = Sk [Vz' (Eghm(vjatgfm + V0i8jm — Vmatgjfz)>

1
+ iRl
1
=5 (ViVidigu + ViVidigje = ViVidigje

— V,Vidigu — ViVi0i&ix + V;Vidigie) + atghkRZ-g

1
=5 (ViViorigix — ViVidigie — ViV idigix + V;Viigic)

1
+ 5 (ViVidigae — ViVidigu) + digucRl

Usando la formula per I'errore nello scambio di due derivate covarianti
di un tensore, vista nella Sezione 1.2, si ha

1
9tRijre = 5 (ViVidigix — ViVidigie — ViV digix + VViaigir)

1 1
+ Egthijkqatth + Egthijéqatghk + §"1R ;001 gk

1
=5 (ViVi0igi = ViVidrgje = ViV idigix + ViVidigic)

1
+ Eghq(Rijkqatghf + Rijge0tgnk),

che & dunque (in una qualunque carta locale) la formula di evoluzione
del tensore di Riemann valida per qualsiasi metrica che varia nel tempo.
Nel nostro caso del flusso di Ricci, 9¢ gij = —2Ryj, abbiamo quindi

9tRijke = ViVikRjr — ViViRjx — ViViRi + V;V Rk
— §"(RyjkgRie + RijoeRuk).- (2.4)
Definiamo i tensori
Bijke = §"" 8" RynigjRykst
e notiamo che abbiamo le ovvie simmetrie
Bijke = Bjiok = Brij-

Vale il seguente lemma.
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Lemma 2.4. Per ogni metrica g il tensore di curvatura R;j, soddisfa
I'identita
ARjjke +2(Bijke — Bijor — Bigj + Bikje)
= V,’VkRjg — VngRjk — V]‘VkRig + V]'VgRik
+ §"(RyjkeRgi + RinkeRygj)-

Dimostrazione. Questa formula & ottenuta dalla seconda identita di
Bianchi
ViRjkem + ViRiiem + ViRijom =0,

differenziando, scambiando le derivate, permutando gli indici e con-
traendo. Per iniziare, si ha

AR = 8"V VyRijee = §"1(VViRgjie — ViV iRgixe), (2.5)

differenziando la seconda identita di Bianchi e contraendo. Esaminiamo
il primo termine, poiché il secondo si ottiene dal primo scambiando i e
j. Invertendo l'ordine delle derivate, abbiamo che

h h

§" Vi ViRgjke — 81V iV i Ryjke

e uguale a
1 ™S (Rpyiam Rsiee + Ruiim R RpiemRaise + RuiomRai
88 ( higm\sjkl + hijm™qskl + Kpikm qjst + Kpiem q]ks)

(sempre per la formula per l'errore nello scambio di due derivate cova-
rianti). Il primo di questi termini si contrae a ghq RyjkeRgi- Sul secondo
termine possiamo usare la prima identita di Bianchi per scriverlo in
termini del tensore B;jx/, quindi

h

818" RyijmRyske = —Bijke + Bijex

e gli ultimi due termini sono —Bjjs + Bjsj. Inoltre, derivando la
seconda identita di Bianchi contratta (1.6), si ha

§"1ViVyRyjke = ViViRjp — ViV Ry,
da cui otteniamo infine
§"V, ViR = ViViRje — ViV R — (Bijke — Bijox — Birjk + Bixje)
+ 8RRy

Sostituendo questa espressione nella formula (2.5) per AR;j e facendo
lo stesso per il termine con i e j scambiati, si ottiene la formula del
lemma. O
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Sostituendo allora 'espressione trovata in questo lemma nella for-
mula (2.4), otteniamo la seguente equazione di evoluzione (chiaramente
parabolica) del tensore di Riemann durante il flusso di Ricci:

9t Rijke = DRijre + 2(Bijke — Bijox — Bigj + Bikje)
— 8" (RyjeeRgi + RinkeRyj + RijneRo + RijnRge). (2.6)
EVOLUZIONE DEL TENSORE DI RICCI. Contraendo la precedente
equazione (2.6) e tenendo presente 1’equazione di evoluzione dell’inver-

sa della metrica, si ottiene la seguente equazione per l'evoluzione del
tensore di Ricci:

iR = ARy + 28" (Byjke — 2Bjjux) + 28" " Ryigk Rrs — 28" Rpyi Ry

Ora, per la prima identita di Bianchi, si ha
&' Bijee = 88" 8" RyigiRokse = 88" " RiygijRysie
= ¢/'¢" ¢ (Ryigj — Ryjgi) (Ryxse — Ryesk) = 287 (Bijee — Bijer),
il che implica '
' (Bijke — 2Byju) = 0.
Dunque, il tensore di Ricci soddisfa I’equazione di evoluzione
IRix = AR + 28" 8" RyjgieRrs — 2R3,

dove con Rlzk abbiamo indicato il tensore simmetrico Ring (“quadrato”
del tensore di Ricci, la cui traccia & uguale a |Ric|?).

Questa equazione si puo ottenere anche direttamente (in particolare,
se si @ interessati solo al caso di dimensione 3, dove il tensore di Ricci

determina il tensore di Riemann). Dalla formula (1.3), si ha la seguente
espressione del tensore di Ricci in termini dei simboli di Christoffel:
Rj = 9;T% — 9Ty + T4}, — Tyl (2.7)

1

Come sopra, calcoliamo in coordinate normali centrate nel punto dove
vogliamo calcolare la derivata temporale del tensore di Ricci, dove
dunque i simboli di Christoffel sono nulli. Allora, derivando questa
espressione, otteniamo

— i i
dunque, in una carta locale generica,

atR]’k = Viatl—';-k - V]'atl—';:k
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e sostituendo l'espressione (2.3) per la variazione dei simboli di Chri-
stoffel,

IR = — Vi(ViRi + ViR: — V'Ry) + V;(ViR} + ViR — V'Ry)
= AR]'k + V]‘VkR — V,’V]'R;( — Vika;:.
Usando ora la formula di commutazione delle derivate seconde,
ViViRi — ViViRE = Ry RS + RiR) = RgR) + RygieRY,

per scambiare le derivate covarianti dei due ultimi termini a destra,
otteniamo

Rji = ARji + V; ViR — V;ViRi — VV,R!
— RjR} — szRf — RijieR" — RyjeR"
= AR} + V;ViR — V;V,R} — V(V;R} — 2R — 2R R
Infine, per I'uguaglianza (1.7), si ha Vinf = ViR/2, dunque
IRk = ARy + V; ViR — V;V(R/2 — V,V;R/2 — 2R — 2Ry R"
= ARji — 2R — 2R R (2.8)
In dimensione 3, possiamo esprimere il tensore di Riemann per
mezzo del tensore di Ricci con la formula (1.12),
R
Rijre = Rixgje + Rjegi — Riegjk — Rixgie — 5 (8ik8je — Siegji)»

vista nella Sezione 1.6. Contraendo questa espressione con R%, si ha

; , 3 R?
RijreR" = 2R — |Ric*gjx — 7 RRjk + = gjr

e sostituendo nell’equazione (2.8), otteniamo 1'equazione di evoluzione
del tensore di Ricci in dimensione 3.
tRjx = ARjt — 6R + 3RRji + 2[Ric|*gj — R*gjt, (2.9)

Si osservi che questa equazione & un’equazione (sistema) di reazione—
diffusione per il tensore di Ricci.

Calcoliamo anche 1’equazione di evoluzione del quadrato della
norma del tensore di Ricci, per mezzo delle formule (2.8) e (2.1):

3¢ [Ric|? =0; (Rjg™ g R
=2(ARj — 2R3, — 2R, R") R + 4R RIM R,
= A[Ric|”> — 2| VRic|? + 4R;;Ry; R,

25
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che in dimensione 3, diventa
d|Ric|* = A[Ric|* — 2| VRic|” + 10R|Ric|* — 2R® — 8¢"R},  (2.10)

dove R;?’]- ¢ il tensore simmetrico RﬁfRngj, “cubo” del tensore di Ricci.

EVOLUZIONE DELLA CURVATURA SCALARE. Per mezzo delle for-
mule (2.8) e (2.1), calcoliamo

IR = 9 (g Rjx) = 2RI Ry + g (AR — 2R, — 2Ry R")
e semplificando, abbiamo l'equazione
9:R = AR + 2|Ric|?,

valida in ogni dimensione n € IN.

EVOLUZIONE DELLA MISURA RIEMANNIANA CANONICA. Consi-

deriamo infine
dVy = \/detgdx

e calcoliamo la sua derivata temporale:
1
0:dVy = 0¢y/detgdx = ———
s rveets 2,/detg

Usando la formula per la derivata del determinante

Jrdetgdx

0t detg = detggifatgij,

otteniamo

0 dVy = %«/detgg"j( j)dx = —y/detg Rdx = —RdVj.

Quindi, nelle regioni dove la curvatura scalare & positiva, il “volume
locale” decresce; dove & negativa, aumenta.

Segue che se M & compatta e f: M x [0,T) — R & una funzione C!,
si ha la formula

d
G Fave= [ @f—r)av.

In particolare, se f = 1, otteniamo la variazione del volume totale:

d
$V01(M,g(t)) = —/MRdVg. (2.11)
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Prima di vedere I'enunciato e la dimostrazione della versione del prin-
cipio del massimo parabolico su varieta riemanniane adatto al nostro
contesto, discutiamo un esempio in IR".

Sia u € C*(R" x [0, T)) una soluzione periodica in R" dell’equazio-
ne parabolica
88—1: =Au+(X,Vu) +f, (3.1)
con X :R" x[0,T) - R"e f:R" x [0,T) — R entrambi regolari.
Mostriamo che se u(x,0) > 0 per ogni x € R" e f & positiva dappertutto,
allora u > 0in R" x [0, T).
Consideriamo la funzione v = u + J, per 6 > 0 e osserviamo che anche
v soddisfa I'equazione (3.1), inoltre per ipotesi, v(x,0) > é > 0 per ogni
x € R". Supponiamo per assurdo che esistano dei punti in R” x [0, T)
dove v si annulla. Sia ty > 0 il “primo” tempo in cui questo avviene,
con v(xg, tg) = 0, per xo € R". Si vede facilmente che tale “primo”
tempo esiste per l'ipotesi di periodicita e la sua positivita a tempo zero.
Segue che

dv

Vo(xg,tg) =0, Av(xg,t9) =0 e g(JCO, to) < 0.

Dunque, usando l’'equazione (3.1), si avrebbe la contraddizione

du
0> g(XO, to) = AZ)(XO, to) + <X(X0, to), VU(XO, t0)> +f(X0, to) >0,

essendo f(xg,tg) > 0, per ipotesi. Dunque, in R" x [0, T), siha v > 0,
da cui u > —J e per I'arbitrarieta di 6 > 0, concludiamo che u > 0 in
ogni punto.

Con un argomento analogo si mostra che tmin () = minycrn u(x, t)
€ nondecrescente nel tempo. Inoltre, l'ipotesi di positivita di f si puo
indebolire richiedendo solo f > 0.

Osservazione 3.1. E importante sottolineare che il principio del mas-
simo vale per equazioni scalari e non per sistemi in generale. Inoltre
& peculiare delle equazioni paraboliche (ed ellittiche) del secondo or-
dine (non vale per equazioni di ordine pili alto, come ad esempio
o = AAH).
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3.1 IL PRINCIPIO DEL MASSIMO PARABOLICO SU VARIETA

Vediamo ora un risultato molto generale, utile nel contesto dei flussi
geometrici.

Teorema 3.2 (Principio del massimo parabolico — [69, Teorema 3.1.1]).
Sia gt, per t € [0,T), una famiglia di metriche riemanniane su una
varieta connessa M, con eventuale bordo dM, tale che la dipendenza da
t sia C*.

Sia u: M x [0,T) — R una funzione C* che soddisfa:

o < Agu+ g (X(p,u, Vu,t), Vu) 4+ b(u),

dove X e un campo vettoriale qualunque e b una funzione localmente
lipschitziana.

Supponiamo che per ogni t € [0,T), esista un valore 6 > 0 e un
sottoinsieme compatto K C M\ dM tale che per ogni istante t' €
(t—6,t+0)N[0,T) il massimo di u(-,t') sia raggiunto in almeno un
punto di K (questo e chiaramente vero se M & compatta senza bordo).
Ponendo

u t) = u(p,t),

si ha che questa funzione & localmente lipschitziana, quindi differenzia-
bile per quasi ogni tempo t € [0, T) e per ogni istante di differenziabilita
t€ (0,T) vale
Atimax(t)
dt
Di conseguenza, se h : [0, T') — R & una soluzione dell’ODE

{h’(t) = b(h(t))
h(0) = tmax(0)

< b(Umax(t)).

per T < T, allora u < h in M x [0, T’). Inoltre, se a un certo istante
T € (0,T') si ha umax(t) = h(7), allora u = h in M x [0, 7|, ovvero
u(-, t) & costante nello spazio.

Corollario 3.3. Nelle stesse ipotesi, se la funzione b € nonpositiva (in
particolare se € identicamente nulla), se il massimo di # & nondecre-
scente in un intervallo temporale I C [0, T), la funzione u & costante in
M x I.

La prima parte del teorema & conseguenza del lemma seguente.
L'ultima affermazione, detta principio del massimo forte, € pitt delicata (si
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veda il libro di Landis [66] per una dimostrazione e I'ampia discussione
in [32, Capitolo 12]).

Lemma 3.4 (Hamilton’s trick). Sia u : M x (0, T) — R una funzione C!
tale che per ogni tempo f, esistano un valore § > 0 e un sottoinsieme
compatto K C M\ oM tali che per ogni istante t' € (t —4,t+6) il
massimo Umax (t') = maxp,ep u(p, t') sia raggiunto in almeno un punto
di K. Allora, umax € una funzione localmente lipschitziana in (0, T) e
per ogni istante di differenziabilita t € (0, T) si ha:

Aumax (f) _ ou(p,t)
dt ot

dove p € M & un qualsiasi punto non appartenente al bordo di M tale
che u(-, t) raggiunga il suo massimo in p.

Dimostrazione. Fissiamo t € (0,T); abbiamo § > 0 e K come nelle
ipotesi, dunque su K x (t — 6,t + ) la funzione u & lipschitziana con
una certa costante C > 0. Consideriamo un valore 0 < ¢ < ¢; allora
abbiamo

Umax(t+¢€) = u(q, t+¢) <u(q,t) +eC < umax(t) + €C,
per un qualche g € K. Quindj,

umax(t + 5) - umax(t)
&

C.

N

Analogamente,
Umax(f) = u(p,t) <u(p,t+e¢)+eC < umax(t +¢) +¢C,
per un qualche p € K. Quindi,

umax(t) - ”max(t + 5) <C Mmax(lL + 8) - umax(t)
e = €

—C.

WV

Con lo stesso argomento, considerando —4 < ¢ < 0, concludiamo
che umax € una funzione localmente lipschitziana in (0, T) e quindi
differenziabile quasi ovunque.

Supponiamo ora che ¢ sia uno di tali istanti di differenziabilita e sia p
un punto nell'insieme non vuoto

{p e M\OM [ u(p,t) = tmax(t)}.
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Per il teorema di Lagrange, per ogni 0 < ¢ < , abbiamo

u

u(p,t+e) = ulp, 1)+ 5 (1, 0)

per un qualche ¢ € (t,t +¢), quindi

0
tmax(E+€) > u(p, £+ €) = timax (£) + €57 (1, ©),

il che implica, se scegliamo € > 0,

Umax (f + €) — Umax (t) _ ou
> — .
€ = at (Pr g)

Mandando & — 0, otteniamo 1), (£) > 2% (p, t).
Se invece scegliamo —¢6 < & < 0, dalla disuguaglianza

0
umax(t + 5) = umax(t> + 88711/:(19, (:)

dividendo per ¢ (che & negativo) si inverte il verso della disuguaglianza:

Umax(t +€) — Umax(f) _ ou
< 2=
e oot (p¢)

e quando ¢ — 0, abbiamo u},, (t) < %—”t‘(p, t), da cui segue la tesi del
lemma. O

Esercizio 3.5. Quando la funzione #max non e differenziabile in ¢, si pud
dire comunque qualcosa usando la derivata superiore, ovvero il limite
superiore dei rapporti incrementali (denotata con d*). Si provi infatti

che
A Umax (t) du(p,t)

= sup
at {peMlu(pt=uman()}  OF

Possiamo dunque dire informalmente che gli operatori di sup e di

derivata superiore commutano. Lo stesso vale per inf e derivata
inferiore.

Dimostrazione del Teorema 3.2 (prima parte). Grazie al lemma precedente,
la funzione umax € localmente lipschitziana. Sia t un istante di differen-
ziabilitd per Umax. Scegliendo un qualunque punto p € M\ oM tale che
u(p,t) = tmax(t), si ha:

(= 2t

umax at

< Dgu(p,t) +81(X, Vu(p, 1)) + b(u(p, t))-
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e poiché p & un punto di massimo spaziale, Vu(p,t) = 0 e Agu(p,t) <
0, di conseguenza:

Umax (t) < b(u(p, 1)) = b(umax(t)).

Sia ora h : [0,T") — R come nelle ipotesi. Poiché umax soddisfa qua-
si ovunque ), () < b(umax(t)), definiamo per ¢ > 0, le funzioni
approssimanti f, : [0, T”) — R come le soluzioni massimali di:

he(t) = b(he(t))
he(0) = Umax(0) + ¢

E facile vedere che, poiché la funzione b e localmente lipschitziana, si ha
lim,_,0 he = h uniformemente sui compatti [0, T’ — 5] (per la dipendenza
continua dai dati iniziali, per ¢ sufficientemente piccolo, T > T" —§,
per ogni 6 > 0 fissato). Supponiamo per assurdo che per un certo
tempo positivo f si abbia umax (f) > he() e sia f > 0 I’estremo inferiore
di tali tempi (al tempo zero umax(0) = he(0) — e < he(0)). Allora
Umax () = he(t). Poniamo H(t) = he(t) — umax(t). In ogni tempo ¢ di
differenziabilita nell’intervallo (0, {], abbiamo allora

H{(t) = b(he(t)) = b(umax(t)) = —Clhe(t) — umax(t)| = —CHe(t),
dove C > 0 e una costante di Lipschitz locale per b. Allora,
(log H.Y () > —C
e integrando traO e t,

He(t)

(0 > —Ct = H(t) > H(0)e " = ee .

log

~—

In particolare, per t — f, concludiamo H(f) > ee=Ct > 0, il che
contraddice He(f) = 0. Quindi, tmax(t) < he(t) per ogni t. Mandando
e — 0, si ottiene umax () < h(t) per ogni t € [0,T'), concludendo la
dimostrazione della prima parte del teorema. O

Chiaramente, valgono risultati analoghi per il minimo di una solu-
zione di una disequazione alle derivate parziali. Inoltre, il principio del
massimo per equazioni ellittiche segue facilmente come il caso speciale
dove le quantita non dipendono dal tempo t.
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3.2 APPLICAZIONI

Vediamo alcune applicazioni del principio del massimo all’evoluzione
della curvatura durante il flusso di Ricci.

STIME SULLA CURVATURA SCALARE. La curvatura scalare R soddi-
sfa, in ogni dimensione n € N,

9:R = AR +2|Ric|®> > AR +2R?/n,

per la disuguaglianza |Ric|? > R?/n, che si ottiene applicando la disu-
guaglianza di Cauchy-Schwarz agli autovalori del tensore di Ricci.
Per il Teorema 3.2, otteniamo allora per il minimo della curvatura
scalare Rmin(t) = minyepm R(p, t),

R;nin(t) 2 2R1%nin(t)/n > 0
per quasi ogni t € [0,T). Dunque, per confronto con le soluzioni
dell’equazione differenziale ordinaria y’ = 2y?/n, abbiamo che se
Rmin(0) > 0, allora R(t) > 0 per ogni t > 0 (preservazione della curvatura
scalare nonnegativa). Inoltre, per la seconda parte del Teorema 3.2 (il
principio del massimo forte), Rmin(t) > 0 per ogni t > 0, oppure R &
identicamente nulla in M x [0, T), ovvero, se in almeno un punto di M
a tempo t = 0, la curvatura scalare e positiva, si ha R > 0 in ogni punto,
per ogni tempo positivo (preservazione della curvatura scalare positiva).
Se poi la curvatura scalare e positiva per la metrica iniziale, si ha

. Rmin(o)
Rmin(t) 2 755 03#7n’

dunque, l'intervallo massimale di esistenza del flusso [0, Tmax) soddisfa
Tmax < 1/2Rmin (O) (3-2)

Infine, se Rnin(0) < 0, si ha la stima:

STIME SULLA NORMA DEL TENSORE DI RICCI. Dall’equazione (2.10)
di evoluzione di |Ric|? in dimensione n = 3, segue

9¢|Ric|? < A|Ric|? 4 C|Ric|?,
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dove C > 0 e una costante reale. Per il Teorema 3.2, ponendo
Ric t) = max |Ric(p, t)|,
|Ric|max () p€M| (p,t)]
possiamo confrontare |Ric|2,,, con le soluzioni dell’ODE y’ = Cy%/2. Si

ottiene allora la stima, per 0 <t <s < T,

1 1
|RiC|maX(t) ‘ch|max(s)

C
< 5(5 —1).
Supponendo ora che lim sup,_, - |Ric|max(s) = +00, cioé che Ric non sia
limitato per s — T, passando al lim sup, si ha

1 C(T—t)
Riclmax(f) © 2

2/C
T—t'

cioe |Ric|max () =

per ogni t € [0,T). In altre parole, in dimensione 3, se la curvatura
non ¢ limitata al tendere di t a T, deve avere un tasso minimo di
“scoppiamento” dell’ordine di 1/(T —t).

Esercizio 3.6. Usando 1’equazione (2.6) di evoluzione del tensore di
Riemann, si mostri che in generale, si ha

0¢|Riem|*> < A|Riem|* + C,|Riem|?,

per una costante C, che dipende solo dalla dimensione n € N e
ragionando come sopra, se ne deduca 1’analoga stima dal basso

Cy
Tt

|Riem |max (£) >

se la curvatura non e limitata al tendere dit a T.
Inoltre, si provi la stima

. |Riem |max (0)
R t) < '
| lem‘max( ) < 1 — Cy|Riem|max(0)¢

per una costante C,; che dipende solo dalla dimensione n € IN e dalla
varieta iniziale (M, go).
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In questo capitolo analizziamo come evolvono le derivate covarianti
del tensore di curvatura lungo il flusso di Ricci. L'obiettivo ultimo, che
vedremo pilt avanti, € dimostrare che se il flusso esiste in un intervallo
massimale [0, T) con T < +oo, allora la norma del tensore di curvatura
deve “esplodere” avvicinandosi a T:

lim sup |Riem |max (t) = +o0.
t—=T

Introduciamo una notazione comoda per i calcoli e le stime che
seguono: se T e S sono due tensori, indichiamo con T * S una qualsiasi
combinazione lineare di tensori formati mediante contrazioni di T ® S
usando la metrica o la sua inversa.

Si mostra facilmente che vale la formula “di Leibniz”

V(T*S)=VT*S+Tx*VS. (4-1)

La proprieta pitt rilevante di questo prodotto—* per i nostri scopi, € che
si ha la stima

TS| <C|T[[S],

con una costante C € R che dipende solo dalla “struttura algebrica”
della combinazione lineare e dalla scelta delle contrazioni.

Dimostriamo un lemma generale sull’evoluzione della derivata co-
variante di un tensore che soddisfa un’equazione di tipo calore (di
reazione—diffusione).

Lemma 4.1. Sia A(t) una famiglia di tensori che evolve secondo 1'equa-
zione

0tA =AA+B,

dove A & il laplaciano associato alla metrica g(t) che evolve col flusso
di Ricci e B @ un tensore. Allora,

VA = AVA 4+ VRiem x* A + Riem « VA + VB.
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Dimostrazione. Calcoliamo l’evoluzione di V A in coordinate locali. Si
ha

) .. 909 .. Q.. Q...
VAL =5 (A - Tyl - Thal -

ot k- T oF \ O
0 pAPg- q plp..
+ T AR+ T, AR+ )
£... Q...
_ 0 M AT ) -
T ox; ot Ut T Tof Tske T
9AFT It
¢ ke P API
+T5, o T T A+
4... Y}
_ V'aA]’k... _ aIﬂzs'j Aﬁq... et arip qu... +enn
"ot ot sk ot = k-

e ricordando la formula (2.3) per I'evoluzione dei simboli di Christoffel,
che puo essere scritta come

oT;
—— = VRicx g,

ot g
abbiamo la seguente formula di commutazione delle derivate covariante
e temporale:

0tVA = VotA + VRic x A. (4-2)
Sostituendo l'ipotesi 9;A = AA + B, otteniamo
VA =V(AA+ B)+ VRicx A = VAA + VB + VRic x A.

Dobbiamo ora commutare la derivata covariante con il laplaciano. Os-
serviamo che la formula per l'interscambio di due derivate covarianti
di un tensore T, calcolata nella Sezione 1.2, puo essere espressa come

ViV,T.: = V;V,T" = (Riem = T);;"
dunque,
ViViV A =V,;V;V} A + (Riem * VA);]";(M
=V;(VkViAL + (Riem x A)y ) + (Riem* VA)
=V;ViViAL + (VRiem x A)i5 + (Riem * VA) 5
dove abbiamo utilizzato la formula (4.1). Contraendo con gjk, si ottiene
la formula di interscambio tra derivata covariante e laplaciano:

VAA = AV A + VRiem * A 4+ Riem x V A. (4.3)
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Infine, osserviamo che VRic * A = VRiem * A e concludiamo che

dtVA =VAA+ VB + VRicx A
=AVA+ VRiem x A+ Riem* VA + VB + VRicx A
=AVA + VRiem * A + Riem * VA + VB.

4.1 EVOLUZIONE DELLE DERIVATE DEL TENSORE DI RIEMANN

Applicando iterativamente il Lemma 4.1 all’equazione di evoluzione
del tensore di Riemann, otteniamo la seguente proposizione.

Proposizione 4.2. Per ogni k € IN, la derivata covariante k—esima del
tensore di Riemann soddisfa un’equazione di evoluzione della forma:

9;VFRiem = AVFRiem + Z ViRiem * V/Riem.
i+j=k

Dimostrazione. Procediamo per induzione su k € IN. Per k = 0, l'affer-
mazione é I'equazione (2.6) di evoluzione del tensore di Riemann che
puo chiaramente essere scritta come

JtRiem = ARiem + Riem * Riem.

Supponiamo dunque la formula vera per k € IN e applichiamo la
formula (4.2) di commutazione delle derivate covariante e temporale
con A = V¥Riem:

9;V*"'Riem = 9,V (V*Riem) = V9;(V*Riem) + VRic  V*Riem.

Allora, per l'ipotesi induttiva,
9 V¥ 1Riem = V (AVkRiem + ) ViRiem * VjRiem>
i+j=k
+ VRic * VFRiem
=VAV*Riem + Y V'*'Riem * V/Riem
i+j=k
+ ) V'Riem * V/*!Riem
i+j=k
+ VRiem * V*Riem
=VAV'Riem+ Y V'Riem * V"Riem
l+m=k+1
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dove abbiamo usato la “regola di Leibniz” per il prodotto—* e il fatto
che VRic * VFRiem & della forma VRiem * V¥Riem.

Applicando poi la formula (4.3) di interscambio tra derivata covariante
e laplaciano, otteniamo

VAV*Riem = AV¥*!Riem + VRiem * V¥Riem + Riem * V¥*!Riem
e sostituendo nella formula sopra, concludiamo

atvk+1Riem _ AkarlRiem + Z VZRjem * VmRiem,
l+m=k+1

da cui la tesi, per induzione. O

Da questa proposizione possiamo dedurre la struttura delle equa-
zioni di evoluzione per le norme quadratiche delle derivate del tensore
di curvatura.

Corollario 4.3. Per ogni k € IN, vale la seguente equazione di evoluzio-
ne:

¢V Riem|? = A|V¥Riem|? — 2| V**1Riem|?.
+ Z ViRiem * V/Riem % V¥Riem. (4-2)
i+j=k

Dimostrazione. La derivata temporale della norma al quadrato di un
tensore T che dipende dal tempo, si pud esprimere schematicamente
come

0| T|* = 2g(T, T) + 9rg+ T+ T.

Nel nostro caso, T = V*Riem, dunque sostituendo le equazioni di
evoluzione per VFKRiem e per la metrica (e la sua inversa), otteniamo

9t| VFRiem|? = 2g (AVkRiem + ) ViRiem * V/Riem, VkRiem>
i+j—k
+ Ric * VFRiem % V¥Riem
= 2¢(AV*Riem, V¥Riem)
+ 2 ViRiem * V/Riem * V¥ Riem,
i+j=k

dove abbiamo “assorbito” il termine con Ric nella sommatoria generale,
essendo Ric una contrazione di Riem.
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Usando infine la seguente identita generale per il laplaciano della norma
al quadrato di un tensore,

A|T|? = 2¢(AT, T) +2|VT)?,
si ha la tesi. O

Per mezzo di queste equazioni di evoluzione, possiamo ottenere
delle stime sull’evoluzione degli integrali quadratici delle derivate del
tensore di Riemann, se la varieta M é compatta.

Proposizione 4.4. Sia (M, g(t)) una soluzione del flusso di Ricci su una
varieta compatta. Allora, per ogni k € IN si ha la disuguaglianza

d
7/ |VFRiem|? dV, +2/ |VE 1 Riem |2 dV,
dt Jm M
<Cr Y. [ |V'Riem||V/Riem||V*Riem|dV,,
i+j=k’M

dove Cj & una costante che dipende solo dalla dimensione n € IN e
dall’ordine k.

Dimostrazione. Usando 1’equazione (4.4), calcoliamo la derivata tempo-
rale dell’integrale di |V*Riem|?, ricordando che la forma di volume
evolve come 0;dVy = —RdVg:

4 / |VFRiem|? dV, = / 3| V*Riem|* dV, + / |VFRiem|? 9;dV,
dt Jm M M
:/ (A|VkRiem]2—2|VkHRiem|2
M

+ Z ViRiem * V/Riem * VkRiem) dVg
i+j=k

— / R|V*Riem|? dV.
M

Per il teorema della divergenza, I'integrale del laplaciano A|V*Riem|?
€ nullo su una varieta compatta e il termine con la curvatura scalare
R pud essere assorbito nella sommatoria generale dei termini di rea-
zione (essendo R una traccia di Riem). Portando il termine negativo
—2|Vk+IRiem|? a sinistra e stimando i termini nonlineari con la disu-
guaglianza |T * S| < C|T||S|, otteniamo allora la stima nell’enunciato
della proposizione. O

39



40

EVOLUZIONE DELLE DERIVATE DELLA CURVATURA

Da questa proposizione, possiamo ottenere stime puntuali sulle
derivate del tensore di Riemann usando il principio del massimo, se la
varieta n—dimensionale M & compatta.

L’equazione (4.4) implica infatti, per le proprieta del prodotto—x, per
ogni k € IN,

9|V¥ Riem|? < A|V*Riem[* + C ) |V'Riem||V/Riem| |V*Riem|

i+j=k
< A|VFRiem|? + C; Y |V'Riem|* |V/Riem|* + Cp|V Riem|?,
i+=k
ij<k

con due costanti C;, C, dipendenti solo da k e 1 e dove abbiamo utiliz-
zato la disuguaglianza tra media geometrica e media quadratica.
Se dunque supponiamo che per ogni i < k, VRiem sia uniformemente
limitato nell’intervallo [0, T), allora esiste una costante C tale che

9t VFRiem|?> < A|V*Riem|? + C|VFRiem|? + C,

per ogni t € [0, T). Quindi, per il principio del massimo, Teorema 3.2,
ponendo

max

ue(t) = |VFRiem %, (f) = maz\jl<|VkRiem(p,t)|2,
pe

si ha la disuguaglianza differenziale lineare (non omogenea)
u§< < Cup+C,

che implica che anche V¥Riem & uniformemente limitato nell’intervallo
[0, T) (in dipendenza da |V¥Riem|max al tempo iniziale).

Usando questo argomento come passo induttivo, si ottiene allora la
seguente conclusione.

Proposizione 4.5. Se il tensore di Riemann & uniformemente limitato
nell’intervallo [0, T), anche tutte le sue derivate (spaziali) lo sono. Piu
precisamente, se |Riem| < C, si ha |VkRiem| < Gy, dove le costanti Cy
dipendono solo dalla metrica iniziale, dalla dimensione e dalla costante
Co.

Nelle prossime sezioni, vedremo come riottenere questo risultato
attraverso stime integrali che seguono da disuguaglianze di interpolazio-
ne del tipo di Gagliardo—Nirenberg per tensori su varieta riemanniane.
Oltre a fornire una linea dimostrativa alternativa, vari risultati e tecni-
che che seguiranno si applicano in generale ai flussi geometrici, non
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soltanto al flusso di Ricci, in particolare ai flussi di ordine piu alto di
due, dove il principio del massimo non e disponibile. Inoltre, le disu-
guaglianze integrali che otterremo saranno invarianti per riscalamento,
proprieta che & fondamentale nello studio delle singolarita del flusso.

4.2 DISUGUAGLIANZE DI INTERPOLAZIONE PER TENSORI

In questa sezione deriviamo alcune disuguaglianze che permettono di
stimare le norme L? delle derivate di ordine intermedio di un tensore
in termini delle norme delle derivate di ordine superiore e del tensore
stesso (genericamente, queste sono dette disuguaglianze di interpola-
zione e nel caso “classico” di R", di Gagliardo—Nirenberg — si veda [19],
per esempio). Queste stime saranno cruciali per controllare i termini
nonlineari che appaiono nell’equazione di evoluzione della curvatura.

Sottolineiamo che le costanti che appaiono nelle varie disuguaglian-
ze (Sobolev, Poincaré, interpolazione, etc) che si usano regolarmente
per ottenere stime per i flussi geometrici, in genere dipendono dalla
varieta (dalle sue proprieta/quantita geometriche associate, come la
curvatura, per esempio), dunque prima di utilizzarle va assolutamente
mostrato che tali costanti rimangono equilimitate durante il flusso (per
esempio, se nello stimare la curvatura usiamo una disuguaglianza la
cui costante dipende dalla curvatura stessa, rischiamo di cadere in un
circolo vizioso).

In alcuni casi, come quelli che vedremo in questa sezione, tali costan-
ti sono “universali” (in un certo senso, “algebriche”), indipendenti dalla
varieta, dunque, le disuguaglianze associate potranno essere utilizzate
direttamente. In altri casi, va sviluppata un’analisi preliminare del loro
comportamento (si veda [68, Sezione 5], per esempio).

Proposizione 4.6. Sia (M, g) una varieta Riemanniana compatta e senza
bordo, di dimensione n € IN. Se
1 1 1
4 ==
p q9 T

con p,q,r > 1, allora

1/r 1/p 1/q
(/ |VT2’dVg> <(2r—2+n)(/ |v2T|PdVg> (/ |T|‘7dVg>
M M M

per ogni tensore T su M.
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Dimostrazione. Vediamo nel dettaglio il caso in cui T & una 1-forma, il
caso generale ¢ solo pili elaborato, ma con gli stessi calcoli.
Usando la formula di integrazione per parti (1.4), abbiamo

/M|VT|2’dVg:/MViTle-ng(VT,VT)r’ldvg
- —/}\/II}Vi(Ving(VT,VT)r’l)dVg
= —/ TAT/ VT2 dV,
M
—/Z\AI"J-Vin[Z(r—1)]VinTngT€|VT|2r*4

e osservando che, per la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz e quella
tra media aritmetica e quadratica,

IT,ATI| < |T|IAT)
‘ijiijivagvaq |VT|2774

n|T||V2T|,
I T||V2T||[VT|VT[¥ 4,

NN

concludiamo
/M|VT|2’dvg<(2r—z+n)/M|T||V2T||VT|2HdVg.

Usiamo ora la disuguaglianza di Holder per stimare l'integrale a destra
con

1/q 1/p . (r=1)/r
(/ ]quVg> (/ |V2T|7"dVg> (/ |V T 271 dvg) ,
M M M

in quanto
1 1 1 1 1 r—1 1 1 1
ot ——===4+-+ =—+--—-+1=1,
p g r/r=1) p g r poq

per l'ipotesi su p, g, r. Quindi

/M IVT[* dV,

€ minore o uguale di

1/q 1/p 1-1/r
(2r—2+n)</ |T|qug> (/ v2T|PdVg) </ |VT|2’dVg>
M M M

da cui si ha la tesi, dividendo per l'ultimo integrale (se & zero la tesi e
ovvia). O



4.3 STIME UNIFORMI SULLE DERIVATE DELLA CURVATURA

Osservazione 4.7. Sottolineiamo il caso speciale p =g=2er =1,

1/2 1/2
/M|VT|2dVg<n</M|VZT|2dVg) (/M|T2dVg> . (45)

Ponendo g = +co (o0 pil1 precisamente, mandando g — +0), si ha
r = p, da cui il seguente corollario.

Corollario 4.8. Se p > 1, si ha

1/p
(/ |VT|2PdVg> <(2p2+n)max|T|(/ |v2T|Pdvg)
M M M
(4.6)

Ragionando per induzione, usando le disuguaglianze (4.5) e (4.6)
come caso iniziale, si ottengono allora facilmente le seguenti due
proposizioni (le si mostri per esercizio, oppure si veda [50, Sezione 12]).

1/p

Proposizione 4.9. Sia (M, g) una varietd Riemanniana compatta e senza
bordo, di dimensione n € IN. Allora, per ogni k € IN, esiste una costante
C = C(k,n) dipendente solo dalla dimensione e k (indipendente da
(M, g)) tale che per ogni i € {0,...,k}, si ha

i/k 1-i/k
/ VTPV, < C(k,n)(/ |va2dvg> </ |T|2dVg> .
M M M

Proposizione 4.10. Sia (M, g) una varieta Riemanniana compatta e
senza bordo, di dimensione n € IN. Allora, per ogni k € IN, esi-
ste una costante C = C(k,n) dipendente solo dalla dimensione e k
(indipendente da (M, g)) tale che per ognii € {1,...,k}, siha

/ [VIT|* /1 dVy < C(k, n) max | T[>/ / VTRV (47)
M M M

4.3 STIME UNIFORMI SULLE DERIVATE DELLA CURVATURA

Utilizzando le disuguaglianze di interpolazione appena dimostrate,
possiamo ottenere delle stime per le derivate (spaziali) del tensore di
Riemann.

Supponiamo che per un flusso di Ricci (M, ¢(t)) nell'intervallo [0, T),
la curvatura sia uniformemente limitata, ovvero esista una costante
K < +o0 tale che:

sup max [Riem(p,t)| < K.
tefo,T) PEM
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Vogliamo mostrare che allora anche tutte le derivate covarianti sono
limitate in norma L? (si tenga presente la Proposizione 4.5).

Riprendiamo la disuguaglianza differenziale che si ottiene dalla
Proposizione 4.4:

%/ |VFRiem[*dV, < C; ) / |V'Riem| | V/Riem| | VFRiem| d Vg,
M M

i+j=k
(4.8)
per ogni k € N, dove Cj, & una costante che dipende solo dalla dimen-
sione n € IN di M e dall’ordine k.
Vogliamo stimare il membro destro

Y / |V'Riem| | V/Riem| | V¥Riem| dV,,
i+j=k/M

dove osserviamo innanzitutto che per i due termini corrispondenti a

(i,j) = (0,k) e (i,j) = (k,0), usando l'ipotesi |Riem| < K, abbiamo
immediatamente, se (i,j) = (0,k),

/ |Riem| |VkRiem\2qu < max|Riem|/ |VkRiem|2dVg
M M M
< K/ |VFRiem|? dV,
M

e analogamente per il termine simmetrico con (i, j) = (k,0). Pertanto,
resta da stimare soltanto la somma sui termini con 1 < i,j < k —1, per
i quali possiamo applicare la disuguaglianza di Holder con esponenti
coniugati 2k/i, 2k/j e 2, che soddisfano

=1

N~

i,
2k 2k

Poiché i+ j = k, stimiamo ogni termine nel membro destro della
disuguaglianza (4.8) con

i/2k
c(/ |V1Riem|2k/’dVg> (/ V]Riem|2k/]dVg>
M M

1/2
: </M |VkRiem|2dVg> (4-9)

/2
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e poi applichiamo le disuguaglianze di interpolazione (4.7) ai primi due
integrali:
i/2k

i/2k
(/ |VRiem |/ dVg> < Cn}&x |Riem|' /¥ </ |VkRiem2dVg)
M M

4 N7 ' j/2k
(/ |V7Riem|2k/]dVg> < Cm}&x |Riem|'~//* (/ |VkRiem|2dVg>
M M

ottenendo che il prodotto (4.9) € minore o uguale di

o i/2k+j/2k+1/2
Cmax |Riem| 2-i/k=j/k (/ | V¥Riem dvg)
M

:Cmax|Riem\/ |VkRiem|2dVg,
M M

essendo i +j = k.
Dunque, concludiamo che nell’ipotesi che |Riem| < K, si ha

i/ |VFRiem|? dV, < c/ |VF¥Riem|? dV,
at Jm M
per ogni k € IN, dove C & una costante che dipende solo da k, dalla

dimensione n € IN di M e dalla costante K.

Osservazione 4.11. Piil precisamente, non tralasciando il termine 2 [, |VK+1Riem |2 d Ve
nella disuguaglianza della Proposizione 4.4, si ha

%/ |VFRiem|? dV, < —2/ |VEH 1 Riem |? dV,
M M
+Cmﬁx|Riem|/ |V¥Riem|* d V. (4.10)
M

Ponendo u(t) = [,,|V*Riem|?dVy, si ha la disuguaglianza diffe-
renziale lineare u () < Cuy(t) che implica che la funzione uy, cioe
Ju | VFRiem|2 dV,, & limitata in [0, T) per ogni k € N (in dipendenza
da [y, |V*Riem|? dV; al tempo iniziale).

Usando poi le disuguaglianze d’interpolazione date dalla Proposi-
zione 4.10 e osservando che il volume di (M, g(f)) & uniformemente
limitato in [0, T), si ottiene facilmente che per ogni p > 2 esiste una
costante C, s , indipendente da ¢ € [0, T) tale che:

/M |V¥Riem|P dVy < Cp -
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Quando allora p > n, vorremmo concludere, utilizzando le immersioni
di Sobolev (si veda [3]), che si ha la stima puntuale

|V¥Riem| < C(k, n)

con una costante C(k, 1) indipendente da t € [0, T).
Per poter fare questo & necessario che le metriche siano tutte equivalenti,
al variare di t € [0, T) (sempre sotto l'ipotesi che |Riem| sia limitato).

Lemma 4.12. Sia g(f) una famiglia di metriche definita per t € [0, T),
con T eventualmente uguale a 4-00. Supponiamo che

T
/0 max 0¢8]y dt < C < 0.

Allora tutte le metriche g(t) sono equivalenti tra loro, ovvero esiste una
costante A > 0 tale che per ogni vettore v € TM e per ogni t,s € [0,T),
si ha .

Z‘v|g( ‘U|g () = A|U|g

Inoltre, la metrica g(t) converge uniformemente, per t — T, a una me-
trica limite ¢(T) continua e definita positiva, nel senso che in ogni carta
locale, le componenti g;j(#) convergono uniformemente sui compatti a

gii(T).
Dimostrazione. Sia v € T, M un vettore fissato non nullo (indipendente

dal tempo). Calcoliamo la derivata temporale della sua norma al
quadrato rispetto alla metrica che evolve,

—[o2 ) = 3 (ii(H)0'0)) = 0rgij (t)v'0!
) T dt

e stimiamo questa quantita, come segue:

d
'alt'”'ﬁ(t) < [argln ol

Dividendo per ||?,,,, otteniamo

g(t)

d
77108 03| < 19tglgee

e integrando in un intervallo [s, 7] C [0, T), concludiamo

/ ‘ log|v|g(t

;
< / |atg|g(t) dt < C < +oo,
S

2
‘v| 2(s)
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perogni 0 < s < r < T. Quindi,

e CNol3 ) < [ol3) <SPl (4-11)

il che dimostra I'equivalenza delle metriche. Inoltre, fissato un compatto
K C TM, da questa stima segue che esiste una costante Cg > 0 tale che
|v|g(t < Ck per ogni v € K e per ogni t € [0,T), dunque

1o v|?,,, dt
[ e dr< [ sty o

QCK/ |atg|g(t) dt < CxC < +o0,
s

2 2
150y — olg)| <

perogni 0 <s <r <T.

Questo argomento implica che le funzioni v — |v| 2, (1) SONO uNa succes-
sione di Cauchy in norma uniforme su ogni compatto di TM, garan-
tendo l'esistenza, per t — T, di una funzione limite | - | ¢(1) (che € una
norma su tutti gli spazi tangenti di M) delle norme |- [4(;), per t — T,
che soddisfa anch’essa le disuguaglianze (4.11), cioeé & una norma equi-
valente a tutte le | - |4, per ogni t € [0, T).

Utilizzando poi l'identita di polarizzazione, cioé che per ogni coppia di
vettori v, w € TyM, si ha

s w) = 3 (Jo+wly ~lo—wly),

abbiamo che anche tutti i prodotti scalari g(t)(v, w) convergono, per
t — T e determinano un tensore limite g(T) di tipo (0,2) che genera la
norma | - | (1), dunque & definito positivo ed € quindi una metrica su
M (equivalente a tutte le metriche g(t)).

Inoltre, segue che in una qualunque carta locale, le componenti g;;(t)
convergono uniformemente sui compatti a g;;(T), quindi g(T) & una
metrica continua. O

Osservazione 4.13. Sottolineiamo che in generale la metrica limite g(T)
in questo lemma potrebbe non essere C*°, ma soltanto continua.

Nel caso specifico del flusso di Ricci, si ha d;g = —2Ric e se dunque
assumiamo che la curvatura sia limitata nell’intervallo [0, T), allora
anche il tensore di Ricci e limitato, di conseguenza,

T T T
/ max [orgly dt:Z/ IRic|max (£) dt<2/ Cdt = 2CT < oo,
0 0 0
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La condizione del lemma ¢ quindi soddisfatta e questo dimostra che se
la curvatura rimane limitata, la metrica converge a una metrica limite
<(T) ben—definita.

Ritornando alle stime, sappiamo che se la curvatura e limitata,
abbiamo

/M |V*Riem|P dVg < Cp

per delle costanti C(p, k, n) indipendenti da t € [0, T).
Ponendo dunque E; = |V¥Riem|?, per ogni p < +o00, abbiamo le stime

/M (Exl? + | VEP)dVg < Cppn,

poiché anche VE; puo essere espresso in termini del tensore di Riemann
e delle sue derivate covarianti.

Essendo Ej una funzione, per la disuguaglianza di Sobolev, se p > n e
f:M—1IR,siha

max 7 < C1 [ (IF7 + V) v,
M M

con la costante C; che dipende dalla metrica g;;(f) e quindi dal tempo
t, ma non dalle derivate spaziali delle componenti g;;(¢), poiché la me-

trica entra nell’espressione a destra solo attraverso |V f|? = ¢'/V,fV if
e la misura dVy = ,/detg;jdx, inoltre, la derivata V;f = of /ox' &
indipendente dalla connessione. Quindi, per le funzioni, le costanti di
Sobolev C; sono uniformemente limitate per ogni t € [O, T), essendo
le metriche tutte equivalenti, per il Lemma 4.12. Applicando dunque
questa disuguaglianza alla funzione Ej, riotteniamo la conclusione della
Proposizione 4.5.

Proposizione 4.14. Se il tensore di Riemann & uniformemente limitato
nell’intervallo [0, T), anche tutte le sue derivate (spaziali) lo sono. Pit1
precisamente, se |Riem| < Cy, si ha |V*Riem| < Cy, dove le costanti Cy
dipendono solo dalla metrica iniziale, dalla dimensione e dalla costante
Co.

Inoltre, tutte le metriche g(t), per t € [0, T), sono equivalenti e conver-
gono uniformemente (nelle componenti in ogni carta locale), per t — T,
a una metrica limite equivalente g(T) di classe C°.
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Supponendo la curvatura uniformemente limitata durante il flusso
di Ricci g(t) su una varieta compatta M nell’intervallo [0, T), abbiamo
visto che tutte le derivate del tensore di Riemann sono anch’esse limitate,
tutte le metriche g(t) sono equivalenti e g;;(t) — &;i(T), pert — T.
Abbiamo dunque che

|Vkarg| = | — 2V*Ric| < C|V*Riem| < C
e analogamente, per i simboli di Christoffel, dalla formula (2.3), segue
|Vka,T'| < 3|VFVRic| < C|VF1Riem| < C,

per ogni k € IN.

Con un argomento per induzione, possiamo dimostrare la seguente
formula (dove evitiamo di indicare gli indici) che mette in relazione le
derivate covarianti iterate e le derivate in coordinate di un tensore S,

k . 4
vks=aks+ ) Y T TS,
i=1 ji4-+jim<k—1

Ponendo S = d¢I in questa formula e ragionando sempre per induzione,

segue che
00" T | = [Ty <C = o' < C,

per delle costanti indipendenti da t € [0,T). Dunque, per mezzo di

tale formula, concludiamo che controllare le derivate covarianti di un

tensore & equivalente a controllarne quelle in coordinate.

Questo vale in particolare per il tensore metrico, dunque ]8" gij‘ <C

Poiché poi

|0y ok gij| = [0%0"g;i| = | — 20%9" ' Ricy;| < C|VF9)" 'Ricy;]

e si vede facilmente che a't"_lRici]-, per mezzo delle equazioni di evo-
luzione per il tensore di curvatura e per le sue derivate covarianti, si
scrive come un’espressione in tali derivate covarianti (fino all’ordine
2m — 2), si ha [9}"9*g;;| < C.

Dunque, tutte le derivate spaziali e temporali in coordinate della metri-
ca che evolve sono equilimitate, indipendentemente da t € [0, T). Per
il teorema di Ascoli-Arzela (con un’argomento diagonale standard),
questo implica che le funzioni g;;(f) convergono a g;;(T) in C* sui
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compatti di ogni carta locale, quindi (M, g(T)) & ancora una varieta C*
e 'equazione 0;g;; = —2Ric;; & soddisfatta nell’intervallo [0, T].
Possiamo allora “far ripartire” il flusso col dato iniziale ¢(T'), per mezzo
del teorema di esistenza per tempi piccoli (Teorema 2.2), ottenendo un
“prolungamento” C* del flusso oltre il tempo T, da cui T non puo essere
il tempo massimale di esistenza.

In conclusione, ricordando il risultato dell’Esercizio 3.6, abbiamo il
seguente teorema.

Teorema 4.15. Se T < 400 & il tempo massimale di esistenza di un
flusso di Ricci su una varieta compatta M, allora la curvatura non e
limitata in [0, T) e

2/Cy

Tt

per una costante C,, che dipende solo dalla dimensione n € IN di M.

|Riem|max () >

Osservazione 4.16. In dimensione 3, si ha |Riem| < C|Ric| per una
costante C (segue dalla formula (1.12)), quindi nel teorema precedente
possiamo sostituire Riem con Ric. In dimensione 2, la stessa conclusione
vale con la curvatura scalare.

4.5 LE STIME DI BERNSTEIN-BANDO—-SHI

Una delle proprieta fondamentali delle equazioni (strettamente) pa-
raboliche e l'effetto di “regolarizzazione istantanea”: anche se il dato
iniziale non & regolare, per ogni tempo positivo la soluzione diventa
C* (analitica). Nel caso del flusso di Ricci, in cui l’operatore & para-
bolico degenere (a causa dell'invarianza per diffeomorfismi — si veda
I'appendice), questa conclusione & pil1 delicata.

Teorema 4.17 (Bando [9]). Se (M, g(t)) € una soluzione del flusso di
Ricci su una varieta compatta, esiste un atlante compatibile con la
struttura C* di M, tale che nelle coordinate date da ogni carta di tale
atlante (che sono coordinate armoniche — si veda [84]), le componenti
della metrica sono funzioni analitiche nello spazio e nel tempo, per ogni
t>0.

L'ingrediente principale per ottenere questo risultato & mostrare che
in tali coordinate, se la curvatura & limitata, anche senza richiedere un
controllo sulle derivate della curvatura al tempo ¢t = 0 (come invece
abbiamo assunto nelle sezioni precedenti), il flusso “produce” comun-
que una soluzione C* (analitica), in quanto tutte tali derivate sono
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automaticamente controllate, per ogni tempo ¢ > 0 nell’intervallo di
esistenza del flusso. Questo si ottiene per mezzo di stime che sono note
come “stime di Bernstein—-Bando-Shi”.

L’idea, che risale al lavoro di Bernstein sulle equazioni ellittiche e che &
stata adattata al flusso di Ricci da Bando e Shi, consiste nell’applicare il
principio del massimo a opportune quantita che combinano la norma
della curvatura e delle sue derivate. Bando in [9] e stato il primo a
introdurre questa tecnica, nel caso di una varieta compatta, mentre Shi
in [88, 89] ha esteso i risultati anche a varieta soltanto complete.

Queste stime saranno poi rilevanti anche per il metodo di blow—up,
allo scopo di studiare la formazione di singolarita durante il flusso.

Teorema 4.18 (Stime di Bernstein-Bando-Shi). Sia (M, g()) una so-
luzione del flusso di Ricci su una varieta compatta n—dimensionale,
nell’intervallo [0, T). Supponiamo che esista una costante Cp > 0 tale
che

|Riem(p, t)| < Co

per ogni (p,t) € M x [0, T). Allora, per ogni k € IN, esiste una costante
Ci che dipende solo da n, T e Cy, tale che

|V Riem(p, t)[?> < Ci/tF,
per ogni (p,t) € M x (0, T).
Dimostrazione. Dimostriamo il caso k = 1 in dettaglio; il caso generale
segue per induzione con una scelta simile delle funzioni test.

Ricordiamo le equazioni di evoluzione per le norme al quadrato di
Riem e VRiem. Per il Corollario 4.3, abbiamo:

(3¢ — A)|Riem|? < —2|VRiem|? + co|Riem|*> <—2|VRiem|* + coC3,
(9; — A)|VRiem|? < Cp|Riem||VRiem|? < ¢;Co| VRiem|?,

per due costanti ¢g e ¢; che dipendono solo dalla dimensione n € IN e
dove abbiamo usato la stima su |Riem|.
Consideriamo ora la funzione

Fi(p, t) = t|VRiem(p, t‘)|2 + a|Riem(p, t)|2,
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dove & € una costante positiva che sceglieremo in seguito e calcoliamo
I'equazione di evoluzione di Fi:

(0; — A)Fy = |VRiem|? 4 t(9; — A)| VRiem|? + a(9; — A)|Riem |?
< |VRiem|? + te; Co| VRiem |* + a(—2| VRiem|* + ¢oC3)
= (1+¢1Cot — 2a)|VRiem|* + acoC3
< (1+¢1CoT — 2a)| VRiem|? + acoC}.

Se dunque scegliamo a« = 1+ c;CyT, abbiamo che
(0t —A)F, < C(n,Cy,T)

e applicando il principio del massimo, concludiamo che in M x (0, T),
si ha

Fi(p,t) < maxFy(p,0)+ C(n,Cy, T)T
pEM
= amax |[Riem(p,0)|> + C(n,Co, T)T
peEM

<aCl+C(n,Cy, T)T = Cy(n, Co, T).
Dunque, per ogni (p,t) € M x [0,T), si ha
t|VRiem|?(p, t) < Fy(p, t) < Ci(n,Co, T)

e dividendo per t > 0, otteniamo |VRiem\2 < Cy/t, che e quanto
volevamo dimostrare, per k = 1.

Per il caso generale k > 1, si procede per induzione definendo la
funzione

Fe(t) = t*|VFRiem|? + ay_1 571 VF"'Riem|? + - - - + ag|Riem|?

e scegliendo (iterativamente) in modo appropriato delle costanti positive
®g, &1, ..., &1, nonché utilizzando le stime ottenute ai passi precedenti
(si mostrino i dettagli per esercizio). O

Ovviamente, questo teorema fornisce un’altra dimostrazione della
Proposizione 4.5.
Esercizio 4.19. Si applichi questa analisi alle soluzioni dell’equazione
del calore standard in R" x IR,

atu = Au,

con dato iniziale “periodico” cioe tale che u(x + Aze;, 0) = u(x,0), per
ogni x € R", con Ay,..., A, € Reey,..., e, una base di R".

Si deducano delle stime di decadimento, quando t — +oo, per le
derivate spaziali di u.
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In questo capitolo mostriamo la seguente versione “geometrica”, svi-
luppata da Hamilton in [50], del principio del massimo, che si applica
all’evoluzione di tensori simmetrici.

Teorema 5.1 (Principio del massimo di Hamilton per tensori). Sia g(t)
una metrica su una varieta n-dimensionale compatta che evolve in
modo C%, per t € [0,T]. Sia L un tensore simmetrico di tipo (0,2),
dipendente dal tempo che soddisfa in coordinate locali, l'equazione di
evoluzione:

dtLij = ALjj + X*VL;; + Ny (L, 8), (5.1)

dove X* & un campo vettoriale dipendente dal tempo e N(-,¢) = P(, g)
e un tensore di tipo (0,2), polinomiale nel suo argomento e nella
metrica, che soddisfa la seguente condizione, detta di autovalore nullo: se
v € Tp,M & un autovettore nullo di Z in un punto (po, tg) € M x [0, T],
cioev #0e Zij(po, to)vl =0, perognii€ {1,...,n},siha

N;i(Z,8)(po, to)o'v’ > 0.

Allora, se L;j(p,0) > 0 per ogni p € M (cio¢ L al tempo t = 0 &
semidefinito positivo in ogni punto), allora L;;(p,t) > 0 per ogni t €
[0, T].

Osservazione 5.2. Euristicamente, la condizione di autovalore nullo
dice che il termine di reazione Nj;(L, g) nell’equazione (sistema para-
bolico di equazioni) di evoluzione (5.1), “non spinge in basso” nelle
direzioni in cui L & nullo.

Sottolineiamo inoltre che & una condizione sul polinomio P, non sul
tensore L.

Dimostrazione. Consideriamo il tensore perturbato

Lj = Lij+e(0+t)gij,
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dove ¢ > 0 e § > 0 ¢ una costante piccola che sceglieremo in seguito.
Allora chiaramente, Ll-j > (0 al tempo t = 0.

Calcoliamo I’evoluzione di Zij:
atii]- = atL,'j +egij + 8((5 + t)atg,’j
= ALij+ X*ViLij + Nij(L, g) + €gij + £(5 + )91 gij
=ALjj + X*ViLij + Nij(L,g) + ¢gij + e(0 + )digij.  (5.2)

Supponiamo per assurdo che esista un “primo” tempo 6 € (0,9) in
cui L;; ha un autovettore nullo v € Tp)M in un punto py (tale “primo”

tempo esiste in quanto M e compatta), cioe Eij( po,0)v/ = 0 e definiamo
la funzione scalare

f(p,t) = Lij(p, )7 (p)o (p),

estendendo il vettore v € Tp,M a un campo vettoriale p — v(p) di
classe C* su tutta M, tale che

Ve0)?(Po) = Vg 0(po) =0

(si mostri per esercizio che si puo fare).
Poiché L & semidefinito positivo in M x [0, 0], la funzione p — f(p,0)
ha minimo uguale a zero in pg e deve essere 9;f(po, 0) < 0, dunque

0= Vg(e)f(po, 9) = VZ,-]-(po, 9)vivj,
0 < Ag(e)f(po,0) = ALij(po, 6)0'0,
0 >0:f(po, 0) = 0:Lij(po, 0)0'0, (5:3)

per come abbiamo costruito il campo p — v(p).
Allora, se |0:gii(p,t)| < C per ogni (p,t) € M x [0, T], nel punto (po, )
abbiamo, per l'equazione (5.2),

dtf = dLijv'o) = (ALyj + XFViLi; + Nyj + egij + e(0 + £)01g;) 0’0/
> Af + XV f + Nijo'v) +¢o|* — Ce( + 0) [v]?
> Nijvivj +¢(1—2Cé)|v|?
> Nijo'dl +e[o]?/2, (5-4)
se 0 < 1/4C (ricordiamo che 0 < 6 < ).

Se consideriamo N =P (Z, <), per la condizione di autovalore nullo,
poiché L;;(po,0)v'v/ = 0, abbiamo
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inoltre, essendo P polinomiale,
N = N|=|P(L,g) - P(L,g)| < CIL — L|=[Ce(s + t)|g| = Ce(s + £) v,

in M x [0, T], per una costante C > 0 (indipendente da (p,t) € M x
[0, T]), quindi,
IN — N| < 2Cy/neé

in M x [0,9).
Allora, concludiamo che in (pg, 0), si ha

N;jo'v) > Nyjv'v/ — 2C/ned|v|* > —2C/ned|o|?,
quindi, dalla disuguaglianza (5.4), segue
otf = —2Cy/ned|v|* +elo|?/2 = e(1/2 — 2Cy/nd) |v|?.

Dunque, scegliendo inizialmente § > 0 sufficientemente piccolo, tale che
6 < 1/4maxy, (o 1) |9tgij| € & < 1/4C/n, abbiamo che 9:f(po, 6) > 0
(ricordiamo che v # 0) e questo e in contraddizione con la disuguaglian-
za (5.3), da cui un punto dove L ha un autovalore nullo non puo esistere
in M x [0, 6]. Quindi Lj > 0 e facendo tendere ¢ — 0, si conclude che
Iterando tutto questo argomento su M X [, 25], M X [26,30] e cosi via,
dopo un numero finito di passi, si ottiene la conclusione L;; > 0 su tutto
M x [0, T] (6 > 0 non dipende da ). O

Questo risultato, come il principio del massimo per equazioni, ha
anche una versione “forte”, mostrata da Hamilton in [51, Sezione 8].

Teorema 5.3 (Principio del massimo forte per tensori). Nelle ipotesi del
teorema precedente, se M & connessa, si ha:

e Il rango di L & costante su M x (0, T1.

o 1l kernel di L, definito come K, = {v € T,M ‘ Li]-vj = 0}, ¢ una
distribuzione invariante per trasporto parallelo, per ogni t € (0, T].

* Se il rango non & massimo, il rivestimento universale della varieta si
“spezza” isometricamente come un prodotto riemanniano (M’, i) x
(R¥, can), dove k € N & la dimensione del kernel di L.

In particolare, se esiste un punto pg € M e un tempo ¢y > 0 tale che
L(po, to) > 0, allora L(p,t) > 0 per ogni p € M e per ogni t > 0.
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5.1 CONDIZIONI DI CURVATURA PRESERVATE

Sappiamo dalla Sezione 3.2 che la nonnegativita o la positivita della
curvatura scalare si mantengono durante il flusso di Ricci di una va-
rietd compatta (in ogni dimensione). Vediamo altre condizioni sulla
curvatura che sono preservate.

DIMENSIONE 3. Sia (M, g(t)) un flusso di Ricci su una varieta
tridimensionale compatta, per t € [0, T].
L’equazione di evoluzione (2.9) per il tensore di Ricci in dimensione 3
si puo scrivere come
9tRij = AR;j — Qjj,
dove
2 2 ;)2
Qi]' = 6Rij — 3RRZ‘]‘ + (R — 2|R1C| )gl]
2
= 651']' — 3RR1']' + (R — ZS)gi]',
con Sij = RikR;( eSS = gl]SZ] = |RiC‘2.
Applicando il Teorema 5.1 al tensore di Ricci, se il tensore —Q soddisfa
la condizione di autovalore nullo, concludiamo che se il tensore di Ricci
& semidefinito positivo al tempo iniziale, rimane semidefinito positivo
durante il flusso.

Sia dunque o un vettore tale che R;v* = 0 (autovettore nullo del Ricci),
allora

Qijv'v) =6S7v'0/ — 3RR;;0'v/ + (R* — 25)[v|* = (R* — 2S) |v|?,
dunque la condizione di autovalore nullo per —Q & verificata se
R? < 28 = 2|Ric|?.
Siano A, u, v gli autovalori del Ricci, uno dei quali & nullo, diciamo

A =0, quindi R = y + v e |Ric|?> = 2 + 12 e la disuguaglianza sopra
diventa

(m+v) <202 +v%) == 0<(p—v)
che & ovviamente soddisfatta.

Teorema 5.4. Se Ric > 0 al tempo ¢t = 0, allora Ric > 0 per ogni
te [0, T].
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Dal principio del massimo forte, Teorema 5.3, segue inoltre la
seguente “tricotomia” per ogni t > 0:

¢ Il tensore di Ricci diventa immediatamente definito positivo ovunque.
e Il tensore di Ricci & identicamente nullo (dunque la varieta é flat).

* La varieta ammette un campo vettoriale parallelo globale (corrispon-
dente al kernel del tensore di Ricci), il che implica che il rivestimento
universale della varieta & un prodotto riemanniano (S?, %) x (R, can),
dove & & una metrica su S con curvatura positiva che evolve per il
flusso di Ricci

Si noti che in questa classificazione, apparentemente manca il caso in
cui il kernel del tensore di Ricci ha dimensione due. Infatti, questo caso
& geometricamente impossibile: se il kernel avesse dimensione 2, sem-
pre per il Teorema 5.3, il rivestimento universale della varieta sarebbe
un prodotto riemanniano del piano euclideo con la metrica canonica e
di una varieta unidimensionale, che dunque avrebbe curvatura nulla.
Quindi, saremmo nel caso in cui la varieta e flat.

Osserviamo pertanto che questo risultato esclude chiaramente la possi-
bilita che la curvatura si annulli in qualche punto senza che vi sia una
struttura geometrica globale di prodotto.

Per proseguire 1’analisi, abbiamo bisogno del seguente lemma.
Lemma 5.5. Se R # 0, si ha

RiCl'j RiCi]' 2 Ric;; RQ;; + 2SRig;;
= 7 ZoPq 1\ _ U ]
af(R> A<R>+Rg vavq<R> e

Dimostrazione. Poiché
atRiCl‘]‘ = ARICU - Ql] e atR = AR+ 2S5,

abbiamo

3 RiC,’j . R(ARiCi]' - Qz]) - RiCl’]’(AR + 25)
‘R ) R?

Draltra parte

Rig;; RARic;; — Ricj;AR 2 Rig;;
A ( 1]) _ ij ij YRV, ( z]) ’

R R2 RS R

da cui segue immediatamente la tesi. O
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Teorema 5.6. Se R > 0 e Ric;; > eRg;; per una qualche costante € > 0
al tempo t = 0, allora entrambe le condizioni continuano a valere per
ognit € [0, T].

Dimostrazione. Se R > 0 al tempo t = 0, sappiamo che R > 0 per ogni
t > 0. Applichiamo allora il Teorema 5.1 al tensore
RiCij
1= R €8ij

con

2 RQj; + 2SRic;;
xk = Egk‘wa e Nj=2¢Ric;— (Q””) .

R2

E una conseguenza immediata del Lemma 5.5 che 1’equazione nel
Teorema 5.1 € soddisfatta. Consideriamo cosa accade a N;; quando
il tensore L ha un autovettore nullo. Si noti che l'analisi & semplice,
poiché quando Ric & diagonale, lo sono anche L ed N.

Supponiamo che l'autovalore nullo di L corrisponda all’autovalore
A di Ric (nel senso che sono relativi allo stesso autovettore), allora
A = &(A+ p +v). L'autovalore relativo di RZNZ']' & quindi

2 AN+ u+v)2— A+ pu+v)(2A% — g% — 12 — Ay — Av +2uv)
—2A(A% 2 4 02).

Usando l'identita A = €(A + p + v) per eliminare ¢, moltiplicando e
raccogliendo i termini, abbiamo che tale autovalore € uguale a

A4 u+v)[Ap+v) + (1 —v)?] —2A(A2 + % +17),
che si semplifica ulteriormente a
A(p+v =20+ (u+v)(p—v)2

Ora, poiché Ricj; > eRgij, tracciando si ha R > 3¢R ed essendo R > 0,
concludiamo che ¢ < 1/3. Ma allora y +v = (1/e —1)A > 2A, quindi
u+v—2A2=0.

Pertanto, se v & un autovettore nullo per L, si ha Nijvivj > 0, cioe la
condizione di autovalore nullo e soddisfatta, quindi L > 0 per ogni
tempo positivo, per il Teorema 5.1, il che implica la tesi.

Se a tempo t = 0 abbiamo solo R > 0, sappiamo che o R ¢ identicamente
nulla durante il flusso, dunque la conclusione & ovvia, oppure R > 0
per ogni tempo positivo. In tal caso, osserviamo che per ogni ¢ < ¢,
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esiste fg > 0 piccolo a piacere, tale che Ric;; > €' Rg;j, per continuita. Se
allora consideriamo il flusso nell’intervallo [ty, T], possiamo applicare
quanto appena dimostrato, ottenendo che Ric;; > ¢'Rg;; in M x [to, T]
e per l'arbitrarieta di fo, in tutto M x [0, T]. Mandando infine ¢ — ¢,
abbiamo la tesi del teorema anche in questo caso. O

Osserviamo che per una varieta riemanniana generale (in ogni di-
mensione e indipendentemente dal flusso), se Ric;; > 0, allora Ricj; <
Rgij, in quanto tutti gli autovalori del tensore di Ricci sono nonnegativi
e R ne & la somma.

Se allora Ric > 0 al tempo iniziale, si ha R > 0 e per la compattezza di
M, esiste € > 0 tale che Ricl-]- > ngl-]- > 0, stima che si mantiene durante
il flusso. Quindi Ric rimane definito positivo e abbiamo

0 < eRg;j < Ricj; < Rgjj,
dunque i suoi tre autovalori A, y, v soddisfano
0<eR=eA+pu+v)<Apuv<(A+pu+v)=R

Una facile conseguenza € un limite uniforme A/u < C sul rapporto di
due qualsiasi autovalori, finché la soluzione esiste.

Teorema 5.7. Se eRg;; < Ric;; < PRg;; per delle costanti ¢ e f con
0 <e<1/3 < B <<1altempot = 0, allora tali disuguaglianze
continuano a valere per ogni t € [0, T].

Dimostrazione. La prima disuguaglianza & data dal teorema precedente,
dunque dobbiamo dimostrare solo la seconda. Si noti inoltre che se
e =1/3 0 p =1/3, allora la varieta ha curvatura costante (lo si mostri
per esercizio) e il risultato € banale, mentre se § = 1, la disuguaglianza
vale sempre. Applichiamo il Teorema 5.1 al tensore
RiCi]'
Lij = Bsij — &
con
2 RQj; + 25Ric;;
k kt 1] ij .

X" = Eg V(R e Nz']' = (R2 ) —ZﬁRICl‘]‘.

Segue immediatamente dal Lemma 5.5 che 'equazione nel Teorema 5.1
e soddisfatta. Consideriamo come sopra, cosa accade a Njj, se L;
acquisisce un autovettore nullo corrispondente all’autovalore A di Ric.
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In questo caso A = B(A + i + v) e 'autovalore relativo di RzNij & dato
da

A+ pu+v)2A2 = u? =12 = Ap — Av +2uv)
F2AA2 + 12 +12) = 2BA(A + 4+ v)%

Eliminando B con l'identita precedente e raccogliendo i termini, questa
espressione si riduce a

NA=p=v) = (p+v)(p—v)?,
che possiamo riordinare come
2 =) + (A2 =+ (n =), (5:5)

oppure
2A2(A —v) + (A2 =2 + ,uz)(v —u),

da cui segue che e chiaramente nonnegativa se A > y > v > 0 oppure
seAz>v=>pu=0.

Per gestire la possibilita che A non sia I’autovalore pit1 grande usiamo un
argomento di continuita. Sia 0 il massimo tempo tale che nell’intervallo
[0, 0] si abbia Ric;; < (B + J)Rg;j, dove & > 0 sara scelto piccolo rispetto
a p ed ¢. Se riusciamo a mostrare che Ric;; < pRg;; fino al tempo 6,
segue che dev’essere § = T. Ora, poiché A = B(A+pu+v)ep >1/3,
vediamo che A non puo essere minore degli altri due. Assumiamo
> A >v. Finoal tempo 0 si ha p < (B+0)(A+pu+v) e dal
Teorema 5.6, v > €(A + u + v). Poiché

u=2A=BpA+u+v) e v (A pu+v)/3,
abbiamo y —v > (B —1/3)(A+u+v).

Se B = 1/3 la varieta ha curvatura costante e la tesi segue, dunque
assumiamo che § > 1/3. Lespressione (5.5) si puo riscrivere come

V(u—v) — (= AN)R2A2+ (A + ) (= v)],
che & almeno
{E(B—1/3) —28%+ (2B +0)(B+ )]} (A +p+v)°.

Questa espressione sara positiva se 6 > 0 € abbastanza piccolo rispetto
a 5 ed € e questo completa la dimostrazione. O
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Corollario 5.8. Se la curvatura sezionale ¢ positiva (o0 nonnegativa) al
tempo t = 0, allora rimane tale per ogni t € [0, T].

Dimostrazione. Abbiamo visto nella Sezione 1.6 (formula (1.13)) che
la curvatura sezionale e positiva (che implica Ric > 0) se e solo se
Rici]- < Rgi]- /2, dunque tale condizione si mantiene, per il Teorema 5.7,
in quanto al tempo iniziale possiamo trovare ¢ > 0 e § < 1/2 come
nelle ipotesi di tale teorema.

La stessa conclusione vale per la curvatura sezionale nonnegativa
(che implica Ric > 0), considerando = 1/2 (e tenendo presente
I’argomento nella parte finale della dimostrazione del Teorema 5.6). [

Ricapitolando, in dimensione 3 (grazie alla struttura speciale del
tensore di Riemann, che e interamente determinato dal tensore di Ricci),
le seguenti proprieta si mantengono durante il flusso:

¢ Curvatura scalare positiva o nonnegativa.
* Tensore di Ricci definito o semidefinito positivo.
¢ Curvatura sezionale positiva 0 nonnegativa.

* Pinching del tensore di Ricci: condizioni del tipo Ric > eRg.

DIMENSIONE GENERALE. In dimensione superiore a 3, la situazione
¢ radicalmente diversa. La positivita o nonnegativita del tensore di Ricci
non ¢ generalmente preservata e analogamente, la curvatura sezionale
nonnegativa o positiva.

Tuttavia, esistono alcune condizioni “piti forti” che sono preservate dal
flusso in ogni dimensione.

Sempre per mezzo del Teorema 5.1, in [51] Hamilton ha dimostrato
che la positivita o la nonnegativita dell’operatore di curvatura R :
A’M — A’M (Definizione 1.6), o meglio, della forma bilineare associata
R su A2M, si mantengono durante il flusso di Ricci, in ogni dimensione.

Con questo risultato, Hamilton in dimensione 4, sempre in [51] e
Bohm e Wilking in ogni dimensione in [13], hanno mostrato che il flusso
di Ricci (riscalato dinamicamente) deforma una varieta riemanniana
compatta con operatore di curvatura positivo in una varieta con curva-
tura sezionale costante positiva, cioé un quoziente della sfera standard,
per il Teorema 1.10. Cido ha permesso a Hamilton di classificare com-
pletamente le 4-varieta compatte con operatore di curvatura positivo o
nonnegativo (utilizzando la versione “forte” del principio di massimo,

61



62

IL PRINCIPIO DEL MASSIMO PER TENSORI

Teorema 5.3): se I'operatore di curvatura & positivo, la varieta e diffeo-
morfa a S* oppure a RIP%; se 1'operatore & solo semidefinito positivo,
il suo rivestimento universale & diffeomorfo a S*, oppure isometrico
a CIP? (il piano proiettivo complesso con la metrica di Fubini-Study,
che & una metrica di Einstein a curvatura sezionale positiva ma con
operatore R degenere — si vedano [11, 84], per esempio), 82 x 82 RY,
o al prodotto riemanniano di una varieta diffeomorfa a S° per R, o di
una 2-varieta diffeomorfa a S? per R2. Bshm e Wilking (sfruttando
anche vari risultati classici) hanno poi esteso la classificazione in ogni
dimensione, ottenendo il seguente teorema strutturale generale.

Teorema 5.9 (Teorema di classificazione di Hamilton/Boshm-Wilking).
Sia M una varieta riemanniana compatta di dimensione n € IN con ope-
ratore di curvatura nonnegativo. Allora il suo rivestimento universale &
isometrico a un prodotto riemanniano della forma:

]kaMlxsz---xMi,

dove ogni M; € una varieta compatta semplicemente connessa diffeo-
morfa alla sfera standard 5 oppure uno spazio simmetrico compatto
(per esempio CIP™).

Se 'operatore di curvatura e positivo, il rivestimento universale di M &
diffeomorfo a 5", cioe M & un quoziente della sfera standard.

Una condizione intermedia, pitt debole che richiedere un operato-
re di curvatura positivo, ma pit forte della semplice positivita della
curvatura scalare, e la proprieta di curvatura isotropica positiva (spesso
indicata con l’acronimo PIC - positive isotropic curvature — in lettera-
tura). Il concetto di curvatura isotropica e stato introdotto da Micallef
e Moore in [73], come segue. Se (M, g) € una varieta Riemanniana di
dimensione n > 4 e p € M, per ogni quaterna di vettori ortonormali
{e1,e2,e3,e4} C TpyM, si definisce la curvatura isotropica associata a
tale quaterna come

Kiso(e1,€2, €3, 4) = Ri313 + Rig1a + Ro323 + Rogns — 2R1234.

Dunque, una varieta ha curvatura isotropica positiva (PIC) se questa
quantita e positiva per qualsiasi scelta di una quaterna di vettori orto-
normali in ogni spazio tangente a M.

Hamilton in [56] ha mostrato che in dimensione 4, la condizione
PIC e preservata dal flusso di Ricci. Successivamente, questa con-
clusione é stata mostrata valere in ogni dimensione da Nguyen [79] e
indipendentemente, da Brendle e Schoen [18].
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La rilevanza di questo risultato & dovuta al fatto che ha permesso
a Brendle e Schoen (sempre in [18], sfruttando una tecnica introdotta
da Bohm e Wilking in [13]) di dimostrare per mezzo del flusso di Ricci,
il famoso teorema della sfera differenziale, che era un problema aperto da
circa mezzo secolo.

Teorema 5.10 (Teorema della sfera differenziabile). Sia (M, ¢) una va-
rieta Riemanniana compatta e semplicemente connessa di dimensio-
ne n > 4. Supponiamo che la curvatura sezionale di M sia strettamente
1/4-pinched, ovvero che per ogni punto p € M e per ogni 2—piano
7t C Ty M, si abbia

1/4 < Sec(m) < 1.

Allora M é diffeomorfa a 5" con la sua struttura differenziale standard.

Dopo che Berger e Klingenberg (intorno al 1960) dimostrarono la

“versione topologica” del teorema, cioe che nelle stesse ipotesi, M &
omeomorfa a 5", (teorema della sfera topologico), la questione se tale
condizione di “pinching” garantisse anche un diffeomorfismo, divenne
uno dei problemi centrali della geometria riemanniana globale. La
scoperta delle sfere “esotiche” da parte di Milnor nel 1956 aveva infatti
reso il problema non banale: esistevano varieta omeomorfe ma non
diffeomorfe alla sfera standard.
Micallef e Moore [73] avevano mostrato che se una varieta (M, g) &
strettamente 1/4-pinched, allora soddisfa la condizione PIC, mentre
Brendle e Schoen [18] hanno osservato che & implicata una condizione
ancora pit forte, cioe che il prodotto (M, g) x (R, can) ha curvatura
isotropica positiva e che anche questa proprieta si mantiene facendo
evolvere (M, g) col flusso di Ricci. Utilizzando poi le tecniche sviluppate
da Bohm e Wilking, hanno provato che a meno di “riscalamento”, tale
flusso di Ricci (riscalato) deforma (M, g) in una sfera standard (in virta
della stabilita di tale proprieta), da cui il Teorema 5.10.

Riassumendo, in dimensione arbitraria, le seguenti proprieta si
mantengono durante il flusso:

¢ Curvatura scalare positiva o nonnegativa.
¢ Operatore di curvatura definito o semidefinito positivo.

¢ Curvatura isotropica positiva o nonnegativa.
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Abbiamo visto nel primo capitolo che in dimensione 3 il tensore di
Weyl ¢ assente e il tensore di Riemann di una varieta e interamente
determinato dal tensore di Ricci. Di conseguenza, studiare ’evoluzione
della curvatura durante il flusso di Ricci equivale a studiare 1’evoluzione
di tale tensore. Questa semplificazione e drastica: il sistema di reazione—
diffusione per il tensore di Riemann (un oggetto con 4 indici) si riduce
a un sistema per un tensore simmetrico di tipo (0,2).

Hamilton osservo che se il tensore di Ricci e positivo, i suoi autovalo-
ri tendono ad avvicinarsi tra loro, rendendo la metrica asintoticamente
“rotonda”. Per formalizzare precisamente questo fatto, studiare la
geometria della “varieta limite” ed estrarre informazioni topologiche, ri-
sulta molto pitt conveniente modificare dinamicamente la scala spaziale
in modo tale che il volume totale rimanga costante durante I'evoluzione.
Introduciamo dunque il seguente flusso di Ricci normalizzato.

Definizione 6.1. Sia M una varieta riemanniana compatta di dimensio-
ne n € IN. Il flusso di Ricci normalizzato & una famiglia g(t) di metriche
C* su M che soddisfa 1'equazione di evoluzione

0 .
Eg(t) = —2Ricy(y) + 2r(t)g(t)/n,

per t in un intervallo I, dove la quantita r(t) rappresenta la curvatura
scalare media della varieta al tempo ¢, definita in termini della curvatura
scalare R come

_ JuRdVe

= 7fM dVg(t) , (6.1)

dove Vi ;) & la misura riemanniana canonica della varieta (M, g(t)).

L’aggiunta del termine costante in spazio (ma dipendente dal tempo)
2r(t)g(t)/n all’equazione del flusso di Ricci agisce come un’omotetia
dinamica che bilancia esattamente a ogni tempo, la “perdita di volume”
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causata dal termine —2Ric. Infatti, calcolando come abbiamo fatto alla
fine della Sezione 2.2 per ottenere 1'equazione (2.11), abbiamo

drdVy ) = %\ [detg(t) g (£) ( — 2Ry;(¢) + 2¢()g; (1) /) dx
= —4/detg(t) (R(t) —r(t))dx = —(R — r)dVg(t),

da cui p
VoM, g() = = [ (R=rjavyy =0,

per I'equazione (6.1), quindi il volume della varieta rimane costante
durante 'evoluzione del flusso di Ricci normalizzato.

Sia ora g(t) una soluzione del flusso di Ricci (non normalizzato) su
una varieta riemanniana compatta M di dimensione n € N, definita
per t € [0,T). Indichiamo con Vol(t) = [;;dVy il volume e con r(t)
la curvatura scalare media della varieta (M, g(f)). Durante il flusso, il
volume evolve secondo 'equazione (2.11):

%Vol(t) _ /MR(g(t)) AV,p) = —r(D)Vol(t).

Introduciamo un fattore di riscalamento spaziale ¥ : [0,T) — R*

definito come segue:
~(Vol(0)\*/"
v~ (Vo)

che quindi soddisfa
o2 VOl Vol(0) d
Yt = n (Vol(t) > ( "~ Vol(t)? dtVOI(t)> (62)
_ ivﬁ?t)( — H(E)VOL(1)) = 29()r(t) /

Definiamo la metrica riscalata ¢ e un nuovo parametro temporale T
come segue:

g0 =y(bglt) e anzéw@%.

Esaminiamo come cambiano le quantita geometriche passando dalla
metrica g(t) alla metrica g(7). Essendo g(7) un riscalamento omotetico



3—VARIETA CON TENSORE DI RICCI POSITIVO

di g(t), il tensore di Ricci ¢ invariante, ovvero Ricg(r) = Ricg(4), mentre
la curvatura scalare riscala con l'inverso del fattore di omotetia, per cui
la curvatura scalare media 7(7) rispetto alla metrica g(7) ¢ legata a r(t)
dalla relazione

() = p(8)"r (). (6:3)

Calcoliamo 1’evoluzione temporale della nuova metrica g rispetto al
nuovo tempo T. Si ha

O oyt 1y %

528(0) = 505 0030)) = 575 (W80 + 0 F )
e sostituendo in questa espressione 1'equazione di evoluzione del flusso
di Ricci per g(t), ricordando che g(t) = ¥(t)~1g(7), si ottiene

9 sy _ ¥ () s 9y _ W) - ;
5280 = L (0 713(0) + 5 (1) = Frss(n) —2Ric
essendo Ric, ;) = Ricg(q).

Infine, inserendo 1’espressione per la derivata ¢’ (t) data dalla formu-
la (6.2), concludiamo

8(1)

2 5()

2¢(t) ()3 (T) /n — 2Ricg(q)
= — 2R1C§(T) + 27(T)§(T)/Tl,

per la relazione (6.3). Questo dimostra che il flusso cosi riscalato &
un flusso di Ricci normalizzato e viceversa, si vede facilmente che
con un opportuno riscalamento, da un flusso di Ricci normalizzato si
ottiene un flusso di Ricci “standard”, mostrando 1’equivalenza analitica
e geometrica dei due problemi.

Il celebre risultato mostrato da Hamilton nel 1982 per le 3—varieta
con tensore di Ricci positivo e il seguente.

Teorema 6.2 (Hamilton [50]). Sia (M, go) una 3-varieta Riemanniana
compatta con tensore di Ricci definito positivo. Allora il flusso di Ricci
normalizzato con dato iniziale gy esiste per tutti i tempi t € [0, +o0)
e converge esponenzialmente nella topologia C* a una metrica con
curvatura sezionale costante positiva. In particolare, M é diffeomorfa
alla sfera S* con la sua metrica standard o a un suo quoziente per
un gruppo finito di isometrie, per il Teorema 1.10 (e il teorema di
Bonnet-Myers).
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Le sezioni che seguono sono dedicate a sviluppare in dettaglio i
passi della dimostrazione.

Osservazione 6.3. Questo teorema ha rappresentato il primo passo
fondamentale verso la dimostrazione della congettura di Poincaré, che
vedremo nell'ultima sezione del testo. La condizione Ric > 0 assicura
che durante il flusso di Ricci (non normalizzato) non si formino sin-
golarita “a collo” (neckpinch) o di altro tipo, ma che l'intera varieta
si contragga a un punto diventando sferica. Se la condizione Ric > 0
non ¢ soddisfatta, il flusso puo sviluppare singolarita pitt complesse,
che richiedono 1’analisi successiva di Perelman in [81, 82, 83] per essere
gestite.

6.1 PINCHING DEGLI AUTOVALORI DEL TENSORE DI RICCI

Ricordiamo che il tensore di Ricci tracefree di una varieta tridimensio-
nale ¢ definito come

Ric = Ric — Rg/3
e osserviamo che
IRic|” = [Ric — Rg/3|* = [Ric[> = R?/3 = § — R?/3

=S [A—? + =)+ (v,

dove S = tr Rizj = |Ric|? e A, p, v sono i tre autovalori del tensore

di Ricci. Chiaramente si ha S — R2/3 > 0 e si annulla solo quando
A = u = v. Dunque questa quantita misura quanto gli autovalori
divergono 1'uno dall’altro.

Supponiamo di avere un flusso di Ricci di una varieta compatta
tridimensionale con Ric > 0 in un intervallo temporale [0,T). La
seguente stima di Hamilton mostra che gli autovalori del tensore di
Ricci si avvicinano tra loro in quei punti in cui la curvatura scalare
diventa grande.

Proposizione 6.4. Esistono una costante § > 0 e una costante C > 0
dipendente solo dalla varieta iniziale, tali che per ogni t € [0, T), si ha

S —R%/3 < CR*?,

in ogni punto di M.
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Dimostrazione. Sia y =2 — 6 con 7 € (1,2). Ricordiamo, per comodita,
che
OiRjj = AR;j—Qjj e  9R=AR+2S,

con
Qjj = 6Si; — 3RR;j + (R* — 25)gi;,
S = |RiC|2 = gikgle,‘ijl = /\2 + ]/12 + 1/2,
inoltre, poniamo
T = g"g" g™ RiRigRn = A° + > + v
e
1 i it 1 53
=M+ 12 +03) — (A2 + A + A% + A+ pPu 4+ wr?) + 3,

dove A, u e v sono gli autovalori del tensore di Ricci.
Per il calcolo che porta all’equazione (2.10) per I'evoluzione della norma
al quadrato S del tensore di Ricci, segue che

9:S = AS — 2| VRic|? + 4(T — C).

Vediamo alcuni “lemmi di calcolo”.

Lemma 6.5. Se R > 0, allora per ogni v si ha

S\ (S 2(y=1) ,, S

2
- R2

2—y)(y—1) 2 | 4R(T —C) —2¢8?

|RVRic — VRRic|?

(6.4)

Dimostrazione. Calcoliamo le derivate

2s 3R
o (S = Re — 5%
t RY R,},+1 s

_ _ RV,S—17SV,R
I\Rv) ™~ Rr+1 ’
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S\ _RAS—9SAR 2y . y(y+1) )
A<m> = R’7+1 — R’)’-‘rlg VpRVqS+WS|VR| .
Poiché,
v, RV, (2 ) = L ¢mv,RV,S — T 5|VR]?
8 p q RY - R'yg p qe - R'y+1 | |’

e vale inoltre 'identita
S|VR|? = |VRRic|?,

si ha che la somma dei termini nell’equazione di evoluzione per S/R”
che sono quadratici nelle derivate prime della curvatura e uguale a
1/R7*2 moltiplicato per

—2R?|VRic|* +2yRgP"V,RV,S — y(7 +1)S|VR}?
= —2|RVRic — VRRic|?
+2(y —1)(Rg""V,RV,S — 7S|VR[?)
+ (v =2)(y = 1DS|VRP,
da cui segue la formula (6.4), sostituendo. O

Lemma 6.6. Se R > 0, allora per ogni <y si ha
2(y—1
atR2—“r — ARZ™Y + %ngpquRzJ’

_ %RZWMZ +2(2—9)RI77S. (6.5)
Dimostrazione. Calcoliamo le derivate
R>™" = (2— )R (AR +28),
AR*™ = (2—9)R¥ AR+ (2 —v)(1 —9)R™7|VR]?,

2(y—1 _ _
20 21 9119, RV K27 = 2(2 — ) (y - )R VRE,
da cui segue la formula (6.5). O

Lemma 6.7. Sia f = S/R7 — R%2=7/3. Allora,

d 2(y—1 2 . .
I —nf+ 2021 pay j, f — 7| RVRic - VRRic]

R
= %(s — R?/3)|VR]?
+ %[(2—7)5(5—122/3) —2P], (6.6)

dove P = S> 4+ R(C —T).
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Dimostrazione. Questa identita segue direttamente dai Lemmi 6.5 e 6.6,
per sottrazione. O

La tesi della Proposizione 6.4 segue dal principio di massimo per la
funzione f se i termini di reazione hanno segno nonpositivo. L'unico
termine che non & chiaramente tale & 1'ultimo, nella formula (6.6), dun-
que dobbiamo analizzare il termine P, che & un polinomio simmetrico di
grado 4 negli autovalori A, u e v del tensore di Ricci. Infatti, utilizzando
le formule per S, R, T e C in termini di A, y e v, si ha facilmente

P=A 4 pt +vh) — (ABu+ A2 + A3 + A8+ by + w?)
+ (A2pv + ApPv + Ap?)
=V (A =)A= v) + 2 (= M) (=) + (v = V) (v — ).

Poiché stiamo assumendo Ric > 0 lungo il flusso e M & compatta,
esiste una costante ¢ > 0 tale che Ric > eRg al tempo iniziale e per il
Teorema 5.6, questa disuguaglianza si mantiene per ogni t € [0, T).

Lemma 6.8. Se R > 0 e Ric > ¢Rg, allora P > 25(5 — RZ/S).

Dimostrazione. Poiché entrambi i membri della disuguaglianza sono
polinomi omogenei di grado 4 in A, y e v, possiamo assumere che
S = A2+ % +v? =1 e supponiamo A > y > v > 0. Poiché

A+pu+v)? 2 A+ +7 =1,
abbiamo v > e(A +p +v) > ¢ essendo R;; > eRg;;. Riscriviamo P come
P=A— A+ A+ u) =)+ A —v)(u—v),

da cui é evidente che

>N =2+ A=) (= v) = A2 (A = )2 + 2 (e v)?
e poiché A > v > ¢, otteniamo

E[(A -+ (- v)?.
D’altra parte, poiché
2

A=v?=[A-m+(p-v)]" <2[A-w*+@-v)?,

vediamo che
S—R*/3= [(?\ W2+ A =0+ (u=v)!] S A=+ (p—v)?

e questo conclude la dimostrazione del lemma. O
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Da questa stima su P, se § < 2¢2, si ha che l'ultimo termine nella
formula (6.6) & nonpositivo, dunque dal Lemma 6.7, segue

% < Af 4 XMV,

dove Xk = %;nglvlli.
Se quindi C > 0 & una costante tale che

al tempo t = 0, allora per il principio del massimo, abbiamo f < C per
ognit e [0,T),cioe S — R?2/3 < CR?79, come volevamo dimostrare. [

6.2 STIMA DEL GRADIENTE DELLA CURVATURA SCALARE

Come nella sezione precedente, assumiamo che la nostra varieta sia
compatta e tridimensionale, che la metrica iniziale abbia curvatura
di Ricci positiva e che 1'equazione di evoluzione non normalizzata
ammetta una soluzione per t € [0, T).

Proposizione 6.9. Per ogni 17 > 0 possiamo trovare una costante C(7),
dipendente solo da 7 e dalla metrica al tempo iniziale, tale che per ogni
t€0,T),siha

VR < nR® +C(y),

in ogni punto di M.

Dimostrazione. Calcoliamo l’equazione di evoluzione per |[VR|? = g/ ViRV|R.
Si ha

%|VR|* = 2¢'V;,ARV ;R + 4¢PV ,RV ;S + 2g* ¢/ Ry VRV R,

mentre -
A|VR|* = 28" AV;RV R + 2| V?R|?

e sfruttando l'identita
AV;R = V;AR + ¢*R;; VR,

che segue dal contrarre la formula di interscambio di derivate covarianti
di VR, si ottiene

9t|VR|? = A|VR|* — 2|V2R|? + 4¢"V ,RV,S.
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Segue che abbiamo la seguente equazione di evoluzione:

[VRP\ _ (IVR?\ 2 25 2

4 28
+ 28" VpRV,S — ﬁwmz. (6.7)

Calcoliamo infatti
3 ( |VR|2> _ RO|VR[* — |[VR]>9:R

R R2
R(A|VR[* = 2|V2R[* + 4gP1V,RV,S)
|VR[?(AR + 25)
_ =
RA|VR|?> — |[VR|?AR
2 4 28
- E|V2R|2 + 28"VpRVS — ﬁ|VR|Z

_ RA|VR[]? - |VR|?’AR
— =2
2 oo 4 25 5
— ﬁmv R|*+ Eg”‘iv,,va,s - ﬁ\vm ,
mentre
A IVR[>\  RA|VR|?>— |VR]?AR
R ) R2

- %gikgﬂv%jlz ViRV R+ %WR ® VR?
e la formula (6.7) segue.
Ricordiamo le equazioni di evoluzione
9:R?> = AR? — 2|VR|?> + 4RS, (6.8)
9;S = AS — 2| VRic|> +4(T — C),
dt(S—R?*/3) =A(S—R?/3) —2(|VRic|* — |[VR[*/3) +4Q,  (6.9)
dove Q =T — RS/3 — C e vediamo che si ha
Q < R(S—R?/3). (6.10)

Infatti, dalla sezione precedente, sappiamo che P = S> + R(C —T) > 0
e poiché S < R?, otteniamo

QR <P+ QR=S(S—R?*/3) < R*(S—R?/3),
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e la formula (6.1‘0) segue dividendo per R.
Poiché V,;R = g/ ViRjx, € immediato osservare che

|VR|? < 3|VRic|?,

per la disuguaglianza tra media aritmetica e quadratica. E in realta
piuttosto sorprendente che valga una stima leggermente migliore.

Lemma 6.10. In dimensione 3, si ha la disuguaglianza |[VR|?> < 2|VRic|?.

Per un generico tensore simmetrico Tj;, la sua derivata covariante
ViTj (che & un tensore di tipo (0,3), simmetrico negli ultimi due
indici) possiede due contrazioni (tracce) algebricamente indipendenti:
la derivata della traccia gkaﬂ"jk = V;trT e la divergenza gij ViTy =
divTy. Di conseguenza, la parte di VT legata alle tracce dipenderebbe
da due campi vettoriali distinti, impedendo di ottenere una stima su un
unico scalare.

Nel caso del tensore di Ricci Rij, tuttavia, entra in gioco la seconda
identita di Bianchi contratta (1.7), che in coordinate si scrive come

§'ViRj = %WR, (6.11)

la quale mostra un legame tra la divergenza e il gradiente della traccia
del tensore di Ricci. Grazie a questa identita, entrambe le tracce di VRic
sono proporzionali al solo vettore VR e questo permette di migliorare
la costante nella disuguaglianza, cosa che non si ha per un tensore
generico.

Dimostrazione del Lemma 6.10. E sempre una buona idea provare a scri-
vere un tensore come somma delle sue componenti irriducibili. Decom-
poniamo quindi VRic come

ViRjx = Eijx + Fijk,

dove E & un tensore che “raccoglie” le parti di traccia di VRic, mentre
F ¢ allora totalmente a traccia nulla. Poiché E;j deve essere simmetrico
in negli indici j e k, lo cerchiamo sotto la forma

Eijie = 8ijAx + 8ikAj + gjkBis

per delle costanti Ay e B; da determinare. Per assicurarci che Fj =
ViRj — Ejj sia a traccia nulla, dobbiamo imporre che le tracce di E;jx
coincidano con quelle di V;Rj;, dunque:
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e contraendo con g/, si ha

¥ Eii = ¢ (gijAr + gikAj + gk Bi) = 2A; +3B; = §*ViRjy = ViR,

perognii=1,2,3;
e contraendo con g7/,

8= g (8ijAx + SikAj + gjkBi) = 4Ax + By = ¢ViRj = V(R/2,

per ogni k = 1,2, 3, per l'identita di Bianchi (6.11).
Risolvendo questo sistema lineare, troviamo immediatamente Ay =
21—0ka eB; = %VZR, dunque

1 3
Eije = 55(8ij ViR + 8 VjR) + 158k ViR,
da cui
Bl = 55| VRP.

Per costruzione, il tensore Fjy = V;Rjx — Ejj, € a traccia nulla su ogni
coppia di indici, ovvero

gijFijk = O, gikPl']'k =0 e g]kFZ]k =0.

Ne consegue che i tensori E ed F sono mutuamente ortogonali rispetto
al prodotto indotto dalla metrica:

8(E,F) =g" ¢/ gME;jFipg
1 3
_ (7 (g ViR + g"V,R) + ngviR) Fipg = 0.

20
Pertanto,
[VRicl? = [Egil + [Fyel? > 25| VRP,
il che dimostra il lemma. O

Dunque, per la disuguaglianza (6.10) e quella di questo lemma,
dall'uguaglianza (6.9) otteniamo

3 (S—R?/3) < A(S—R?/3) — %|VRiC|2 +4R(S—R?*/3). (6.12)
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Tornando all’equazione (6.7) per l'evoluzione di |VR|?/R, 'unico ter-
mine di reazione che potrebbe avere segno positivo e ¢P1V,RV,S, che
stimiamo nel modo seguente:

§"VpRV,S = 2¢"g ¢V ,RR;j V4 Ry < 2| VR||Ric|| VRic|

e quest’ultimo termine & minore o uguale a 4R|VRic|?> in quanto
|[VR|?> < 3|VRic|> < 4|VRic|? ('ultima disuguaglianza & per evita-
re radici quadrate).
Dunque, usando questa stima per 1’'equazione (6.7) e ricordando la
formula (6.8), si ha per 7 < 1/3,

[VR]?

2
IVR]Z 2 A IVRE o 225 opp2
at< R UR)\A< R 7R~ | 4+ 16| VRic| R2|VR\

+217|VR[* — 44RS

2
< A<|VI§ — lsz) + 16| VRic|? — %17123,

(6.13)

in quanto S > R?/3 e il termine 2(S/R?)|VR|? domina 25| VR|? quan-
don <1/3.

L'idea ora & di “aggiungere” a |[VR|?/R un multiplo di S — R?/3 tale
che il suo termine di reazione —%|VRiC|2 nell’equazione (6.12) (che
non sarebbe presente senza 'analisi raffinata del tensore VRic vista
sopra nel Lemma 6.10) sia sufficiente a cancellare il termine nonnegati-
vo |VRic|?, per poi invocare la Proposizione 6.4 che ci dice che I'altro
termine di reazione R(S — R?/3) @ piccolo rispetto a R>.

Osserviamo che 168 % = 16 e poniamo

_ |VRP

F
R

—nR* +168(S — R?/3).
Allora, per ogni 7 < 1/3, esiste una costante C(#) dipendente unica-

mente da # e dal valore iniziale della metrica al tempo iniziale tale

che 3F

5 < AF +C(7). (6.14)
Infatti, sommando i contributi forniti dalle stime (6.13) e (6.12), gli unici
termini di reazione che non si annullano sono

672R(S — R*/3) — %;;R?’



6.3 IL CONTROLLO DEL RAPPORTO Rmax/ Rmin

e in virtt della Proposizione 6.4, & possibile determinare una costante
0 > 0 e una costante C > 0 dipendente solo dalla metrica iniziale, tali
che S — R?/3 < CR?>7°. Conseguentemente, per un’opportuna costante
C(n) dipendente solo da 8, C ed # > 0, otteniamo

672R(S — R?/3) — %UR?’ < CR3% — %;7123 < C(y),

da cui segue la formula (6.14).
Tale formula, per il principio di massimo, implica che

[VR]?

= 7R? < Fax (1) < Fmax(0) + C(57)t < Fmax(0) + C(y)T

per ogni t € [0,T) e in ogni punto di M.

Ricordando la stima (3.2) sul tempo massimale di esistenza del flusso,
anch’essa dipendente solo dalla metrica iniziale, si ha T < 3/2Rpin(0),
dunque concludiamo che

in M x [0, T), con C(7) dipendente solo dalla metrica iniziale.
Questo implica che

|VR|* < 7R®+ C(57)R < 27R* + C(n),

con C(#) dipendente solo dalla metrica iniziale. Dunque, cambiando
variabile da # a 2%, poiché R > 0 e possiamo scegliere # arbitrariamente
piccolo, abbiamo la tesi della Proposizione 6.9. O

6.3 IL CONTROLLO DEL RAPPORTO Rmax/ Rmin

Sappiamo che se T ¢ il tempo massimale di esistenza del flusso, Smax =
[Ric|%,,x — +oo per t — T, che nel nostro caso di curvatura di Ricci
positiva, & equivalente a Rnax — +00. Vogliamo studiare il rapporto
Rmax/ Rmin all’avvicinarsi a tale tempo massimale.

Proposizione 6.11. Si ha Rpmax/Rmin — 1, per t — T.

Dimostrazione. Si vede facilmente che dalla Proposizione 6.9, segue che
per ogni 7 > 0 possiamo trovare una costante C(77) con

1
[VR| < 57*R¥2 +C(y)
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per ogni t € [0, T). Poiché Rmax — +0c0 per t — T, possiamo trovare un
tempo 6 tale che C(17) < 372R3/2 per ogni t € [0, T), dunque,
|VR| < n?R3/2

max’

per ogni t > 6. Fissato allora un tale tempo ¢ e un punto p € M dove
R(-,t) assume il suo massimo spaziale, su qualsiasi geodetica uscente
da p di lunghezza ¢ = 1/(yRY2) siha R > (1 — 1) Rmax-

Mostriamo che se 7 > 0 & sufficientemente piccolo (indipendentemente
da t), su tale geodetica vi &€ un punto coniugato a p. Dunque, per il
teorema di Hopf-Rinow (si veda [48]), la famiglia di queste geodetiche
“copre” tutta M e di conseguenza, la stima R > (1 — 17) Rmax vale per

ogni punto della varieta. Chiaramente segue che
Riin 2 (1 - W)Rmax-

Infatti, poiché sappiamo dal Teorema 5.6 che Ric > eRg, per un certo
e > 0, indipendente da ¢, lungo una tale geodetica si ha

Ric > eRg > €(1 — ) Rmaxg
e possiamo applicare la seguente versione del teorema di Bonnet—Myers
(si veda [48]).

Teorema 6.12. Se Ric > (n — 1)kg lungo una geodetica di lunghezza al-
meno 71/+v/k su una varieta di dimensione #, allora lungo tale geodetica
vi sono punti coniugati.

Dunque, se scegliamo 7 sufficientemente piccolo, tale che

1 ™2 . 1> ™2

/= , cioe

- 2 = s
ﬂerr{azx (1 — 17) Rmax n Ve(l—n)

abbiamo la conclusione per ogni ¢ > 6.
Segue che

liminf Ryin/Rmax = 1 —17
t—T

e per l'arbitrarieta di #, concludiamo che Rmax/Rmin — 1, per t —
T. O

Per il Teorema 4.15 e 'Osservazione 4.16, sappiamo non solo che
IRic|max — +00, per t — T, ma anche che per una costante C > 0 (che
nelle seguenti stime puo variare da riga a riga), si ha

C

|Ric‘max(t> = ﬁ/
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per ogni t € [0,T), dunque nella nostra situazione di Ric > 0, cid &

equivalente a
C

T—t
Come facile conseguenza della proposizione appena vista, si ha allora
anche

Rmax(t) P

C C
Ruin(t) > P i +o0 e r(t) > e i +00, (6.15)

per ogni t € [0,T), dove r & la curvatura scalare media al tempo ¢ (la
costante C nelle precedenti stime puo variare da riga a riga).
Segue chiaramente che

T T T
/ Riax dt = +o0, / Rpin dt = 40 e / rdt = +oo
0 0 0

Proposizione 6.13. Si ha S/R?—-1/3 =0, pert —T.

Dimostrazione. Per la Proposizione 6.4, abbiamo

S 1 5
3 < CR7P < CR S,
e Rpin — +o0,set — T. O

64 STIME PER IL FLUSSO NORMALIZZATO

Nelle stesse ipotesi delle sezioni precedenti, consideriamo il flusso di
Ricci normalizzato g(t) associato al flusso di Ricci g(f) su M nell’inter-
vallo massimale [0, T), che dunque soddisfa (si veda l'analisi all’inizio

del capitolo)
d . 2. B
5781 = 378ij — 2Rj;

in un intervallo [0, T), dove

0 =pgt) e () = /O p(s)ds,  (6.16)

_(Vol(0)\*?
per ogni t € [0, T). In particolare, ricordiamo che

(1) = w(t)_lr(t). (6.18)

con
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Per i risultati visti, riscalando le quantita geometriche, abbiamo
allora le seguenti conclusioni:

* Rmax/Rmin — 1, per T — T. In particolare, questo rapporto e
uniformemente limitato.

* Ric > eRg, per un certo & > 0.

Lemma 6.14.~ Esiste una costante C > 0 tale che Riax < C < +09, per
ognit € [0,T).

Dimostrazione. Siano Vol il volume e d il diametro di (M, §(7)). Avendo
tensore di Ricci positivo, il teorema di Bishop—Gromov (si veda [48]) ci dice
che i volumi delle palle di (M, g(7)) sono minori di quelli delle palle
euclidee tridimensionali di stesso raggio. Segue ¢ che esiste una costante
umforme C > 0 tale che Vol < Cde poiché R1c eRind, g, siha d

Cg 1/ 2 , per il teorema di Bonnet—Myers (dove C¢ = 7my/2/¢). Pertanto,
Vol R3/ 2 < CC2. Poiché per costruzione Vol = Vol(0), concludiamo che

min 3
Rmm < CC3 Di conseguenza, si ha anche RmaX < C, per una costante
C > 0, in quanto Rmax/ Rmin © uniformemente limitato. O

Lemma 6.15. Si ha T = +oo.

Dimostrazione. Poiché dt/dt = e ¥ =, si ha

T T
/ Fd‘t:/ rdt = +oc0
0 0

per le stime (6.15). Ma 7 < Rmax C, dunque si deve necessariamente
avere T = +o00. 0

Dalla Proposizione 6.13 segue che (essendo invariante per riscala-
mento) s
S/R*—1/3 =0,

per T — +o0 e poiché abbiamo visto che vale la relazione

- R =S[A-aP+(

-0+ (F—7)?],

ne consegue che il rapporto A/Ji tra due qualsiasi autovalori del tensore
di Ricci Ric converge a 1 per T — +oo (essendo equilimitati). Dato
che anche Rmax/Rmin — 1 per T — 400, deve inevitabilmente accade-
re che la curvatura sezionale diventi ad un certo tempo 1/4-pinched,
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cioe che il rapporto SeCmin/ S€Cmax appartenga all’intervallo (1/4,1].
Dunque, per il teorema della sfera (si veda [84, Sezione 12.3]) si ha che
il rivestimento universale di M & una sfera. Tuttavia, possiamo evitare
di invocare tale teorema e utilizzare soltanto un lemma chiave della
sua dimostrazione (detto “del raggio di iniettivita di Klingenberg” — si
veda [26, Theorem 5.10] per una dimostrazione).

Lemma 6.16 (Klingenberg [63, 64]). Sia M una varieta semplicemente
connessa di dimensione maggiore o uguale a 3, tale che tutte le sue cur-
vature sezionali appartengono all’intervallo (K/4, K]. Allora il raggio
di iniettivita di M & almeno 7/+v/K.

Applichiamo questo risultato al rivestimento universale riemannia-
no (compatto) M di M, che ha un numero finito m € IN di fogli, per il
teorema di Bonnet-Myers. Inoltre, se le curvature sezionali apparten-
gono all'intervallo (K/4, K] (in particolare, sono minori o uguali a K),
per il teorema di Giinther (si veda [48]), il volume di una palla Bin M di
raggio inj(M) sara maggiore di quello di una palla B di stesso raggio
nella varieta semplicemente connessa con curvatura sezionale costante
uguale a K.

Poiché K é limitato dall’alto da una costante (un multiplo fissato
di ﬁmin 0 equivalentemente, di Riax, che sono uniformemente limitate
per T € [0,+c0)), si ha

VoIX(B) > Cx inj(M)3,

per una qualche costante Cg > 0 (si osservi che anche inj(M) @ limitato
da una costante uniforme, per il teorema di Bonnet-Myers). Dunque,
per il Lemma 6.16, si ha

K2 < inj(M)* < C'Vol(B) < C"Vol(B) < Ci! Vol (M),

Poiché il volume di M & uguale a m volte quello di M, che & uguale a 1
e ricordando che K & minore o uguale a un multiplo (fissato) di Rinin,
otteniamo B

RM2<CK P2 <,
per una costante C > 0, per ogni T € [0, +0).
Concludiamo quindi che esiste ¢ > 0 tale che Ryin > €, per ogni

T € [0, +00).

65 CONVERGENZA ESPONENZIALE

Per concludere la dimostrazione del Teorema 6.2, dobbiamo mostrare
che le quantita geometriche della metrica normalizzata non solo si
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avvicinano a quelle di una sfera, ma lo fanno con una rapidita tale
da garantire la convergenza della metrica stessa nella topologia C*.
Questo & garantito da delle stime di decadimento esponenziale.

Iniziamo con un principio generale per convertire le quantita dal
flusso di Ricci non normalizzato a quello normalizzato. Siano P e Q due
espressioni costruite a partire dalla metrica e dai tensori di curvatura
e siano P e Q le corrispondenti espressioni per il flusso normalizzato.
Poiché differiscono per dilatazioni, differiscono per una potenza di i
(si ricordino le equazioni (6.16) e (6.17)). Diciamo che P ha grado #n se
P = ¢"P. Pertanto, ¢ ha grado 1, Ric ha grado 0, R ha grado —1 e S ha
grado —2.

Lemma 6.17. Supponiamo che P soddisfi
0P =AP+Q

per il flusso non normalizzato e che P abbia grado n. Allora Q ha grado
n — 1 e per il flusso normalizzato vale

9P = AP +Q+ 2P,
Dimostrazione. Osserviamo che Q ha grado n — 1 poiché dt/dt = p e
A = ¢A. Si ha quindi
Yo (y"P) =pA(y~"P) + 97" HQ,
T n d1)L7 ~
0P =AP+Q+ @EP'

Poiché dall’equazione (6.2) segue

41089 _ 5, /3, dlogy _ 1dlogy _,,1,/3 573,

dt dacul =7 ==
per la formula (6.18), abbiamo la tesi del lemma. O

Dalla sezione precedente, sappiamo che il flusso normalizzato
soddisfa, per ogni T € [0, +00),
0<e< ﬁmin < ﬁmax < é, (6.19)
¢Rg < Ric < R,
per delle costanti positive C ed ¢, inoltre
Rmax/Rmin =1 e S/R*—1/3 0,

per T — +o0.
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Lemma 6.18. Possiamo trovare delle costanti C,d > 0 tali che
S—R?>/3<Ce™?T,

per ogni T € [0, +00).

Dimostrazione. Poniamo f = S/R? — 1/3 e notiamo che fvha grado 0.

Allora, per il Lemma 6.7 con oy = 2 e il Lemma 6.17, abbiamo

P

-2
R R3

<Af+ 2§V, RV, f-4

QJ‘QJ
I
=

e dal Lemma 6.8, si ha
B> &25(5 - R2/3) = 25R°F,
Dunque,
U < AF+X19,F—oF,
aT X q 7
con X7 = zgqpﬁpﬁ/ﬁ e 6 = 4¢%/3, in quanto
T ST
4= > 48?2 > 42 fR/3 > 4e°f /3 = of,
= 242 > 4] fr3=1of
essendo S > R?/3eR >¢ (disuguaglianze (6.19)). Quindji,
() < A + RV,

e per il principio del massimo segue che ¢°"f < C, per una costante

C > 0 dipendente dal massimo di f(-,0) (cio¢ dalla metrica iniziale).

Dunque, f < Ce™°7 per ogni T € [0, +0) e poiché R & uniformemente
limitata dall’alto e positivamente dal basso, questo risulta equivalente
alla tesi del lemma. O

Corollario 6.19. Si ha |Ric — Rg/3| < Ce™%7, per ogni T € [0, +0o).
Dimostrazione. Gli autovalori di Ric — Rg/3 sono della forma
A=A+pu+v)/3=[A—pu)+A-v)]/3,

mentre L
S—R¥/3=[A—pw?*+A—v)>+(u—v)/3,

dunque la stima segue immediatamente dal lemma precedente. O
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Lemma 6.20. Possiamo trovare delle costanti C,d > 0 tali che
Rmax — Riin < Ce™’7,

per ogni T € [0, +00).

Dimostrazione. Poniamo

= _ I[VRP

F= +168(S — R?/3),

che ha grado —2. Dalle formule (6.12) e (6.13) (scegliendo 1 = 0) segue

d~ <= S5 4 -
_F <L — _
S F<AF+ 672R(S — R*/3) 37F

(il Lemma 6.17 vale anche per le disuguaglianze differenziali). Utiliz-
zando la stima del Lemma 6.18, si ha

9 F < AF +Ce " — oF,

ot

per delle costanti C,d,¢ > 0, poiché R < C e 7 > Rppin > € > 0.
Dunque,

a%(e‘hf—fr) < A(&TF - Cr)

e dal principio del massimo, concludiamo che ¢’TF — Ct < C, per una
costante C > C dipendente solo dalla metrica iniziale. Ne deriva che
F < C(1+1)e " per ogni T € [0, +00). Poiché F > |[VR2?/ReR e
uniformemente limitata superiormente, dalla stima precedente segue
che

IVR2 < C(1+1)e .

Riducendo eventualmente il valore di § > 0, otteniamo quindi
|VR| < Ce™°F
ed essendo il diametro di (M, g(7)) uniformemente limitato, si ha

Rimax — Rpnin < diam(M, g(7)) max |VR| < Ce™7T,

come volevamo dimostrare. O

Lemma 6.21. Si ha |Ric —7§/3| < Ce ™7, per ogni T € [0, +0).
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Dimostrazione. Sappiamo che Roin < 7 < Ruax, dunque |§ -7 <
Rmax — Rmin < Ce™ ”iyer il lemma precedente. Poiché per il Corol-
lario 6.19, abbiamo |Ric — Rg/3| < Ce™7, la tesi segue dalla disugua-
glianza triangolare. O

Per il Lemma 4.12 e le precedenti stime di decadimento esponenziale,
si ha il seguente risultato.

Proposizione 6.22. Le metriche g(7) sono tutte equivalenti e conver-
gono uniformemente per T — 400 a una metrica continua definita
positiva g(o0) su M.

Per stimare le derivate della curvatura, ricordiamo la formula (4.10)
nell'Osservazione 4.11 e vediamo che tutti e tre i termini hanno lo
stesso grado di omogeneita (V = V e dVg = #3dVy), di conseguenza
la stessa formula vale per il flusso normalizzato. Poiché in dimensione
tre il tensore di Riemann ¢ interamente determinato da quello di Ricci,
abbiamo la stima

d / Sk (2 / Sk+157. 12
— V' Ricl?dV; < =2 V*Ric|?dV;
[ Ravs < -2 [ (9 RcPavg
+6max|1€i%|/ |V*Ric2dV,
M M
—2/ Wk“liivc\deg—i—f/ V*Ricavg,
M M
(6.20)

in quanto |R1c| e uruformemente limitato, per T € [0, +-00).
Introduciamo il tensore E = Ric — 7¢/3 e osserviamo che VFRic = VFE E,
per k > 1, dal momento che 7 & costante in spazio. Quindji, interpolando
per mezzo della Proposizione 4.9, si ha

[~y N o k/(k+1) B 1/(k+1)
c/ |VFRic|*dV; < C (/ |vk+1Ric|2dVg~) (/ |E|2dVg~>
M M M
per k > 1 e applicando la disuguaglianza di Young, per ogni € > 0,
C / V*Ric]2dV; < Cle / FHIRICPdVy + Cle / EPav,,
M M M

per una costante C’ > 0 dipendente solo da k (e non da ¢).
Scegliendo dunque ¢ > 0 tale che C'e < 2 e sostituendo questa stima
nella formula (6.20), otteniamo

d o N
— / | VFRic|*dV; < " / [EPdVg < Ce T,
dt M M
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dove la seconda disuguaglianza segue dal Lemma 6.21. Segue che
/M |VFRic|?dV; < G,

per ogni k > 1 e per ogni T € [0, +).
Usiamo poi la stima di interpolazione data dalla Proposizione 4.10, per
ottenere, per ogni k,n € Ncon1 <k <,

/ |V Ric|*/*dV; < Cmax|E|2"/k=1) / |V"Ric|?dV; < C, e 0T,
8 M 8 ,
M M

per delle costanti C, Cvn,ké’ > 0 dipendenti da n e k.

Infine, ripetendo 'argomento che conduce alla Proposizione 4.14 (alla
fine della Sezione 4.3), essendo tutte le metriche g(7) equivalenti tra loro
(cioé applicando le immersioni di Sobolev con una costante uniforme),
concludiamo che per ogni k > 1, si ha

max |V Ric| < Cre ™7,

per delle costanti Cy, d > 0, per ogni T € [0, +0).
La seguente proposizione conclude la dimostrazione del Teore-
ma 6.2.

Proposizione 6.23. Per T — +oo, le metriche g(7) convergono alla
metrica limite g(o0), data dalla Proposizione 6.22, nella topologia C*.
Dunﬂue, g(c0) & una metric.a C* e Ricg(7) — Ri§§(w). Di conseguenza,
(M, g(c0)) ha curvatura sezionale costante positiva.

Dimostrazione. La convergenza C® delle metriche a (o) segue dal
teorema di Ascoli-Arzela e dall’equazione del flusso normalizzato, da
cui la convergenza delle curvature.

Per il Lemma 6.21, il tensore Ric — 7g/3 converge uniformemente a zero,
dunque (M, g(o0)) ha il tensore di Ricci proporzionale alla metrica. Per
il lemma di Schur tale fattore di proporzionalita e costante, quindi
(M, g(c0)) & una metrica di Einstein. Essendo in dimensione 3, ne
consegue che ha curvatura sezionale costante positiva. O



L’ANALISI DELLE SINGOLARITA NEL CASO
GENERALE E LA CONGETTURA DI POINCARE

Nel capitolo precedente abbiamo dimostrato il famoso risultato di Ha-
milton del 1982: una varieta tridimensionale compatta e semplicemente
connessa con curvatura di Ricci positiva, sotto il flusso di Ricci (non
normalizzato) “collassa” in tempo finito diventando sempre pit1 “sfe-
rica”. Tuttavia, se tale ipotesi di positivita viene a mancare, il flusso
puo sviluppare anche altre singolarita di tipo diverso. Vediamo degli
esempi (alcuni dei termini nelle seguenti due figure saranno chiariti
nelle prossime sezioni — la singolarita “cuspidale” viene anche detta in
letteratura “degenerate neckpinch”).

Sviluppo di una singolarita di Tipo | (neckpinch) in dimensione 3

tempot=0 tempo intermedio ¢ < Tiing tempo vicino a Tsing
manubrio tridimensionale iniziale il collo si restringe, singolarita di neckpinch
(curvatura bassa) la curvatura
aumenta

modello limite della singolarita neckpinch:
cilindro in contrazione S? x R

t=0 t t = Tiing
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Sviluppo di una singolarita di Tipo Il (cuspide) in dimensione 3

tempo t=0 tempo intermedio t<Tj;,; tempo vicino a t—>Tg;g
manubrio asimmetrico la curvatura aumenta singolarita cuspidale
(curvatura bassa) da un solo lato

|Riem|pax — +00

~§®

-
I+

o

—~

t—> Tsing

modello limite della singolarita cuspidale:
solitone di Bryant

Si osservi la somiglianza di questi esempi con gli analoghi per il moto
per curvatura media di superfici in R3 (si veda [69], per esempio).

Una congettura “naturale” (di Hamilton) & che a parte la singola-
rita di “collasso sferico” di un quoziente della 3—sfera, come nel suo
teorema 6.2 quando il tensore di Ricci ¢ positivo, questi siano gli unici
altri due modi in cui una singolarita si possa formare nel flusso di
Ricci di una 3-varieta compatta. La dimostrazione di questo fatto e in
generale l’analisi “quantitativa” completa delle possibili singolarita del
flusso di Ricci sulle 3—varieta, iniziata da Hamilton e portata a com-
pimento da Perelman, ha rappresentato uno dei capitoli pit1 profondi
della matematica contemporanea e ha condotto alla risoluzione della
congettura di Poincaré. In questo capitolo finale ne descriviamo in modo
discorsivo ’architettura logica, illustrando senza dimostrazioni i teore-
mi e i passi fondamentali. Una trattazione simile che contiene anche
un’ampia discussione sulla congettura di Poincaré e sulla topologia
delle 3—varieta, si puo trovare in [10]. Per approfondire i dettagli tecnici



7.1 SINGOLARITA E BLOW-UP

dei risultati di Perelman, consigliamo al lettore interessato i lavori di
Terence Tao [90, 91].

Osservazione 7.1. In dimensione 2, il flusso di Ricci di una superficie
compatta tende a “uniformare” globalmente la curvatura. L'equazione
di evoluzione si semplifica, in quanto Ric = Rg/2 e dunque diventa

98
== = —Rg.
ot 8
Il comportamento di una superficie compatta e orientabile che evolve
dipende soltanto dalla sua caratteristica di Eulero X, per i lavori di

Hamilton [52] e Chow [31].

e Sfera (X > 0): il flusso sviluppa una singolarita in tempo finito. Il
flusso normalizzato deforma la superficie nella sfera standard.

* Toro (X = 0): il flusso esiste per ogni tempo, la curvatura decade
esponenzialmente a zero e la metrica converge a una metrica piatta.

* Superfici di genere g > 1 (X < 0): il flusso esiste per ogni tempo e
normalizzandolo, la superficie converge a una metrica iperbolica,
cioe con curvatura costante negativa.

Per le superfici non orientabili, si hanno conclusioni analoghe, conside-
rando il loro rivestimento a due fogli (orientabile).

L'unica possibile singolarita in dimensione 2 & quindi quella di “collas-
so sferico”, analoga a quella del flusso di una 3—varieta compatta con
tensore di Ricci positivo.

In dimensione n > 4, le singolarita possono essere molto varie,
rendendo la loro analisi al momento fuori portata, senza ipotesi sulla
curvatura durante il flusso. Si pensi per esempio alla varieta prodotto
82 x S2 che “collassa” in tempo finito ma non forma una singolarita
“sferica”.

7.1 SINGOLARITA E BLOW-UP

Supponiamo che una soluzione g(t) del flusso di Ricci su una varieta
compatta M di dimensione n € IN,

og .
g = ZRIC,
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sia definita su un intervallo di esistenza massimale [0, T), con T < +oco.
Per i risultati della Sezione 4.4, in particolare il Teorema 4.15, sappiamo
che questo implica un’esplosione della curvatura:

Cn
T—t
per una costante C,, che dipende solo dalla dimensione n € IN di M.
Seguendo Hamilton in [55], il cosiddetto “Hamilton’s big paper”, per
studiare la natura della geometria per t — T, distinguiamo le singolarita
a seconda della velocita con cui la curvatura va a +oco.

|Riem |max (t) =

(7.1)

Definizione 7.2. Una singolarita in tempo finito T e detta di Tipo I se
esiste una costante C > 0 tale che, per ogni t € [0,T), si ha
|Riem |max () < c (7.2)
max ~X T _ t' 7'
Se invece tale quantita non ¢ limitata da C/(T — t) per alcuna costante
C, la singolarita e detta di Tipo II.

Osservazione 7.3. Euristicamente, le singolarita di Tipo I sono quelle
“standard” per la struttura parabolica del flusso di Ricci, in cui il tas-
so di scoppiamento della curvatura dell’ordine di 1/(T — t) & quello
“naturale”.

Vediamo ora la cosiddetta procedura di blow—up (a la Hamilton) per una
singolarita del flusso al tempo massimale di esistenza T > 0. Scegliamo
una successione di punti p; € M e di tempi t; T tali che

[Riem(p;, ;)| > a; sup [Riem|max(t), (7:3)

per una certa successione «; € (0,1], con liminf; .o a; > « > 0. In
particolare, si ha chiaramente che |Riem(p;, t;)| — +oo.

Definiamo poi la successione di metriche riscalate (riscalamento para-
bolico) ponendo

. s
gi(s) = |Riem(p;, t;)| & (tz’ + Rlem(pl,tl)|) . (7-4)

Si vede allora facilmente che tutte le metriche g;(s) evolvono sempre
per il flusso di Ricci, nellintervallo temporale riscalato

I; = [ - ti|Riem(p;, )|, (T — t;)|Riem(p;, 1)),

inoltre, per costruzione, questa successione gode delle seguenti proprie-
ta:
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¢ nel punto p; € M al tempo s = 0, il tensore di Riemann ha norma
uguale a uno:
[Riemy, (o) (pi, 0)| = 1;

* per tutti i tempi nonpositivi, s < 0, si ha definitivamente

|Riemg, |max (s) < 1/a;.

Per ottenere una stima del tensore di Riemann delle varieta risca-
late anche per tempi (piccoli) positivi, si sfrutta la seconda stima
dell’Esercizio 3.6:

. |Riemg|max (0)
Ri ) < i '
| el’ng|max( ) 1— Cn‘Rlel’ng|max(0)i'L

che implica

2/«
S 1-Cs’
definitivamente per ogni s € (0,1/C), per una costante C > 0 indipen-
dentemente da i € IN.

Queste stime ci garantiscono due fatti fondamentali sugli intervalli
di definizione I;:

|Riemg, |max(s)

¢ l’estremo inferiore dell’intervallo I; tende a —oo;

¢ a meno di sottosuccessione, 1’estremo superiore converge a

b =limsup (T — t;)[Riem(p;, t;)|, (75)

1—00

e ricordando le stime (7.1) e (7.3),

b > limsup «;(T —t;) sup |Riem|max () = limsup Cpa; > Cya > 0.
i—00 <t i—00

Osserviamo che se la singolarita e di Tipo II, per una scelta appropriata
dei tempi ¢;, si ha b = +oo0.

Di conseguenza, in ogni intervallo compatto K C (—oo, b), otteniamo
una stima uniforme sulla norma del tensore di Riemann delle metriche
gi(s), pers € K.

Vorremmo ora “passare al limite” questa successione di flussi di
Ricci, per ottenere quello che viene detto un blow-up del flusso originale.
Per fare cid abbiamo bisogno del seguente risultato di Hamilton in [54].
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Teorema 7.4 (Teorema di compattezza di Hamilton). Sia (M;, g(s), p;)
una successione di flussi di Ricci completi “puntati” (tutte le varieta
sono complete e abbiamo la scelta di un “punto base” per ogni flusso),
su un intervallo temporale comune contenente s = 0. Se la curvatura e
le sue derivate covarianti sono equilimitate e se il raggio di iniettivita
nei punti base p; & uniformemente limitato dal basso al tempo s = 0,
ovvero inj ) (pi) > & > 0, allora esiste una sottosuccessione dei flussi
che converge in topologia C* di Cheeger—Gromov (si veda [84]) a un
flusso di Ricci limite (Moo, §o0(S), Peo)-

Per mezzo delle stime di Bernstein—-Bando-Shi viste nella Sezio-
ne 4.5 (o di una loro versione “localizzata”), il controllo uniforme sulla
curvatura delle soluzioni riscalate g;(s) in ogni intervallo compatto
K C (—o0,b), implica un analogo controllo uniforme su tutte le sue
derivate covarianti e assumendo una stima dal basso sul raggio di
iniettivita, possiamo applicare questo teorema, ottenendo che i flussi
Qi(s) convergano (passando eventualmente a una sottosuccessione) in
topologia C* a un flusso di Ricci limite g (s) su una varieta completa
Moo (possibilmente diversa da M), nell’intervallo (—oo, b).

Su questa varieta limite si avra allora

|Riemgoo Imax(s) < 1/,

per ogni s < 0 e se avessimo scelto a; = 1 0 &; — 1 (dunque a = 1),
avremmo che la funzione |Riemy, |, ristretta a M % {s < 0}, prende
massimo in (pe, 0), dovendo essere |Riemg,, (poo, 0)| = 1.

Avere una stima dal basso sul raggio di iniettivita delle varieta
riscalate in modo da rendere effettiva questa procedura di blow-up fu
uno dei punti in cui il programma di Hamilton si areno, problema che
fu successivamente risolto da Perelman, come vedremo.

Osservazione 7.5. Il Teorema di Hamilton 6.2 visto nel capitolo pre-
cedente puo essere riletto, ex post, come il caso base di analisi delle
singolarita tramite la procedura di blow—up. Se una varieta riemannia-
na compatta ha tensore di Ricci positivo, il flusso di Ricci sviluppa una
singolarita di Tipo I in tempo finito e se applichiamo tale procedura,
per le stime e i risultati che abbiamo visto, si puo passare al limite e
ottenere un blow—up che non ¢ altro che un quoziente della sfera che si
contrae omoteticamente e “collassa”, estinguendosi in tempo finito.

Osservazione 7.6. La tecnica di blow—up & uno degli strumenti analitici
e geometrici pitl potenti per lo studio delle singolarita delle soluzioni
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delle equazioni a derivate parziali nonlineari, sia di tipo ellittico che
parabolico. L'idea di base e di agire come un vero e proprio “micro-
scopio”: quando una certa quantita (come la curvatura per il flusso
di Ricci, o 'ampiezza o il gradiente di una soluzione di un’equazione
differenziale, in generale) tende a esplodere a infinito avvicinandosi a
un punto singolare, si effettuano degli “ingrandimenti” attorno a tale
punto, di cui poi si studia il limite. A grandi linee, la procedura in
generale consiste nei seguenti passi:

1. Localizzazione e riscalamento: si individua una successione di punti
pi (e tempi t;, se 'equazione e parabolica) lungo cui una quantita
associata a una soluzione “esplode” e si introduce una nuova succes-
sione di soluzioni per mezzo di un riscalamento appropriato attorno
a tali punti, scelto in modo tale che la quantita interessata relativa
alle soluzioni riscalate sia uniformemente limitata.

2. Passaggio al limite (compattezza): si utilizzano teoremi di compattez-
za (Ascoli-Arzela, embedding di Sobolev, o teoremi alla Cheeger—
Gromov-Hamilton per le varieta) per estrarre una sottosuccessione
convergente dalla sequenza delle soluzioni riscalate. In genere, il
dominio originario si dilata a ogni passo e la soluzione limite della
sottosuccessione risulta definita su uno spazio non limitato (tipi-
camente l'intero IR” o una varieta completa non compatta). Per le
equazioni paraboliche, usualmente i tempi antecedenti alla singola-
rita si dilatano verso —co, dando origine a una cosiddetta soluzione
antica, definita ad esempio per s € (—oo,0].

3. Classificazione e conclusioni: si cerca di dimostrare che le uniche so-
luzioni globali (o antiche) con le proprieta ereditate dal passaggio
al limite, devono avere una forma speciale (per esempio, soluzioni
banali, costanti nello spazio o nel tempo, oppure solitoni, cioe solu-
zioni autosimili, dotate di qualche “simmetria”). Se qualche teorema
(per esempio, di rigidita o di tipo Liouville) permette di concludere
che tali soluzioni limite non possono esistere, si ottiene un assurdo,
dimostrando cosi che la singolarita non poteva formarsi. Se invece
dei “modelli” limite esistono (e possibilmente sono classificabili),
questi forniscono i possibili “profili asintotici” delle singolarita.

7.2 CLASSIFICAZIONE DEI BLOW—UP E SOLITONI DI RICCI

Assumendo di avere una stima sul raggio di iniettivita delle varieta
riscalate (che, come detto, Hamilton non aveva) in modo da ottenere
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dei blow—up eo(s) con la procedura che abbiamo descritto sopra, si
tratta di classificare tali flussi di Ricci limite.

Nel caso delle singolarita di Tipo I, I'intervallo di definizione del
flusso limite & (—o0,b), con b < +oo dato dalla formula (7.5), per la
stima dall’alto (7.2). Tali flussi sono detti antichi. Se invece la singolarita
e di Tipo 1I, scegliendo appropriatamente la successione di tempi e
punti (p;, t;), il flusso limite & definito per ogni tempo (b = +o0). Tale
flusso limite & detto eterno. Inoltre, la norma del suo tensore di Riemann
assume massimo in (peo, 0).

Hamilton congetturo che tali blow—up dovessero essere dei solitoni
di Ricci (gradiente), ovvero delle soluzioni autosimili che evolvono solo
per riscalamento e diffeomorfismi. Di tipo shrinking, per le singolarita
di Tipo I e steady, per le singolarita di Tipo II.

In letteratura, il termine solitone di Ricci (o semplicemente solitone,
in questo contesto) viene usato per indicare sia una particolare varie-
ta/metrica statica, sia per la soluzione dinamica del flusso di Ricci che
essa genera. Per essere rigorosi, distinguiamo i due concetti:

e Varieta: una varieta riemanniana (M, g), tale che esista un campo
vettoriale X e una costante A € R soddisfacenti I'equazione

1
Ric + Eﬁxg =Ag, (7.6)

dove Lxg ¢ la derivata di Lie lungo X della metrica g (si veda [48]).
Se esiste una funzione f: M — R tale che X = Vf, detta potenziale,
la struttura prende il nome di solitone gradiente e ’equazione si riduce
a

Ric + V2f = Ag,

dove ricordiamo che V2f & I'hessiano di f.

* Flusso: una soluzione g(t) del flusso di Ricci che evolve unicamente
tramite omotetie (riscalamenti spaziali) e diffeomorfismi. Ovvero,
che ha la forma

8(t) = o(t)yi o,
dove o(t) & una funzione scalare dipendente dal tempo e ¢; & una
famiglia a un parametro di diffeomorfismi di M.

Si ha che un flusso di Ricci g(t) € un solitone se e solo se la varieta
(M, g(t)) lo &, per ogni tempo t (da cui 'ambiguita in letteratura sul
termine “solitone”).

In base al segno della costante A, il solitone viene classificato in:
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e shrinking (contrattivo), se A > 0;
e steady (stazionario), se A = 0;
* expanding (espansivo), se A < 0.

I solitoni gradiente shrinking, come la sfera S" con la sua metrica
standard o i “cilindri” S¥ x R"¥ (con i loro quozienti sul fattore sferico
e i loro riscalamenti), sono dei “modelli” di singolarita di Tipo I, mentre
i solitoni gradiente steady sono legati alle singolarita di Tipo II, come
vedremo.

Un altro esempio di solitone gradiente shrinking e il solitone gaussiano
dato da R” con la sua metrica standard piatta geyq: € il modello “ba-
nale”, si considera come potenziale la funzione radiale f(x) = A|x|?/2
che, valendo chiaramente Ric = 0 e V2f = Ag.q, soddisfa I’equazione
dei solitoni gradiente Ric + V?f = Ageuq con A > 0 (si noti che questo
solitone non sviluppa singolarita evolvendo, in quanto e “statico”).

Esempi importanti di solitoni steady (oltre a quello banale dato da
IR" con la metrica euclidea, che & anche shrinking) sono il sigaro di
Hamilton e il solitone di Bryant.

e 1l sigaro di Hamilton, spesso indicato con X2, & il solitone gradiente
steady 2-dimensionale dato dal piano R? con la metrica

_dx? +dy?
ST 2y

La sua curvatura & ovunque positiva, assume massimo nell’origine e
decade rapidamente a zero all’infinito. Geometricamente, si apre co-
me un paraboloide vicino all’origine, ma allinfinito diviene asintotico
a un “cilindro euclideo” di raggio 1 (da cui il nome “sigaro”).

¢ Il solitone di Bryant & ’analogo n—dimensionale, per n > 3, del sigaro
di Hamilton. Scoperto da Robert Bryant (senza mai pubblicarlo — si
veda [20]), & I'unico solitone gradiente steady completo su R” rotazio-
nalmente simmetrico con curvatura sezionale positiva. A differenza
del sigaro, il solitone di Bryant non ha una forma asintoticamente
cilindrica: il suo profilo si apre indefinitamente all’infinito come un
paraboloide in cui 'ampiezza cresce come la radice della distanza r
dall’origine/vertice e la curvatura decade come 1/7r.

Invitiamo il lettore a riesaminare le figure all’inizio del capitolo con gli esempi
di formazione di singolarita alla luce di quanto visto sopra e nella sezione
precedente.
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Un’altra congettura di Hamilton era che in dimensione tre gli unici
solitoni shrinking che potevano apparire come blow—up fossero la sfera
83 e il “cilindro” $% x R (a meno di quozienti delle sfere e omotetie),
mentre 1"unico steady fosse il solitone di Bryant. In particolare, che il
prodotto riemanniano del sigaro di Hamilton per R (che e chiaramente
un solitone steady tridimensionale) non potesse essere ottenuto come
flusso limite. Cio era legato anche alla sua procedura di “chirurgia”
per “passare oltre” le singolarita, che non era in grado di gestire una
singolarita che avesse come blow—up tale solitone.

Tuttavia, Hamilton riusci a dimostrare che i blow—up erano solitoni
solo nel caso delle singolarita di Tipo II in dimensione 2 e 3, arenandosi
per le singolarita di Tipo I (e per le dimensioni superiori alla terza).
Inoltre, non aveva un argomento né per escludere il solitone “cattivo”,
prodotto del sigaro di Hamilton per R, né per dimostrare che 1'unico
solitone con curvatura sezionale positiva e limitata era il solitone di
Bryant (mostrato da Brendle nel 2013 [16] — si veda I'Osservazione 7.7).

In dimensione 2, non ¢ difficile mostrare che se una soluzione
antica ha curvatura scalare limitata, allora questa e positiva, oppure
identicamente nulla dappertutto (dunque & un quoziente di R? con
la sua metrica standard, che non evolve), mentre, in dimensione 3,
Hamilton aveva a disposizione la stima di pinching di Hamilton—Ivey
(si vedano [55, 60]) che garantisce la nonnegativita delle curvature
sezionali delle soluzioni antiche con curvatura uniformemente limitata
per t — —oo (in particolare i blow—up di flussi di Ricci su varieta
compatte). L’ipotesi di curvatura limitata per queste conclusioni e
stata successivamente rimossa da Hamilton [52, 55] e Chen [28] in
dimensione 2 e da Ni-Wallach [80] e Naber [78] in dimensione 3, per i
solitoni gradiente (shrinking o steady, per i quali viene mostrato che
tale ipotesi e soddisfatta, cioe devono avere curvatura limitata) e infine
sempre da Chen [28] per ogni soluzione antica, in massima generalita.
Tale proprieta di nonnegativita della curvatura e quelle relative ai blow—
up per le singolarita di Tipo II (il fatto che il flusso & eterno e che |Riem|
assume massimo assoluto in (pe,0)), per mezzo di un’applicazione
estremamente raffinata del principio di massimo forte in combinazione
con la disuguaglianza di Harnack, che Hamilton aveva mostrato in [53], gli
permisero di ottenere la conclusione che tali blow—up sono dei solitoni
gradiente steady. Per esempio il sigaro di Hamilton in dimensione 2 e
il solitone di Bryant oppure il prodotto del sigaro di Hamilton per RR,
in dimensione 3.

Al contrario, i blow—up per le singolarita di Tipo I sono solo dei
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flussi antichi, non eterni, definiti su intervalli superiormente limitati
(—o0,b) e con |Riem| non limitato. Dunque, sebbene la proprieta di
nonnegativita delle curvature sezionali continui a valere, non € possibile
concludere che si abbia un solitone gradiente shrinking, secondo la
stessa linea dimostrativa. In dimensione n > 4, nemmeno la stima di
Hamilton-Ivey vale, dunque anche in questo caso I'argomento non &
generalizzabile.

11 programma di Hamilton aveva dunque vari punti “mancanti” da
completare, solo congetturali, per poter applicare delle procedure di
“chirurgia topologica” per “passare oltre” le singolarita del flusso di
Ricci e ottenere conclusioni geometriche (come nel caso in cui il tensore
di Ricci & positivo). A sbloccare questa impasse fu il lavoro di Perelman,
pitt basato su tecniche variazionali (del calcolo delle variazioni) che sul
principio di massimo, che era stato lo strumento principe per i risultati
di Hamilton.

Malgrado tale programma fosse incompleto, assumendo la validita
delle sue congetture, Hamilton sviluppd comunque un algoritmo di
chirurgia nel 1997 in [56] (e lo usd per dimostrare che ogni 4-varieta
compatta e semplicemente connessa con curvatura isotropica positiva &
diffeomorfa alla sfera standard $* - si veda la discussione alla fine della
Sezione 5.1) che perd aveva una lacuna: un’asserzione non giustificata,
come evidenziato da Perelman nel suo secondo articolo del 2003 [83],
che lo costrinse a dover riprogettare l'intera procedura di chirurgia di
Hamilton (e a modificare anche la tecnica di blow—up). L'errore in tale
algoritmo, nel caso delle 4—varieta PIC, era “riparabile”, cioe il problema
che comportava era aggirabile con alcune modifiche tecniche (in [29],
sfruttando le proprieta della curvatura date dalla condizione PIC e
usando dei risultati di Perelman), ma invece era insanabile nel caso
tridimensionale generale (“... which I was unable to fix.” — Perelman [83]).

Osservazione 7.7. Concludiamo questa sezione presentando brevemen-
te l’attuale stato dell’arte della classificazione delle soluzioni antiche (ed
eterne), tenendo presente che alla luce della stima di Hamilton-Ivey,
lo studio dei blow—up del flusso di varieta compatte bidimensionali o
tridimensionali riduce allo studio delle soluzioni antiche complete con
curvatura sezionale limitata e nonnegativa. Lo spartiacque fondamenta-
le in questa teoria € la nozione di soluzione noncollassata, introdotta da
Perelman e che vedremo nella prossima sezione, cioé che il volume di
ogni palla di raggio r > 0 & limitato dal basso da una costante uniforme
moltiplicata per ", in dimensione n € IN.

97



98

L’ANALISI DELLE SINGOLARITA NEL CASO GENERALE

Per le soluzioni antiche noncollassate, che Perelman chiamo x—
soluzioni e mostrd che devono avere curvatura uniformemente limitata
per t — —oo, la classificazione € oggi completa in dimensione 2 e 3,
dove per quanto detto sopra, hanno curvatura nonnegativa.

In dimensione 2, in [35] & mostrato che le uniche soluzioni anti-
che noncollassate sono (a meno di quozienti, isometrie e omotetie): il
piano IR? con la metrica piatta standard (solitone gradiente shrinking
o steady), la sfera standard S? (solitone gradiente shrinking) e 1'ovale
bidimensionale o soluzione di King—Rosenau (nota in fisica teorica come
“modello di Fateev—Onofri—-Zamolodchikov”), che & una soluzione anti-
ca compatta su S? che non ¢ un solitone. Per t — —oo, questa soluzione &
“vicina” a due sigari di Hamilton “uniti” lungo i loro cilindri asintotici.
Al trascorrere del tempo, la soluzione si “arrotonda” e converge asinto-
ticamente alla sfera (normalizzando il volume) prima di “collassare”.
Si noti che il sigaro di Hamilton (solitone gradiente steady) manca in
questa lista, in quanto & collassato, come vedremo ed & 'unica soluzione
antica collassata con curvatura limitata [36].

Menzioniamo infine che se togliamo anche I'ipotesi di curvatura limita-
ta, esistono altre varie famiglie di soluzioni antiche che non rientrano
nei casi precedenti.

In dimensione 3, la classificazione delle soluzioni antiche noncol-
lassate annovera esattamente quattro varieta, oltre a R3, a meno di
quozienti dei fattori sferici, isometrie e omotetie:

e Non compatte: lo spazio euclideo R® con la metrica piatta standard
(solitone gradiente shrinking o steady), il cilindro standard S? x
R (solitone gradiente shrinking) e il solitone di Bryant (solitone
gradiente steady). La prova che il solitone di Bryant sia 1'unico
solitone gradiente steady noncollassato (a parte ovviamente R?) &
stata ottenuta da Brendle nel 2013 [16]. Questo era 'ultimo tassello
mancante al lavoro precedente di Chen e Zhu [30] per completare la
classificazione.

 Compatte: la sfera standard S® (solitone gradiente shrinking) e 1'ovale
di Perelman, che non é un solitone, asintotico per { — —oco a un ci-
lindro chiuso da due calotte modellate sul solitone di Bryant (e
I'analogo tridimensionale dell’ovale visto sopra). La congettura di
Perelman che questi fossero gli unici due modelli compatti & sta-
ta risolta affermativamente nel 2021 da Brendle, Daskalopoulos e
Sesum [17].
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Come il sigaro di Hamilton £? in dimensione due, anche il suo
prodotto con R & collassato, dunque non sta in questa classificazione.
Senza l'ipotesi di noncollasso (che € cio che puo accadere per blow-up
di flussi di varieta non compatte o per soluzioni antiche in generale),
anche assumendo la curvatura limitata (dunque nonnegativa), non vi &
una classificazione completa. Ecco alcuni esempi, oltre a 2 x R:

o Varieta/flussi “a pancake” o “a salsiccia”: costruiti originariamente da Fa-
teev [45], sono flussi che per t — —oo si appiattiscono “schiacciandosi”
su spazi di dimensione inferiore (non solo solitoni).

e Le “ali volanti” (flying wings): nel 2022, Lai [65] ha risolto un problema
aperto posto da Hamilton, dimostrando non solo 'esistenza di solito-
ni gradiente steady tridimensionali collassati che “tendono” a settori
angolari piani per t — —oco, ma provando l’esistenza di un’intera
famiglia continua non numerabile di tali soluzioni.

In dimensione n > 4 la classificazione ¢ al momento molto lontana,
anche assumendo il noncollasso e un operatore di curvatura nonne-
gativo (cosa che non é garantita da stime del tipo di Hamilton-Ivey,
non presenti in dimensione maggiore di tre). Oltre a sfere e cilindri, in
dimensione pari n = 2m, vi sono i solitoni di Kiihler—Ricci (si veda [22]
e anche [14, 21]), ad esempio, lo spazio proiettivo complesso CPP"
equipaggiato con la metrica di Fubini-Study e un solitone shrinking
compatto [22]. Inoltre, esistono molte varieta di Fano (si veda [37]) che
ammettono metriche solitoniche. Il solitone di Bryant [16] & 'unico
modello rotazionalmente simmetrico con curvatura sezionale positiva,
tuttavia, nel 2017 Appleton [1] ha costruito nuove famiglie esplicite di
solitoni steady noncollassati in dimensione n = 2m > 4 aventi come
gruppo di simmetria U(m) invece che O(n).

7.3 I FUNZIONALI DI PERELMAN E IL NONCOLLASSO

Nel suo famoso lavoro [81] del 2002, Grisha Perelman scopri dei funzio-
nali monotoni lungo il flusso di Ricci, rivelandone I'aspetto variazionale:
a meno di diffeomorfismi, il flusso di Ricci e infatti il flusso gradiente
di opportune quantita scalari. Questo punto di vista variazionale ha
permesso a Perelman di completare i punti “mancanti” del program-
ma di Hamilton. Gran parte del materiale di questa e delle sezioni
seguenti & contenuto nei suoi tre famosi preprint (mai sottomessi a una
rivista) [81, 82, 83]. Essendo estremamente sintetici, densi e piuttosto
complessi tecnicamente, immediatamente dopo la loro pubblicazione
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su ArXiv, Kleiner e Lott scrissero delle note esplicative, aggiornate
quotidianamente e disponibili online, in cui colmavano anche molti
dettagli delle dimostrazioni che erano soltanto accennate (queste note
sono ora un articolo [62] fondamentale per lo studio dei tre lavori di
Perelman). Altre possibili referenze sono il libro di Morgan e Tian [76]
e quello di Topping [94].

Data una varieta riemanniana compatta n—dimensionale (M, g),
Perelman definisce il funzionale energia F associando alla metrica g
una funzione f: M — R, che svolge il ruolo di “potenziale”, in modo
da “pesare” la misura di volume dV,:

Flef)= [ R+ V) dv,

Accoppiando l'evoluzione della metrica g secondo il flusso di Ricci
all’evoluzione del potenziale f secondo un’equazione antiparabolica, si
ottiene il seguente risultato.

Teorema 7.8 (Monotonia dell’energia F). Sia g(t) una soluzione del
flusso di Ricci su una varieta M in un intervallo [0, T) e sia f(t) una
soluzione dell’equazione antiparabolica

)

o _ ~Af+|Vf* R
ot

Allora l'energia F(g(t), f(t)) € nondecrescente nel tempo. Infatti, la

sua derivata temporale & nonnegativa e si annulla se e solo se il flusso &

un solitone gradiente steady:

4P, 50) =2 [ [Rier Vfe av o

Il funzionale F presenta tuttavia un difetto tecnico ai fini dell’appli-
cazione all’analisi dei blow—up del flusso di Ricci: non & invariante per
riscalamenti parabolici. Perelman introduce dunque un altro funzionale
W, detto entropia:

e f

Wig, f,7) = /M (R4 1VFP) +f =] csim %

e mostra un’analoga formula di monotonia.

Teorema 7.9 (Monotonia dell’entropia W). Sia g(t) una soluzione del
flusso di Ricci su una varieta n—dimensionale M in un intervallo [0, T),
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T(t) = T —t e sia f(t) una soluzione dell’equazione antiparabolica (una
“perturbazione” di quella per il funzionale F)

n

af:_Af+IVJ‘Z—R“Lz(T—t)'

ot
Allora l'entropia W(g(t), f(t), T(t)) & nondecrescente nel tempo. Infatti,
la sua derivata temporale & nonnegativa e si annulla se e solo se il flusso
€ un solitone gradiente shrinking:
1 | e

: 2
Ric + V=f — 778 @)/

d

Ve, F0,Tw) =2 [ T vy >0.

(7.7)

Osservazione 7.10. La definizione del funzionale W puo apparire a
prima vista come un coniglio estratto dal cilindro di un prestigiatore. In
realta e il risultato di una raffinata analisi dimensionale per ottenere un
analogo del funzionale F che sia invariante per riscalamento parabolico.
L’apparizione del termine T serve per rendere invariante l'integrando
R+|Vf \2, mentre il termine ﬁ ¢ la modifica per avere l'invarianza
della misura di volume pesata. L’aggiunta poi del termine f —n & un
correttivo per “completare il quadrato” nell’espressione della derivata
nella formula di monotonia (7.7). In sintesi, 'entropia ¥V non ¢ altro che
I'energia F “forzata” a essere invariante per riscalamento parabolico.

Infine, per liberarsi della dipendenza dalla scelta specifica della
funzione potenziale f, Perelman passa all’estremo inferiore su tutte le
funzioni f ammissibili che rispettino un vincolo di “normalizzazione”
della misura di volume pesata, definendo la y—entropia come segue:

(g 1) = i?f{W(g,f, T) ’ /M(47TT)—n/2e—deg - 1}‘

Essendo I'estremo inferiore di una famiglia di funzioni monotone nonde-
crescenti lungo il flusso, nonché invarianti per riscalamento parabolico,
anche la y—entropia risulta avere le stesse proprieta.

L’osservazione chiave successiva e che la limitatezza inferiore di
u impedisce il “collasso geometrico” locale. Piti precisamente, se
1(g,T) = o > —oo per ogni T € (0,C] (per una qualche costante
C > 0), esiste una costante x = «(p9, C) > 0 con la seguente proprieta:
per ogni palla B, di raggio r < ry (con ry fissato) in (M, g) su cui la
curvatura soddisfa la stima |Riem| < 1/ 72, si ha

Volg (By) = xr'. (7.8)
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Tali varieta vengono dette x—noncollassate (o semplicemente noncollassate,
se il valore di k¥ non é rilevante). Se invece un tale « > 0 non esiste la
varieta e detta collassata. Analogamente, si dice che un flusso di Ricci
(o una soluzione) & x—noncollassato se questa proprieta vale per ogni
varieta del flusso.
Per una varieta compatta (M, g), la y—entropia @ finita, cioe
(AR & T) = o > =,

infatti, Perelman mostra che se T — 0 si ha u(g,7) — 0, mentre la
stima per T — C si ottiene per minimizzazione con il metodo diretto
del calcolo delle variazioni e I’applicazione del principio di massimo
forte ellittico (si veda [43] per una dimostrazione esplicita completa).
La conclusione segue allora dalla continuita di u(g, T) in 7. Dunque,
essendo la varieta iniziale (M, g) del flusso compatta, la monotonia
della y—entropia implica che sara uniformemente limitata dal basso
per ogni tempo positivo e lo stesso varra per ogni blow—up del flusso,
per la sua invarianza sotto riscalamenti parabolici. Da quanto detto
sopra segue allora che ogni blow—up di un flusso di Ricci di una varieta
compatta (M, go) sara k—noncollassato, per un certo ¥ > 0 dipendente
solo dalla varieta iniziale. Inoltre, la stima di densita (7.8) varra per
ogni r > 0, in quanto espandendo le varieta, il parametro g va a +occ.
Precisamente, in generale, Perelman mostro il seguente risultato.

Teorema 7.11 (Teorema di noncollasso locale). Sia g(#) una soluzione
del flusso di Ricci su una varieta compatta M in [0, T) e sia ry > 0.
Allora esiste x > 0, dipendente solo da g(0), o e T, tale che per ogni
r € (0,r9) per il quale |Riem| < 1/7% su una palla B, di raggio r in
(M, g(t)),si ha

VOlg(t)(Br) 2 Kl’n,

perognit e [0,T).

La relazione tra la stima sui volumi delle palle e il raggio di iniettivita
e poi conseguenza del seguente lemma di Cheeger [27] (si veda anche [84]
o [94])

Lemma 7.12 (Lemma di Cheeger). Per ogni intero n > 2 e per ogni
coppia di costanti C > 0 e x > 0, esiste § = é(n,C,x) > 0 con la
seguente proprieta: se (M, g) & una varieta riemanniana completa n—
dimensionale, p € M e r > 0, la palla B;(p) ha chiusura compatta e
valgono le stime

|Riem| < C/7% su B,(p) e Volg(B:(p)) = xr",
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allora il raggio di iniettivita nel punto p soddisfa inj(p) > dr.

L'applicazione di questo lemma garantisce che il raggio di iniettivita
delle varieta xk—noncollassate non decada pitt velocemente della radice
della curvatura. Segue che il raggio di iniettivita delle varieta riscalate
nella procedura di blow—up di Hamilton & uniformemente limitato
dal basso, permettendo dunque 'applicazione del Teorema 7.4, da cui
'esistenza dei blow—up limite. Cio risolve uno dei problemi aperti pitt
complessi del programma di Hamilton.

Segue inoltre, che ogni blow—up che si ottiene deve essere anch’esso
x—noncollassato e soddisfare la stima di densita (7.8) per ogni v > 0. Il
solitone dato dal sigaro di Hamilton £? in dimensione 2 & asintotico a
un cilindro di raggio unitario, dunque ha curvatura che tende a zero
all’infinito e volume delle palle con crescita lineare. Piti precisamente
(lo si provi per esercizio), esiste una costante C > 0 e rg > 0 tale che per
ogni punto p € ¥2 e r > ry, si ha

Volzz(Br(p)) < Cr.

Se dunque consideriamo r > r( e una successione di punti p; che vanno
all'infinito, prima o poi la norma della curvatura nelle palle B, (p;) sara
minore di 1/7% e
2
Vol (B (p;))

" < C/r.

Segue che non esiste ¥ > 0 che limiti uniformemente dal basso la
densita delle palle del sigaro di Hamilton, cioé ¥? & collassato. Con lo
stesso argomento, si deduce che anche il suo prodotto per R & collassato,
quindi 2 x R & escluso dai possibili blow-up del flusso di Ricci di una
3—varieta compatta. Questo “chiude” un altro punto “mancante” del
programma.

7.4 LUNGHEZZA E VOLUME RIDOTTI

Una delle congetture di Hamilton era che i blow—up antichi provenienti
dalle singolarita di Tipo I fossero dei solitoni gradiente shrinking, per
poterli poi possibilmente classificare. Perelman introduce due strumenti
che sono fondamentali nell’affrontare questo problema. Ispirandosi alla
geometria del confronto e sempre con un approccio variazionale (pren-
dendo anche spunto dal lavoro di Li e Yau [67], dove viene sviluppata
una costruzione analoga a quella che segue per I'equazione del calore),
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definisce una sorta di “distanza spazio-temporale”, chiamata distan-
za ridotta (o anche lunghezza ridotta in letteratura) e 1’associato volume
ridotto, un’altra quantita monotona durante il flusso di Ricci, oltre al
funzionale energia F e all’entropia W .

Sia g(t) un flusso di Ricci su una varieta M (anche non compatta) in
un intervallo [0, T) e consideriamo il flusso (di Ricci retrogrado) g(7) =
g(T —17) con T € (0, T]. Data una curva vy: [0, 7] — M, definiamo

2(1) = [ Ve (Rr0),0) + 11(0) ) ) do

dove 7 = Z% e il vettore tangente alla curva y e R @ la curvatura scalare
del flusso g(o) (calcolata in un punto dello “spazio-tempo” (y(c), ),
dunque uguale a R(y(c), T — o) per il flusso di Ricci g(t)).

Fissato un “punto base” p € M, si definisce la distanza ridotta £(q, T)
tra i punti (p,0) e (¢, T) minimizzando il funzionale .# sulla famiglia
C delle curve v : [0, T] = M che congiungono i due punti p e q di M,
come segue:

1 .
(g, 7) = e ;gg-i”(v)-

La funzione ¢ : M x (0, T] — R soddisfa, nel senso delle distribu-
zioni e quasi ovunque (e anche nel senso della viscositd), uguaglianze e
disuguaglianze differenziali analoghe a quelle della distanza standard
nella geometria riemanniana, ma “adattate” alla struttura parabolica
del flusso (della varieta “spazio—tempo”).

Si introduce poi il volume ridotto

~ gif (q,7)
V() = /M W dVg(T) (q),
che, per costruzione, € invariante per riscalamento parabolico.

Osservazione 7.13. Rispetto all’articolo originale di Perelman, abbiamo
introdotto il fattore di normalizzazione (477)~"/2 nella definizione. In
questo modo, il nucleo di integrazione mima esattamente la soluzione
fondamentale dell’equazione del calore in IR”, garantendo che se p € M
€ un punto regolare dove la curvatura & uniformemente localmente
limitata per ogni t € [0, T), si abbia lim_,o+ V(1) = 1.

Infatti, per lo spazio euclideo R" con la sua metrica piatta standard
(che & un flusso di Ricci “statico”), si ottiene

f(q,T) — |q_P
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e la funzione integranda ¢ la gaussiana standard

_lg=pl?
e 4t

(4rT)n/2”

Di conseguenza, il volume ridotto & costante uguale a 1 per ogni T > 0.
La condizione di uguaglianza nel teorema di monotonia & dunque sod-
disfatta e lo spazio euclideo R" & il pit1 “elementare” dei solitoni gra-
diente shrinking col potenziale f(x) = |x|*/4t che risolve I'equazione

dei solitoni gradiente

. 2 1
Ric + V*f — 778 = 0.
Per un flusso di Ricci generico, il fatto che lim,_,o+ V(1) =1se p € M
€ un punto dove non si sviluppa una singolarita (punto regolare) &
dovuto all’invarianza per riscalamento parabolico del volume ridotto e
al fatto che dilatando indefinitamente il flusso attorno a tale punto si
ottiene come limite il flusso “statico” di R".

Osservazione 7.14. Il termine “distanza ridotta” (o “lunghezza ridotta”),
sebbene ormai universalmente adottato in letteratura, seguendo la
nomenclatura originale di Perelman, puo essere fuorviante. Come

— 2 .
si evince dal caso modello in R", dove ¢(g,T) = g =+ ", la funzione

¢ non si comporta come una distanza (ad esempio, non soddisfa la
disuguaglianza triangolare), bensi come il quadrato di una distanza (per
un fattore dipendente dal “tempo”).

Il risultato fondamentale, che si ottiene integrando le disuguaglianze
differenziali soddisfatte dalla distanza ridotta, & il seguente teorema di
monotonia.

Teorema 7.15 (Monotonia del volume ridotto). Sia g(t) un flusso di
Ricci su una varieta M compatta. Il volume ridotto V(1) @ una funzione
noncrescente rispetto a T, ovvero

dunque & nondecrescente durante il flusso di Ricci g(t).
Inoltre, V() & costante su un intervallo se e solo se la soluzione & un
solitone gradiente shrinking.
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Osservazione 7.16. Sebbene sia enunciato per varieta compatte, la
definizione del volume ridotto e questo teorema si estendono al caso
non compatto sotto opportune ipotesi di regolarita all’infinito. In
particolare, se la varieta & completa e ha curvatura limitata (o piu
in generale soddisfa stime di crescita del volume compatibili con il
decadimento gaussiano dell’integranda), la funzione V(7) rimane ben

definita e monotona.

Poiche, come detto nell’Osservazione 7.13, nei punti regolari del
flusso si ha lim,_,o+ V(1) = 1, calcolando il volume ridotto rispetto
al punto (p,d) dello “spazio-tempo” e poi mandando § — 0, per la
semicontinuita inferiore dell’integrale che definisce il volume ridotto, si
ottiene che lim,_,o+ V(T) < 1 per ogni punto base p € M (il limite esiste
sempre per la monotonia). La monotonia implica quindi che V(7) < 1
per ogni T > 0, in particolare, il volume ridotto & uniformemente
limitato, essendo nonnegativo e converge per T — oo, cioé per t —

—o0, se il flusso di Ricci g(¢) e antico.

7.5 LA PROCEDURA DI BLOW-UP DI PERELMAN

I1 volume ridotto e la sua monotonia sono lo strumento che permette a
Perelman di mostrare un’altra delle congetture di Hamilton, cioe che i
blow—up per le singolarita di Tipo I (a meno di sottosuccessioni) sono
dei solitoni gradiente shrinking (si veda anche [44, 71]). Infatti, senza
discutere i dettagli tecnici e semplificando 1’argomento, assumendo che
il punto base dei riscalamenti parabolici sia fissato, se consideriamo
un blow—up per una singolarita di Tipo I, il volume ridotto sul flusso
limite & ben definito e a causa della sua proprieta di invarianza per
riscalamento, & dato da un limite di “riscalamenti temporali” verso
—oo della funzione volume ridotto per il flusso di Ricci originale in
cui il suo intervallo di definizione e il suo grafico si sono “dilatati”
(solo) temporalmente verso —oo, infatti I'intervallo limite (si ricordi la
Sezione 7.1) & dato da (—co,b) per un qualche b > 0 che “corrisponde”
al tempo singolare T. Cio comporta che il volume ridotto del blow—up
deve essere costante e dunque il Teorema 7.15 (nella sua estensione
discussa nell’Osservazione 7.16) implica che ¢ un solitone gradiente
shrinking.

A questo punto, Perelman classifica i solitoni gradiente shrinking
noncollassati, confermando l'intuizione di Hamilton che questi sono
soltanto lo spazio R® e a meno di quozienti dei fattori sferici, isometrie
e omotetie, la sfera S° e il cilindro 82 x R (Hamilton in dimensione 2
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in generale e Ivey [60] in dimensione 3, nel caso compatto, avevano gia
mostrato che vi erano solo gli spazi euclidei e i quozienti delle sfere).

Malgrado questo risultato e anche se Perelman avesse avuto la
dimostrazione che il solitone di Bryant era l'unico solitone gradiente
steady noncollassato (come afferma, senza darne dimostrazione, nel suo
primo lavoro [81, Remark 11.9] - risultato poi mostrato da Brendle [16]
nel 2013), vi era comungque il problema della lacuna apparentemente
incolmabile nella procedura di chirurgia di Hamilton, che abbiamo
menzionato nella parte finale della Sezione 7.2.

Perelman dunque sviluppa una differente chirurgia per “passare
oltre” le singolarita del flusso di Ricci e nel fare cid modifica e rielabora
anche la procedura di blow—up.

* Si prende una qualunque successione di punti e tempi (p;, t;) tali
che t; — T (tempo singolare) e R(p;,t;) — +oo (si osservi che R &
la curvatura scalare, mentre nei blow—up a la Hamilton si considera
|Riem| che va a +o0).

* Si utilizza poi un “lemma di selezione” (il point—picking lemma [81,
Theorem 10.1, Claim 1] oppure [62, Lemma 31.1]) per sostituire (se ne-
cessario) questi punti con dei punti “vicini”, che continuiamo a chia-
mare (p;, t;), tali che la curvatura sia localmente controllata R(p, t) <
4R(pj, t;) in un intorno parabolico di raggio r; = a/\/R(p;, t;), per
una costante « > 0 fissata.

e Si definisce la successione di flussi riscalati puntati (M, g;(s), p;)
(riscalamento parabolico) ponendo, similmente alla formula (7.4),

gi(s) =R(pi,t) g <ti + R(ps,tl)> '

Si noti che dunque la curvatura nel punto base p; € M al tempo
riscalato s = 0 & normalizzata: R;(p;,0) = 1.

¢ Per il teorema di noncollasso locale, che implica il controllo dal
basso sul raggio di iniettivita e le stime di Bernstein—-Bando-5Shi,
come nella procedura di Hamilton, possiamo applicare il teorema
di compattezza di Hamilton 7.4, prima localmente e poi con un
procedimento diagonale (eventualmente modificando di nuovo i
punti p; con il point-picking lemma), per passare al limite (a meno
di una sottosuccessione) nella sequenza dei flussi riscalati, ottenendo
un flusso di Ricci limite antico (Mo, $0o(t), Poo), definito almeno
sull’intervallo (—oo, 0] e k—noncollassato, blow—up a la Perelman del
flusso originale g(t) su M.

107



108

L’ANALISI DELLE SINGOLARITA NEL CASO GENERALE

Malgrado questi flussi antichi non abbiano a priori curvatura limita-
ta, Perelman (con un argomento basato sulla stima di Hamilton-Ivey)
prova che devono avere curvatura sezionale nonnegativa. Chiama dun-
que x—soluzioni i flussi di Ricci con queste proprieta e dimostra un
teorema di compattezza (il teorema di compattezza delle x—soluzioni) per
tale famiglia (a meno di riscalamento). Segue che le x—soluzioni che
sono ottenute per blow—up, avendo R(p«,0) = lim; . R;(p;,0) = 1,
sono una famiglia compatta di flussi di Ricci non piatti. Infine, mostra
che ogni x—soluzione ha curvatura limitata.

Uno strumento fondamentale per questi risultati e per il teorema
dell’intorno canonico che vedremo e il teorema di pseudolocalita di Perelman:
in termini informali (ovviamente I’enunciato ¢ estremamente preciso
quantitativamente), asserisce che nel flusso di Ricci le singolarita non
possono propagarsi a velocita infinita. Se a un dato istante una regione
spaziale presenta una geometria locale “quasi euclidea” (ovvero con
curvatura non troppo negativa e costante isoperimetrica vicina a quella
di R®), allora la curvatura in una regione leggermente pii1 piccola
non potra “esplodere” istantaneamente, ma rimarra controllata per un
intervallo di tempo ben definito. Questo impedisce che la formazione
di una singolarita in una zona lontana della varieta possa “corrompere”
istantaneamente le regioni regolari. Osserviamo che questa proprieta
non vale, per esempio, per 1’equazione del calore che & lineare: e legata
alla nonlinearita dell’equazione del flusso di Ricci.

Osservazione 7.17. Si noti che in questa procedura di blow—up il mas-
simo della norma della curvatura o di R non interviene, a differenza di
quella di Hamilton, ma semplicemente si “produce” una x—soluzione
ogni volta che si ha una sequenza di punti nello “spazio-tempo” su cui
la curvatura “esplode”. In particolare, il tasso di “esplosione” potrebbe
essere anche minore di C/(T — t;) lungo una sequenza (p;, t;). Cid
significa che qui (e nel seguito) non si fa particolare distinzione tra
singolarita di Tipo I e di Tipo IL

Una volta ottenuto un blow—up che & una x—soluzione, si tratta
di studiarne la struttura. Per fare cio si considera il suo limite per
t — —oo, il cosiddetto solitone shrinking asintotico (asymptotic shrinking
soliton). Infatti, sempre grazie alla formula di monotonia del volume
ridotto, Perelman dimostra che estraendo un opportuno limite di risca-
lamenti “all’indietro nel tempo” (cioé un blow—down), ogni xk—soluzione
tridimensionale converge a un solitone gradiente shrinking non piatto,
per t — —oo, che per la classificazione vista sopra in dimensione 3, deve
essere uno tra 53 0 82 x IR, eventualmente quozientato sul fattore sferico.
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Osserviamo qui, in modo informale, che “un blow—up o blow-down di
un blow—up & un blow-up”, cioe si puo ottenere comunque come limite
di riscalamenti appropriati (per mezzo di un procedimento diagonale),
ovvero, c¢’e una successione di varieta riscalate che vi converge.

Procedendo nell’analisi, Perelman osserva che se una x—soluzione
non & globalmente isometrica all’evoluzione del cilindro standard
82 x R o al suo quoziente RIP> x R, la sua curvatura sezionale deve
essere ovunque positiva, per il principio di massimo forte. Di conse-
guenza, se la soluzione & compatta, per il Teorema di Hamilton 6.2,
e diffeomorfa a un quoziente della 3—sfera standard e produrra un
“collasso sferico” in tempo finito. Se invece non ¢ compatta, dovendo
essere asintotica al cilindro, non puo avere due estremita illimitate: se
cosl fosse, per il teorema di splitting di Cheeger-Gromoll (si veda [84]), la
varieta sarebbe isometrica a 82 X R 0 a RPP? x R, in contraddizione con
la curvatura positiva. Pertanto, la soluzione dovra essere un cilindro
con un’estremita aperta e una chiusa da una “calotta” (che Perelman
chiama cap), risultando di fatto diffeomorfa a un cilindro $> x R “chiu-
s0o” a un’estremita. Cio puo accadere soltanto incollando lungo i bordi
una palla tridimensionale, ottenendo dunque una varieta diffeomorfa
a R®, oppure “chiudendolo” con lo spazio proiettivo RIP® privato di
una palla, ottenendo sempre lo stesso spazio RIP? globalmente. Qui
Perelman congetturo (e noi oggi sappiamo che ¢ effettivamente cosi — si
veda 1'Osservazione 7.7) che questa soluzione fosse in realta il solitone
di Bryant e che nel caso compatto, se la soluzione non fosse isometri-
ca a un quoziente di S*, allora dovesse essere 1’ovale — appunto — di
Perelman, asintotico per t - —o0 a un cilindro chiuso da due calotte
modellate sul solitone di Bryant.

Osservazione 7.18. In questo quadro di Perelman, il Teorema di Hamil-
ton 6.2 implica che una varieta compatta con tensore di Ricci positivo,
prendendo un blow—up vicino a un qualunque punto (la curvatura
“esplode” dappertutto), produce un solitone gradiente shrinking dato
da un quoziente di S. In realta, considerando il solitone asintotico
che una tale varieta produce con la procedura di blow—up di Perelman,
il teorema di Hamilton si “riduce” a mostrare che tale solitone ¢ un
quoziente della sfera. Poiché si ha (come abbiamo dimostrato) la disu-
guaglianza Ric > eRg e questa passa chiaramente al limite nei blow—-up,
osserviamo che solo la sfera tra i solitoni shrinking la soddisfa (alla
luce della loro classificazione da parte di Perelman), dunque si ha la
conclusione.

La conseguenza locale della classificazione vista sopra delle x—
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soluzioni e che se un flusso di Ricci non si estingue in un “collasso
sferico”, ogni suo punto con curvatura alta ha necessariamente un in-
torno che & diffeomorfo a un “collo” (o “tubo”) S? x (—1,1), oppure
una “calotta” diffeomorfa a una palla tridimensionale oppure a uno
spazio proiettivo senza una palla. Ovviamente, questa conclusione e
quantitativa (cioe porta con sé delle stime uniformi) e conduce al seguen-
te fondamentale risultato, detto teorema dell’intorno canonico (canonical
neighborhood theorem), che ¢ la chiave per la procedura di chirurgia di
Perelman che vedremo nella prossima sezione. Sottolineiamo che tutto
quanto visto mostra che la visione geometrica originaria di Hamilton
riguardo alla formazione delle singolarita nel flusso di Ricci era infine
essenzialmente corretta.

Teorema 7.19 (Teorema dell’intorno canonico). Sia g(t) un flusso di
Ricci su una varieta tridimensionale compatta M, per t € [0, T). Fissato
un parametro € > 0 sufficientemente piccolo, esistono costanti Ry > 0 e
C > 0 (dipendenti solo da ¢ e dalla metrica iniziale) che soddisfano la
seguente proprieta: se in un punto p € M a un istante ¢ la curvatura
scalare R ¢ sufficientemente grande, ovvero R(p, t) > Ry, allora il punto
p ammette un intorno canonico in M che appartiene a una delle seguenti
tre categorie:

1. Un e-neck (collo): un intorno U C M contenente p, tale che esista un

diffeomorfismo .
d: 52 x <—) —Uu
e e

per cui, indicando con § = ®*¢(t) la metrica pull-back, si abbia la
stima

H R(p,)§ — (82(y2) + d5°) HCWQ <g

dove ge, (v2) © la metrica standard sulla sfera di raggio /2 (ovvero
con curvatura scalare costante R = 1).

In questo caso si pud anche mostrare che (p,t) appartiene a uno
strong e-neck (collo che evolve), cio¢ un intorno parabolico U x [t —
1/R(p, t), t] tale che esista un diffeomorfismo

¥ 52 (—11) X [=1,0] = U x [t—1/R(p, ), 1

per cui, indicando con g(7) = ¥*g(t+ 7/R(p, t)) la metrica pull-
back al tempo riscalato T € [—1,0], si abbia la stima

~ . o 2
relon) HR(;”t)g(T) (1= 852 yz) +57) ch/eJ <&
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2. Un e—cap (calotta): un intorno C C M contenente p, diffeomorfo a
una palla aperta o allo spazio proiettivo reale senza una palla e che
contiene un e-neck come sopra, “chiuso” da una calotta. Inoltre,
riscalando parabolicamente il flusso attorno a (p, t) del fattore R(p, t),
si ottiene un flusso e-vicino in norma Cl1/¢ a una “porzione” del
flusso di una x—soluzione antica, non compatta e non piatta.

3. Un quoziente sferico: 'intera componente connessa di M contenente p,
compatta (senza bordo) e con curvatura sezionale positiva, dunque
diffeomorfa a un quoziente della sfera S°, per il Teorema di Hamil-
ton 6.2. Questo “pezzo” di varieta produrra quindi un “collasso
sferico” in tempo finito, estinguendosi.
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Inoltre, in tutti e tre i casi, la geometria locale & uniformemente con-

trollata: le derivate della curvatura scalare soddisfano delle stime uniformi
“universali”:

|[VR| < CR¥? e ‘% < CR2.

Formazione di un e—neck

tempot=0 tempo intermedio ¢ < Tging tempo vicino a Tsing
manubrio tridimensionale iniziale il collo si restringe, singolarita di neckpinch
(curvatura bassa) la curvatura
aumenta

R — 400 nel collo

¢ ¢

e-neck
t =: 0 4 t = Tiing
Formazione di un e—cap
tempo t=0 tempo intermedio t<Tgi,;  tempo vicino a t—>Tjig
manubrio asimmetrico la curvatura aumenta singolarita cuspidale

(curvatura bassa) da un solo lato

. ‘ R — +c0 nella punta

e—cap

5 3
e
(==

-~

t— Tsing
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Osservazione 7.20. Per completezza, concludiamo la sezione presen-
tando l'attuale stato dell’arte della classificazione dei solitoni di Ricci,
come abbiamo fatto per le soluzioni antiche nell’Osservazione 7.7.

La classificazione di Perelman dei solitoni gradiente shrinking tri-
dimensionali (R3 e a meno di riscalamenti e quozienti, $3 e > x R) e
quella di Hamilton e Ivey degli analoghi in dimensione 2 (R?, S e RIP?,
a meno di riscalamenti) sono valide anche senza l'ipotesi di noncollasso
(non esistono solitoni gradiente shrinking collassati in dimensione 2 e
3), grazie ai lavori successivi di Ni-Wallach [80], Naber [78] e Chen [28].

Come detto, Brendle [16] ha mostrato che il Bryant & 1'unico solitone
gradiente steady tridimensionale noncollassato (oltre a R® e i suoi
quozienti). Il sigaro di Hamilton ¥2 in dimensione 2 e ¥2 x R sono
esempi di solitoni gradiente steady collassati. Mentre Hamilton aveva
provato che in dimensione 2 non ve n’erano altri, le “ali volanti” o
“flying wings” (si veda 1’'Osservazione 7.7), da lui congetturate e la
cui esistenza & stata provata nel 2022 da Lai [65], sono altri esempi di
solitoni gradiente steady collassati. Si congettura che non ve ne siano
altri.

La classificazione dei solitoni gradiente expanding & probabilmente
impossibile, dati i molteplici esempi che si possono costruire (si vedano
i lavori di Deruelle [38] e Feldman-Ilmanen—Knopf [46]).

Anche in dimensione 2, mentre c’e un solo solitone steady (il sigaro
di Hamilton) e un solo solitone shrinking non compatto (il piano piatto),
esiste, per esempio, un’intera famiglia continua a un parametro di
solitoni gradiente expanding, rotazionalmente simmetrici, che hanno la
forma di “imbuti” (o coni) che si aprono verso l'infinito.

Se si rimuove l'ipotesi che il solitone sia gradiente, dunque soddisfa
(solo) la formula (7.6), al momento non & noto un esempio di solitone
shrinking non-gradiente. I lavori di Naber [78] e Petersen—-Wylie [85, 86]
(si veda anche [43]) mostrano che imponendo condizioni non partico-
larmente stringenti sul comportamento asintotico del volume o della
curvatura, il solitone shrinking deve essere gradiente. La congettura
ampiamente accettata & che ogni solitone shrinking sia in realta gra-
diente. Tra i solitoni steady ed expanding, invece vi sono molti esempi
non-gradiente, dati da metriche su gruppi di Lie (solitoni omogenei).

Infine, sottolineiamo che Perelman ha dimostrato che in ogni dimen-
sione, un solitone shrinking compatto € necessariamente un solitone
gradiente, mentre Ivey [60] che i solitoni steady o expanding compatti
sono varieta di Einstein (in dimensione 2 e 3 a curvatura costante),
dunque ovviamente gradiente. Si veda [43] per una dimostrazione
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basata puramente sull’analisi della PDE (7.6) soddisfatta dai solitoni.

76 IL FLUSSO DI RICCI CON CHIRURGIA

Il teorema dell’intorno canonico 7.19 fornisce una descrizione estre-
mamente precisa della topologia e della geometria locale della varieta
vicino ai punti in cui la curvatura diverge. Perelman sfrutta questa
descrizione per definire una procedura geometrica e analitica detta
chirurgia (surgery), la quale permette di definire un flusso di Ricci con
chirurgia e di prolungare la soluzione oltre le singolarita in tempo finito.
Sottolineiamo che questa parte del lavoro di Perelman, cosi come la pre-
cedente che conduce al teorema dell’intorno canonico, & estremamente
tecnica e complessa. La illustreremo dunque in modo molto qualitativo,
rimandando il lettore interessato ai suoi articoli originali e alle note
esplicative di Kleiner e Lott [62].

Assumiamo che M sia orientabile e che T > 0 sia un tempo singolare
di un flusso di Ricci. Prima di descrivere la procedura di chirurgia,
analizziamo il comportamento della varieta per t — T.

Se in una componente connessa di M la curvatura rimane limitata,
per t — T, la chirurgia la lascera inalterata. Tale componente infatti
non sta sviluppando alcuna singolarita.

Possiamo escludere dall’analisi che segue i punti dove la curvatura
scalare “esplode” per t — T e che appartengono (nel teorema dell’in-
torno canonico) a componenti connesse di M date da quozienti sferici.
Queste componenti svilupperanno un “collasso sferico”.

Consideriamo quindi una componente connessa M; di M dove la
curvatura scalare “esplode” per t — T e definiamo (); C M; come il
sottoinsieme strettamente contenuto in M; dei punti p tali che R(p, t)
rimane limitata, per t — T. Se (); & vuoto, si mostra (per le stime e
l'analisi della sezione precedente) che esiste un tempo ¢ arbitrariamente
vicino a T, tale che M; e tutta coperta da e-neck e e—cap. Con (facili)
argomenti topologici, segue allora che tale componente deve essere
diffeomorfa a 8%, RP3, 82 x §! o RIP*#RIP? (si noti che 'unica varieta
semplicemente connessa tra queste & S°).

Sia ora M; una componente connessa di M tale che (3; C M;, definito
come sopra, sia non vuoto e non coincida con M;. Fissato un parame-
tro p > Ry, dove la “soglia” Ry > 0 e data dal teorema dell’intorno
canonico, sia

Qp = {p € M; | R(p, t) < p definitivamente, per t — T} C ();,
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che chiaramente, se p & abbastanza grande, & un insieme non vuoto.
Si mostra che (); € aperto e che per le stime di Bernstein-Bando-Shi
(localizzate), la metrica g(t) converge in C® a una metrica g;(T) su
Q);, per t — T. Inoltre, che (), & compatto e che per ogni tempo
t sufficientemente vicino a T, la curvatura scalare & maggiore di Rg
(e uguale al massimo a p) nei punti del suo bordo d(), (non vuoto),
dunque tutti tali punti hanno un intorno canonico. Segue, di nuovo
con argomenti topologico/geometrici, che tale bordo & composto da
una famiglia finita di sfere S? disgiunte tra loro e che da ognuna di esse
“parte un tubo”, composto di incollamenti di e-neck che o si “richiude”
su )y, oppure viene “chiuso” all’altra estremita da un e-cap. Pertanto,
essendo orientabile, la componente M; & diffeomorfa a una somma
connessa delle componenti connesse dell'insieme ), (a rigore, i cui
bordi sferici vengono preventivamente “chiusi” incollandovi delle palle),
di un numero finito di $* x S! (che corrispondono all’incollamento
di un tubo S? x [—1,1] a due componenti di bordo di una singola
componente connessa di ()y) e di un numero finito di RIP? (dati dagli e-
cap diffeomorfi a RIP® privati di una palla che “chiudono” le estremita
dei tubi che non “tornano” su ))). Osserviamo che i tubi “chiusi” da
e—cap diffeomorfi a una palla non danno contributo alla topologia. Si
vede allora facilmente che se M; & semplicemente connessa, deve essere
diffeomorfa alla somma connessa delle componenti connesse di (), (i
cui bordi sferici sono preventivamente “chiusi” da palle).

Dopo questa analisi preliminare, vediamo dunque come si definisce
la chirurgia. Si fissa un parametro ® > R tale che se Rmax(f) lo
raggiunge, si procede come segue su (M, g(t)), tenendo presente quanto
visto sopra:

* le componenti connesse di M dove la curvatura non “esplode” per
t — T vengono lasciate inalterate;

* le componenti connesse che sono quozienti sferici che stanno estin-
guendosi, vengono semplicemente rimosse;

* le componenti connesse dove la curvatura scalare non e limitata
in alcun punto per t — T, vengono anch’esse rimosse, tenendone
presente la topologia;

e infine, consideriamo le componenti connesse di M che sono, come
descritto sopra, I'insieme (), con incollati un numero finito di tubi
composti da e-neck e “chiusi” da e-cap oppure che si “richiudono”
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su ()y. Per ogni tubo in ognuna di tali componenti, si “opera” in-
dividuando, rispettivamente nei due casi, una o due sfere G2 gcelte
appropriatamente vicine ai bordi sferici di (), in modo da avere
un controllo sulla curvatura in un loro intorno e si “taglia” lungo
tali sfere. Nel primo caso si “recide” dunque una “punta” con alta

N

curvatura e si incolla sulla sfera lungo cui si ¢ “tagliato” una palla

chiusa B° con una particolare metrica rotazionalmente simmetrica
con curvatura positiva controllata e molto minore di quella della
“punta recisa”, chiamata soluzione standard da Perelman. Successiva-
mente, per approssimazione, si rende questo incollamento liscio (di
classe C*), sempre mantenendo la curvatura sotto controllo. Facen-
do questa operazione, la topologia rimane inalterata se I'e—cap era
una palla, oppure la varieta “perde” un RIP%, nel senso dell’inversa
dell’operazione di somma connessa, se 'e—cap era RIP? senza una
palla.

Nel secondo caso, si procede analogamente a eliminare il “cilindro”
82 x [~1,1] con alta curvatura che si sconnette in seguito ai tagli
lungo le due sfere e si “chiudono” queste ultime con delle soluzioni
standard, rendendo l'incollamento liscio. In questo caso, la varieta
“perde” un S? x S!, nello stesso senso detto sopra, se le due sfere
appartengono alla stessa componente connessa di (), oppure si
disconnette in due componenti connesse, altrimenti.
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Nella figura che segue, vediamo un esempio di insieme (; con la
metrica limite ¢;(T) e del suo sottoinsieme ().

Mentre, in quest’altra figura, il risultato dell’operazione di chirurgia.
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Una volta eseguita la chirurgia su tutte le componenti connesse, si
ottiene una nuova varieta riemanniana tridimensionale compatta, la cui
topologia (delle componenti, in quanto 1’eventuale connessione di M
potrebbe “perdersi”) & piti semplice dell’originale. A questo punto, si
fa ripartire il flusso di Ricci prendendo questa nuova varieta come dato
iniziale.

™ tagli

cappucci ————»

T2
o —
- < =
componenti
sferiche o RP?

La procedura di chirurgia, nella sua versione precisa e quantitati-
va, e sviluppata in modo molto accurato al fine di preservare delle
proprieta fondamentali del flusso, in particolare, il fatto che sia Rpin
che il funzionale entropia ¥V non decrescano nel “salto” alla varieta
“operata”. Quindi, la stima di k-noncollasso si mantiene (quantitati-
vamente) inalterata. Queste proprieta e il modo in cui la procedura ¢



7.7 LA DIMOSTRAZIONE DELLA CONGETTURA DI POINCARE

definita, permettono a Perelman di mostrare che ogni chirurgia “elimi-
na” dalla varieta una quantita di volume (in dipendenza dalla varieta
iniziale) uniformemente limitata dal basso da una costante positiva. Cio
chiaramente implica I'impossibilita dell’accumulazione dei tempi di
singolarita (e quindi degli istanti in cui bisogna effettuare le chirurgie).
Di conseguenza, il flusso di Ricci con chirurgia di una varieta riemanniana
compatta (M, go) & ben definito in un intervallo di tempo “massimale”
[0,T), con T > 0 possibilmente uguale a +co. Nel caso T < +oo, la
varieta deve dunque “estingersi” dopo un numero finito di singolari-
ta/chirurgie, mentre nel caso T = +oo, Bamler nel 2018, nella serie di
lavori [4, 5, 6, 7, 8], ha mostrato che dopo un numero finito di chirurgie,
il flusso non sviluppa pitt singolarita.

7.7 LA DIMOSTRAZIONE DELLA CONGETTURA DI POINCARE

L'impianto analitico-geometrico fin qui sviluppato fornisce tutti gli
strumenti necessari per giungere al risultato culmine della teoria: la di-
mostrazione della congettura di Poincaré, chiudendo uno dei problemi
aperti piti importanti e famosi della geometria del Novecento (nonché
uno dei sette “Millennium Problems” selezionati dal Clay Mathematics
Institute nel 2000, con un premio di un milione di dollari per ognuno di
essi).

Teorema 7.21 (Congettura di Poincaré — Perelman, 2003). Ogni varie-
ta topologica tridimensionale, compatta e semplicemente connessa, &
omeomorfa alla sfera S3.

La congettura venne formulata da Henri Poincaré nel 1904 nel
quinto e ultimo “complemento” alla sua opera Analysis Situs del 1895,
pubblicato sui Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo [87]. Malgrado
molteplici sforzi, che hanno comunque portato allo sviluppo di una
mole imponente di idee, tecniche e risultati, la sua dimostrazione &
arrivata soltanto un secolo dopo per mezzo del flusso di Ricci. Vediamo
infatti come questa segua dai risultati visti nella sezione precedente.

Sia M una varieta topologica tridimensionale, compatta e sempli-
cemente connessa. Per i classici risultati di Moise [74, 75], € ben noto
che in dimensione tre ogni varieta topologica ammette una struttura
differenziabile (unica); pertanto, & possibile dotare M di una metrica
riemanniana go.

Facciamo dunque evolvere (M, gg) secondo il flusso di Ricci con
chirurgia. Un risultato cruciale, stabilito da Perelman nel suo terzo e
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ultimo lavoro [82], mostra che per una varieta con gruppo fondamentale
banale, il tempo massimale T di esistenza del flusso deve essere finito
(successivamente, una dimostrazione alternativa e tecnicamente pitt
semplice e stata fornita da Colding e Minicozzi in [34]). Questo significa
che l'intera varieta deve estinguersi al tempo T, scomparendo del tutto
dopo un numero finito di tempi di chirurgia. Osserviamo che durante
I'evoluzione, i numerosi tagli lungo i tubi possono disconnettere la
varieta in un numero finito di componenti connesse, le quali conti-
nueranno a evolvere indipendentemente una dall’altra, fino alla loro
estinzione. Leggendo l'intero processo a ritroso nel tempo, la topologia
di M si puo allora “ricostruire” tramite operazioni di somma connessa
di tali componenti estinte e di quelle eliminate.

Essendo la varieta M semplicemente connessa, esaminando i vari
casi della procedura di chirurgia, vediamo che o abbiamo eliminato
delle 3-sfere topologiche (non quozientate, né RIP?, per 'assunzione di
semplice connessione), dunque la topologia rimane invariata, oppure
la varieta si & disconnessa in un numero finito di componenti ognuna
delle quali & sempre semplicemente connessa. Cid & garantito dal
teorema di Seifert—van Kampen (si veda [58]) sul gruppo fondamentale
di una somma connessa, che dice che tale gruppo & il prodotto libero
dei gruppi fondamentali delle varieta. Dunque, chiaramente, questa
conclusione si ripete per ogni tempo di chirurgia.

Nel momento di estinzione di una o pitt di queste varieta o in
quello finale di estinzione completa, 'analisi di Perelman assicura
che tutte queste componenti sono di nuovo delle 3—sfere topologiche
(per gli stessi motivi di cui sopra, non possono esserne dei quozienti).
Ricostruendo dunque la topologia a ritroso, la varieta originaria M
risulta essere la somma connessa di un numero finito di 3-sfere e poiché
l'operazione di somma connessa tra sfere non altera la topologia, cioe
8383 =~ G3, concludiamo che M ¢ diffeomorfa (e quindi omeomorfa)
alla sfera S%, dimostrando quindi la congettura di Poincaré.

11 grosso lavoro di controllo e comprensione dei tre preprint [81, 82,
83] di Perelman ha mobilitato i massimi esperti mondiali. Nel volgere di
pochi anni, questo sforzo collettivo si & concretizzato in tre esposizioni
che hanno verificato e dettagliato 1'intera teoria: le note esplicative di
Bruce Kleiner e John Lott [62], il trattato patrocinato dal Clay Mathematics
Institute a firma di John Morgan e Gang Tian [76] e 1’articolo di Huai—
Dong Cao e Xi-Ping Zhu [23]. Quest’ultimo fu inizialmente al centro di
accese polemiche, tanto da spingere gli autori, a fine 2006, a depositare
sul preprint server ArXiv una versione rivista [24] recante un titolo e
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un abstract decisamente ridimensionati, volti a riconoscere in modo
inequivocabile I’assoluta paternita della dimostrazione a Hamilton e
Perelman.

L’applicazione di questo metodo di analisi topologica basato sul
flusso di Ricci non si esaurisce con la dimostrazione della congettura di
Poincaré, ma si estende all’intera classe delle varieta tridimensionali. Se
rimuoviamo l'ipotesi che M sia semplicemente connessa, il flusso puo
“sopravvivere” per tempo infinito e in tale scenario, la linea d’analisi
era gia stata tracciata da Hamilton nel 1999 [57]. Hamilton aveva infatti
dimostrato che se un flusso di Ricci esiste per tutti i tempi positivi senza
mai sviluppare singolarita e se la sua curvatura decade come C/t, per
t — oo, allora asintoticamente la varieta si decompone canonicamente in
due regioni: una parte “spessa” (thick), la cui geometria converge verso
una metrica iperbolica e una parte “sottile” (thin) che collassa. In questo
solco si inserisce il terzo lavoro di Perelman [82] che intui che, pur in
presenza di un numero infinito di chirurgie, la dinamica a lungo termine
del flusso si sarebbe potuta ricollegare a questo risultato di Hamilton.
Forni dunque uno schema di dimostrazione (di difficile comprensione)
del fatto che la varieta si sarebbe comunque asintoticamente decomposta
in una parte “spessa” regolare e una parte “sottile” topologicamente
assimilabile a una varieta grafo (graph manifold — si veda [59]), tuttavia,
molti dettagli erano mancanti.

Questa conclusione avrebbe implicato la famosa congettura di geo-
metrizzazione di Thurston [92], della quale la congettura di Poincaré e
un caso speciale. Tale congettura asserisce la possibilita di decomporre
“canonicamente” ogni 3-varieta in “pezzi geometrizzabili”, cioe con
“geometrie” ben conosciute (precisamente, esattamente 8 di esse — si
vedano [72, 93] per approfondire).

Il gruppo di matematici composto da Bessieres, Besson, Boileau,
Maillot e Porti, semplificando la linea di Perelman, ha dimostrato
in [12] che, ad un tempo sufficientemente grande, la varieta risulta
topologicamente decomposta nelle parti “spessa” e “sottile”, rendendo
quindi inutile proseguire il flusso e studiarne il comportamento asinto-
tico, nell’ottica di mostrare la congettura di geometrizzazione. Invece,
Morgan e Tian, nel loro secondo volume [77], hanno colmato i dettagli
mancanti e formalizzato rigorosamente la dimostrazione di Perelman, a
cui dunque ¢ attribuita anche la prova di tale congettura.

A completamento del quadro, Bamler nel 2018, nella serie di lavori [4,
5, 6, 7, 8], ha infine mostrato che le chirurgie si arrestano effettivamente
dopo un tempo finito (dunque sono in numero finito) e che la curvatura
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decade esattamente come richiesto dalle ipotesi per poter applicare il
risultato di decomposizione di Hamilton.

In definitiva, il flusso di Ricci ha permesso di connettere due mondi
fino ad allora considerati distanti: ’analisi delle PDE nonlineari e la
topologia in dimensione bassa. Questo straordinario cammino intellet-
tuale, delineato da Hamilton e completato da Perelman, ha scritto a
tutti gli effetti una delle pagine pii belle e profonde della storia della
matematica.



ESISTENZA PER TEMPI PICCOLI

I primo problema nello studio di un’equazione di evoluzione geometri-
ca consiste nel dimostrare 1’esistenza e 1'unicita di una soluzione per
tempi piccoli.

In questa appendice vogliamo appunto provare tale risultato nel
nostro caso del flusso di Ricci, cioe che data una varieta riemanniana
compatta (M, go), la soluzione del problema

d .
5;8(1) = —2Ricg(y)
8(0) = go

esiste ed & unica in un intervallo di tempo positivo (massimale) [0, T),
come enunciato nel Teorema 2.2.

A tale scopo, ricordando 1’analogia formale tra il tensore di Ricci
e (meno 1/2) il laplaciano della metrica discussa nell'introduzione, il
quadro teorico naturale & costituito dalla teoria delle equazioni parabo-
liche nonlineari per sezioni di fibrati vettoriali su varieta riemanniane,
che accenneremo brevemente nella sezione che segue. Sfortunatamente,
poiché il tensore di Ricci e invariante per diffeomorfismi, si ha una
degenerazione analitica intrinseca dell’operatore associato ¢ — —2Ricg,
il che preclude l'applicazione diretta della teoria parabolica standard
al flusso di Ricci. Per ovviare a tale problema, nella Sezione A.2 verra
illustrato il cosiddetto trucco di DeTurck (DeTurck’s trick): una procedu-
ra analitica che permette di “eliminare” tale invarianza, garantendo
esistenza e unicita per tempi piccoli delle soluzioni.

Un riferimento per il materiale di questa appendice ¢ il libro di
Bennett Chow e Dan Knopf [33, Capitolo 3].

A.1 OPERATORI PARABOLICI NONLINEARI

Siano E e F due fibrati vettoriali su una varieta n—dimensionale M e
indichiamo con I'(E) e I'(F) i rispettivi spazi delle loro sezioni.

Definizione A.1. Un’applicazione lineare L : T'(E) — I'(F) & un operatore
differenziale lineare di ordine k se, in un sistema di coordinate (xq, ..., Xy)
e trivializzazioni locali per E e F, I'azione di L su una sezione u € I'(E)
si esprime nella forma

Lu(x) = ) L*(x)0au,

|| <k
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dove per ogni multiindice « = (ay,...,a,) € N", definiamo 9, =
oyl 9%, |a| = a1+ +ay e x — L¥(x) : Ex — Fx sono mappe
locali C* a valori in applicazioni lineari tra le fibre vettoriali dei due
fibrati.

A titolo esemplificativo, un operatore differenziale lineare del se-
cond’ordine L : T(E) — T'(E) si scrive localmente nella forma

Lu = A9%u + B'9;u+ Cu,

dove AY,B' e C sono mappe locali C* a valori negli endomorfismi
lineari delle fibre vettoriali di E.

Osservazione A.2. Sebbene la formulazione geometrica intrinseca di
un operatore differenziale richieda usualmente 1'impiego di una con-
nessione (quale, ad esempio, la connessione di Levi-Civita indotta da
una metrica), i termini differenziali di ordine massimo sono invarianti
rispetto alla specifica connessione adottata. Di conseguenza, 'impiego
delle derivate parziali standard delle componenti di una sezione in una
carta locale e sufficiente per determinare I'ordine dell’operatore e il suo
simbolo principale (che ora andiamo a definire), limitando la dipendenza
dalla connessione ai soli termini di ordine inferiore.

Definizione A.3. Dato un covettore § € TjM, il simbolo principale
dell’operatore differenziale L di ordine k nella direzione { in p € M e
I’applicazione lineare tra le fibre vettoriali E, e F, definita da

oz(L) = ) L(p)&",

|| =k
dove &% = ¢J' -+ &y, se & =Y, & dx'.

Poiché le regole di trasformazione delle derivate di ordine massimo
coincidono con quelle dei tensori, la definizione del simbolo principale
¢ intrinseca e indipendente dalla scelta delle coordinate.

Definizione A.4. Un operatore differenziale lineare L di ordine k di un
fibrato E in se stesso e detto ellittico in p € M se, per ogni covettore non
nullo § € T;M, 'omomorfismo 0z (L) risulta essere un isomorfismo.
In presenza di una struttura metrica (-, -) sul fibrato E, 'operatore &
definito fortemente ellittico o strettamente ellittico (uniformemente su M),
se esiste una costante § > 0 tale che, per ogni u € I'(E) e per ogni
¢ € I'(T*M), valga la disuguaglianza

(oe(Lyu, u) = 8| ul. (A1)
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Questa condizione implica necessariamente che k sia un intero pari e
che lo spettro di 0¢(L) sia contenuto nel semipiano complesso a parte
reale positiva. Se la disuguaglianza (A.1) & soddisfatta unicamente per
0 = 0, I'operatore & denominato debolmente ellittico.

Sia ora L : I'(E) — T'(F) un operatore differenziale nonlineare di
ordine k, esprimibile localmente nella forma

Lu = F(x,u,...,aku)

con |a| < k e dove F & una funzione C*® nei suoi argomenti. Si de-
finisce linearizzato di L in una sezione fissata ug € I'(E), 1'operato-
re differenziale lineare DL,, : T(E) — I'(F) generato dalla derivata
direzionale:

d
aL(uo—b—tv)’

Applicando la regola della catena, il linearizzato assume la forma
esplicita

DLyv =

oF
DL, v = 7x,u0,...,8ku080.
R o

Si definisce allora (fortemente) ellittico I’operatore nonlineare L se il
linearizzato DL, risulta (fortemente) ellittico per ogni sezione u.

L’esistenza e l'unicita (e la regolarita) delle soluzioni dei sistemi
di equazioni di evoluzione, che tipicamente assumono la forma del
seguente problema (di Cauchy),

J9g
o L8
8(0) = go

sono legate al simbolo principale del linearizzato dell’operatore L (che
potrebbe dipendere anche dal tempo). Se il linearizzato di L & forte-
mente ellittico, uniformemente nello spazio e nel tempo, questo sistema
(o equazione) alle derivate parziali ¢ detto strettamente parabolico. In tali
ipotesi, la teoria “classica” dei sistemi parabolici quasilineari garantisce
I'esistenza e l'unicita di una soluzione regolare per tempi piccoli, cioe
in un intervallo di tempo [0, T) (si vedano [47, 70], per esempio).

Nel caso del flusso di Ricci, l'operatore L nel sistema sopra & dato
da Lg = —2Ricy che agisce sulle forme bilineari simmetriche su M;
una volta espresso in coordinate il tensore di Ricci in termini delle
derivate seconde della metrica, si vede che tale operatore non é ellittico,
in quanto il simbolo principale del suo linearizzato e un’applicazione
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lineare sul fibrato delle forme bilineari simmetriche in se stesso che non
e un isomorfismo.

Vediamo esplicitamente questa degenerazione (i seguenti calcoli ci
saranno utili anche in seguito). Per mezzo della formula (2.7), il tensore
di Ricci si esprime in coordinate come

1 .
R = Egll(azzkgjl + 9%gik — 95k — Oigit) + Sik(8),

dove Sj;(g) & una forma quadratica in g e nelle derivate del prim’ordine
della metrica. Se dunque calcoliamo il linearizzato dell’operatore Lg =
—2Ricg e ne ricaviamo il simbolo principale, otteniamo che I'azione di
0z(L) su una forma bilineare simmetrica / & data da

oz (L)h)je = —g" (ju&i&k + hudi&1 — hinlil — &) (A.2)

Osserviamo allora immediatamente che questa espressione si annulla
identicamente scegliendo h;; = ¢;¢; (con ¢ # 0). Infatti, tutti e quattro
i termini allinterno della parentesi si riducono al prodotto ¢;¢i¢xSi,
sommandosi a zero. Questo mostra costruttivamente che il simbolo
principale oz(L) ha un kernel non banale.

Inoltre, la forma quadratica associata a oz(L),

Q(h) = g(oz(L)h, h)

non e semidefinita positiva, dunque 1'operatore non € nemmeno de-
bolmente ellittico nel senso della nonnegativita di Q (non vi sono
comunque autovalori negativi di ¢z(L) — non essendo un operatore
autoaggiunto, il segno della forma quadratica Q non e direttamente
legato allo spettro dell’operatore).

La ragione profonda della non-ellitticita dell’operatore —2Ricg ri-
siede nell’invarianza del tensore di Ricci (e dunque dell’equazione del
flusso) rispetto all’azione del gruppo dei diffeomorfismi Diff(M) della
varieta M in sé, cioe il fatto che

*1s .
¢ Ricg = Ricyrg

per ogni ¢ € Diff(M). Infatti, come originariamente evidenziato da
Hamilton, la degenerazione del flusso di Ricci € una manifestazione
analitica della seconda identita di Bianchi contratta (si veda [33]), la
quale a sua volta discende direttamente dall’invarianza per diffeomor-
fismi del tensore di curvatura (si veda [61]). Si tratta di un fenomeno
strutturale comune a ogni operatore differenziale geometrico invariante
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sotto 1’azione di Diff(M): si pud mostrare che tale invarianza implica
che il simbolo principale del linearizzato possiede un nucleo non banale
di dimensione almeno uguale a quella della varieta, precludendo cosi
Dellitticita.

Di conseguenza, l'equazione del flusso di Ricci non é strettamente
parabolica, dunque la teoria “standard” non si applica, come osservato
da Hamilton [50], il quale, per ovviare a questo problema, impiego il
piuttosto complesso (anche nella sua applicazione) teorema della funzione
implicita di Nash—Moser (si veda [49], dove Hamilton rivisita il teore-
ma), per la dimostrazione dell’esistenza e unicita del flusso per tempi
piccoli. Successivamente, Dennis DeTurck [40] sviluppd un approccio
strutturalmente piti diretto, introducendo un flusso ausiliario stretta-
mente parabolico e dimostrandone 1'equivalenza analitica e geometrica
con il flusso di Ricci originario. Negli anni a seguire, tale metodo &
stato poi ulteriormente raffinato e semplificato dallo stesso DeTurck (si
vedano [3, 41]) e da Hamilton [55].

A.2 1L TRUCCO DI DETURCK

L’idea alla base del metodo sviluppato da DeTurck [40], noto in let-
teratura come trucco di DeTurck (DeTurck’s trick), adattando la tecnica
sviluppata in un precedente lavoro [39] per il problema “statico” (el-
littico) di trovare metriche con tensore di Ricci assegnato, consiste nel
“rompere” l'invarianza per diffeomorfismi che causa la degenerazione
dell’equazione, aggiungendo un termine che la renda strettamente pa-
rabolica e che dunque produca un flusso ausiliario (per mezzo della
teoria standard) da cui poi si possa ottenere una soluzione del flusso di
Ricci originale.

Nell’articolo originale di DeTurck [40], il flusso di Ricci viene sosti-
tuito da un problema parabolico quasilineare equivalente a meno di
diffeomorfismi. La presentazione originale ¢ piuttosto computazionale,
mentre la dimostrazione che presenteremo nel seguito e la formula-
zione “moderna” e geometricamente piul trasparente dell’approccio,
dovuta sempre a DeTurck in una successiva rivisitazione del suo lavoro
(rimasta a lungo inedita e poi pubblicata in [41]) e ad Hamilton [55].

La linea dimostrativa prevede di aggiungere all’'equazione di evo-
luzione la derivata di Lie della metrica lungo un opportuno campo
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vettoriale dipendente dal tempo V(t). Si ottiene cosi un’equazione di
evoluzione ausiliaria, nota come flusso di Ricci—-DeTurck:

] .
5;8() = —2Ricgy) + Lyng(t). (A3)

Definendo tale campo in modo opportuno (tipicamente confrontando
la connessione della metrica evolvente g(t) con quella di una metrica
“di background” fissata g), le derivate seconde presenti nella derivata
di Lie Ly ;g cancellano esattamente i termini misti dell’espressione in
coordinate del tensore di Ricci che ne inficiano lellitticita.

1l risultato di questa cancellazione & un operatore differenziale il
cui termine di ordine massimo coincide, a meno di costanti, con il
laplaciano della metrica, dunque il nuovo sistema (A.3) risulta cosi
essere strettamente parabolico, permettendo 1'applicazione dei teoremi
classici che ne garantiscono 'esistenza e 1'unicita per tempi piccoli.

Infine, I'equivalenza geometrica tra i due flussi viene recuperata
a posteriori: integrando il campo vettoriale dipendente dal tempo
—V(g(t)) per generare una famiglia di diffeomorfismi ¢, & possibile
effettuare il pull-back della soluzione del flusso ausiliario per ottenere
una soluzione del flusso di Ricci originario.

Nelle prossime pagine formalizzeremo questa procedura, calcolando
esplicitamente I'espressione del campo vettoriale e dimostrando la forte
ellitticita dell’'operatore (spaziale) modificato.

Prima di concentrarci sulla definizione esplicita del campo vettoriale
di DeTurck, calcoliamo due identita fondamentali che legano campi
vettoriali dipendenti dal tempo, tensori e diffeomorfismi generati.

Lemma A.5. Denotiamo con £ l'operatore derivata di Lie su una varieta
differenziabile M. Valgono i seguenti fatti:

e sia V(t) un campo vettoriale dipendente dal tempo e A(t) un tensore
covariante dipendente dal tempo. Allora,

2w =6 (2

5 AW + Ly Al)),

dove 6; e la famiglia a 1-parametro di diffeomorfismi da M in sé
generata dal campo vettoriale V (¢);

¢ sia V un campo vettoriale, A un 2-tensore covariantee ¢ : M — M
un diffeomorfismo. Allora,

(p*ﬁvA = ﬁq);lv(p*A.



A.2 1L TRUCCO DI DETURCK

Dimostrazione. La relazione al primo punto deriva dal seguente calcolo
diretto:

9 ., . 0p pAlto+h) — 05 A(to)
getAO) b=ty %13}) h
. 0F in (A(to +h) — Alty))
h—0 h
+ i oA t0) = O, Alto)
h—0 h
d
=6, 540 _, 0Ly Alho)

Riguardo al secondo punto, se 6; ¢ la famiglia generata da V, allora
1 = ¢ 1060 ¢ e generata da ¢; 'V, dunque

Siamo ora in grado di definire formalmente il campo vettoriale di
DeTurck per “rompere” l'invarianza per diffeomorfismi dell’equazione
e di analizzare il simbolo principale.

Lemma A.6. Sia V : T(S?M) — T(TM) il campo vettoriale di DeTurck,
definito localmente da

Vi(g) =gy 8"V, (%gif (80)ie8qk — (80)gk )
= 285 (Vi(80)pg — Vp(80)gk — Val80)pi).

dove gp € una metrica di background fissata. Allora valgono i seguenti
fatti.

* Il simbolo principale del linearizzato (DLy ), nella direzione ¢ €
T;M, rispetto a una base go—ortonormale {e1,...,en} di T,M tale

che e; = &*/|Z|g, € nelle coordinate

(M1, b | hag, ool | hos, hoa, - 1),
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¢ espresso dalla matrice

1 -1 ~1
0 0 0
L . 0 |0
2 . . . .
0z((DLy)g) = |2 0 o0 o . (Ay)
0 Id, ;|0
0 0 |0

* Se¢:(M,g) — (M,go) & un diffeomorfismo, allora

V(1)) op=—Agep,

0 equivalentemente,

V(e ™)8) = —(Bgg09) 097,
dove Ag ¢, € il laplaciano della mappa ¢, dato localmente da
2

J“ " dJo” 9P 997
axlgxf - >i'<faik + T80 : i)

(Ag,goq))“ = gl]( 80)py ox oxi

Dimostrazione. L’espressione del simbolo al primo punto segue dalla
formula per il linearizzato del campo vettoriale di DeTurck in go:

1
[Dvgoh}k = V”hpk — Evktrgoh,

dove V e la connessione di Levi—Civita di go.
Poiché

[((DLy)goh] ;= Vi[DVgoh], + Vi [DVg,h]

+ termini di ordine inferiore,

i

il simbolo principale nella direzione ¢ & allora dato da

[0z (DL ) gy )]y = —Eilk 80 e + Ei&P g + ExP B,

In una base ortonormale adattata a ¢, cioé come nell’enunciato, valu-
tando questa espressione per i vari indici si ottengono esattamente i
coefficienti della matrice (A.4).

La dimostrazione del secondo punto si ottiene confrontando 'espressio-
ne locale del campo vettoriale di DeTurck associato alla metrica (¢~ !)*g
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con la formula locale del laplaciano della mappa ¢ : (M, g) — (M, Qo).
Si verifica infatti che

V((g7)'g) o9 =—Agqe
(per il calcolo esplicito si veda [33, Capitolo 3]). O

Osservazione A.7. E fondamentale osservare che, affinché il trucco
di DeTurck abbia successo, il campo vettoriale V non deve essere “geo-
metrico”, ovvero non deve commutare con l’azione dei diffeomorfismi.
Se V fosse un operatore geometrico, 'operatore modificato Lg + Ly g
preserverebbe l'invarianza per diffeomorfismo e il nucleo del suo sim-
bolo principale rimarrebbe inalterato. E proprio 'introduzione di una
struttura rigida esterna (in questo caso, la metrica di background go e la
sua connessione) a permettere la “rottura dell'invarianza” e a garantire
la stretta parabolicita.

Grazie a questi preliminari analitici, possiamo procedere alla dimo-
strazione dell’esistenza e unicita per tempi piccoli del flusso di Ricci,
provando dunque il Teorema 2.2.

Proposizione A.8 (Esistenza). Sia (M, gp) una varieta riemanniana
compatta. Il flusso di Ricci ammette una soluzione regolare su un
intervallo [0, T), data da

8(t) = ¢;g(h),
dove g(t) & 'unica soluzione di

0 . ) - -
538 = —2Ricg + Ly (58 con 2(0) = g0 (A.5)

e ¢ € la famiglia di diffeomorfismi generata dal campo vettoriale
dipendente dal tempo —V (g(t)).

Dimostrazione. Poiché dalla formula (A.2) abbiamo che il simbolo prin-
cipale del linearizzato di —2Ric in g¢ & dato da

[0z (D(=2Ric) g )h] ;. = I&[*hik + Eilk trgoh — GiGP hp — kP hyi,
mentre, per il Lemma A.6,
[0z((DLy )go)h] ;= —GiGr trggh + 5idPhpp + &P hpi,

si ottiene
[0z(D(—2Ric+ Ly)gy)h], = & hi.
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Dunque, il linearizzato di —2Ric + Ly & fortemente ellittico. Per conti-
nuita del simbolo principale rispetto alla metrica, tale proprieta permane
per tutte le metriche sufficientemente vicine a g, cosi che il problema
ausiliario (A.5) risulta strettamente parabolico. La teoria classica dei
sistemi parabolici quasilineari garantisce allora esistenza e unicita di
una soluzione regolare () su un intervallo [0, T) (si vedano [47, 70],
per esempio).
Sia ora ¢; la famiglia di diffeomorfismi generata dal campo vettoriale
—V(g(t)) e poniamo

g(t) = i g(t).
Allora, per il primo punto del Lemma A5,

0 9 - ~ . .
580 = fP?(gg(f) + £—V(§(t))g(t)) = ¢; (—2Ricg(y)) = —2Ricy(p.
Quindi g(t) & una soluzione del flusso di Ricci con dato iniziale gp. []

Proposizione A.g (Unicita). La soluzione del flusso di Ricci con dato
iniziale g € unica.

Dimostrazione. Siano g (t) e g2(t) due soluzioni definite sul medesimo
intervallo. Per i = 1,2, sia ¢;(t) la soluzione del problema

01 pi = Dg; 50 Pi con ¢i(0) =Idm,
la cui esistenza e unicita per tempi piccoli seguono dalla teoria ormai
“classica” del flusso delle mappe armoniche tra varieta compatte, svi-
luppata da Eells e Sampson [42].
Poniamo quindi
gi= (9718
Per il secondo punto del Lemma A.6 e il primo punto del Lemma A.5,
ogni metrica g; soddisfa I'equazione di Ricci-DeTurck (A.5) con dato ini-
ziale gg. Per 'unicita delle soluzioni di sistemi strettamente parabolici,
si ha dunque
81 = 82
Ma allora le equazioni soddisfatte da ¢; e ¢, coincidono, perché
019; = Ag,g09i = — V(97 1)"gi) 0 i = — V(i) o 9y,
e quindi, essendo g1 = §» e avendo la stessa condizione iniziale, si
ottiene @1 = ¢,. Di conseguenza,

81 = 9181 = 382 = S
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